CCMP Corrigé (provisoire) de la deuxieme épreuve de mathématiques MP 2009

Question préliminaire

n
1) Soit n € N* et (Ag)1<k<n tels que 0 < Ay < Ao < ..o < Ay et Y- Apoy, = 0.
k=1
Raisonnons par récurrence.

n
On a pour tout z €]0,1], Ay + > Az~ = 0, puis en tendant z vers 0, on obtient que A; = 0.
k=2

n
Soit m € [[1,n — 1]], supposons que pour tout k € [[1,m]], Ay =0 alors Y Aoy, = 0 et donc
k=m+1

n
pour tout = €]0,1], Appy1 + > Az ~Amt1 = () puis en tendant z vers 0, on obtient que
k=m+2
Am+1 = 0. Ainsi pour tout k € [[1,n]], Ay, = 0 puis la famille (¢», )1<k<n est une famille libre de
C([0,1)).
Enfin la famille (¢))>0 est une famille libre de C([0, 1]).

A. Déterminants de Cauchy.

no A
2) On suppose R(X) est de la forme R(X) = > b
kle + bk

On multiplie la derniére colonne C,, par A, et on lui ajoute la combinaison linéaire des autres

n—1
colonnes Y ApCy .
i=1
On obtient :

1 1
.......... R
ar+b1  a;+b (a1)
A,D, = f f
1 1
R(ay
an +b1  ap+b (an)
1 1
.......... 0
a1 + b a1 + bs
- : : 0
1 1
an+ b1 an+ by R(an)

On développe par rapport a la dérniere colonne, on obtient

AnDn = R(an)Dn_l

3)
S'il existe (ki, k2) € [[1,n]] tel que k1 # ko et ax, = ag, ou by, = by, alors D,, = 0, et alors
(a5 — ai) (b — bi)

1§1;I§n(ai + bj)

1<j<n

D, =

Supposons maintenant que les termes de la suite (ay)1<k<n sont deux & deux distincts ainsi pour
la suite (bk)lgkgn .



II (aj —a;)(bj — b;)

. 1<i<j<
Par récurrence montrons que pour tout n € N*, D, = St=n
Il (a; +bj)
1<i<n
1<j<n
1
Pourn=1ona D = .
a; + by
II a; —a;)(b; — b
. Lo L (a5 = ai)(bj = bi)
Soit n > 2, supposons que D,,_; =
I (a; +b;)
1<i<n—1
1<j<n—-1

On a d’apres la question précédente

AnD,, = R(an)Dp_1

—
[ay

. IO (=b, —ar) I (ag + by)
k k=1 k=1
Ona R(X)= > X+b donc A, = (X + b)) R(X))ae—p, = — ==
II (=b, +b b, — b
L (=bn +b) I ( k)
n—1
II (ay, — ag)
et R(a,) = kil donc puisque A,, # 0
11 (ap
k:1(a —i—bk)
H R(Gn)D 1§Z.I<Ij§n(aj —a;)(bj — b;)
n = n—1 =
An 131;[@(% ;)
1<j<n
4) Soit

d(z,A)=0<=Ve>03dac A,z —a|]| <e < Ve >0 B(x,e)NA # 0 <= z est adhérent a A.

5) Supposons que (A, )n>0 est une suite croissante de parties de E telle que A = L; A, .
n_

0
Soit x € E.
Posons pour tout n € N, ay, = d(z, 4,,) et f = d(z, A).
Puisque (Ay)n>0 est une suite croissante et A = goA"’ alors (o, )n>0 est une suite décroissante
n

minorée par 3, donc la suite (ov,)n>0 converge vers un réel o, on a < a.
Soit e > 0, il existe y € A tel que B < |ly —z| < B+e¢

y € A donc il existe n, € N tel que y € A, et alors oy, < |y —z| < f+e¢.
donc o < B + €.

On fait tendre € vers 0, on a a < .

Enfin d(z,A) = (z, Ap).

lim d
n—>-+00

On considére un sous-espace vectoriel V' de dimension finie de E, et on note B = {y € E;
ly — 2| < [l=]}-

6) On a la partie B est un fermé de E et B € B(0,2||z||) donc B est bornée.

Ainsi BNV fermée bornée de V qui est de dimension finie, donc B NV est compacte.
Soit x € E,ona BNV C V donc d(z,V) < d(z,BNV).

Soit y € V,

siye Balorsy € BNV et donc d(z, BNV) < d(z,y).

2



siy ¢ Balors ||y —z|| > ||z|| = ||z — 0| > d(z, BNV) car 0 € BNV
donc pout tout y € V, d(x, BNV) < d(z,y), donc d(x, BNV) < d(z,V).
Ainsi d(z, BNV) =d(z,V).

BnvV — R

— ly —«|
et atteint sa borne inférieure sur BNV, alors il existe y € BNV tel que d(z, BNV) = ||z —y|| .
D’apres la question 6) d(x,V) =d(x,BNV) donc d(z,V) = ||z — y|| .

7) On a I'application est continue sur le compact BNV , donc bornée

C. Distance d’un point & un sous-espce de dimension finie dans un espace euclidien.

Dans cette partie, on suppose que la norme sur ’espace vectoriel E est définie a partir d’un

produit scalaire (. | .) sur E: ||z|| = /(2 | z).

8) Soit V' un sous-espace vectoriel de dimension finie de E, et 7 la projection orthogonale sur
V' (elle existe car V est de dimension finie donc il admet un supplémentaire orthogonal )

Soit x € E, ,ona pourtout v € V , || z—v ||?=|| 2z —n(x) | + || n(x) —v ||? car z —7(z) € V*+
et m(z) —veV.

donc pour tout v € V || z — 7(z) ||?<|| 2 — v ||? et alors || z — 7 (z) || < d(z, V)

Comme 7(z) € V alors d(z, V) =|| 2 — n(x) || .

Supposons qu'il existe y € V tel que d(z,V) = ||z — y||, alors || z — 7(z) |= ||z — y||

Ona [[z—y|*=[lz—n()|*+|ly—7(@) | car & — 7(z) € V* et y —7(z) € V.

donc || y — 7(x) ||>= 0 et alors y = 7(z).

D’otu 'unicité.

9) Soient (x1,x2,...,2,) € E™ et V un sous espce vectoriel de E de dimension n contenant
Vect(x1,xa,...,xy).

Notons By = (e, €2, ...., €,) une base orthonormée de V et M = Matp,(x1,x2, ..., x,). la matrice
du systeme de vecteurs (z1,xg, ..., x,) dans la base By.

On a M(x1,29,...,0,) = tM.M .

n

En effet, posons pour tout j € [[1,n]] , z; = > aije; , ona M = (a;;) € Mp(R).
i=1

Posons 'M.M = (¢; ;) € My(R).

n
On a pour tout (4,) € [1,n]]%, ¢ij = > anan; = (z; | z;).
k=1
DOHC rg<M(x17x27 "'7'%.7'1)) - Tg(tMM) - Tg(M) - ’rg(l'l’.f(}Q, 7x’fl)

Ainsi G(z1, z2, ..., xy) = 0 si et seulement si la famille (z1, 22, ..., z,,) est liée.

10) On suppose que la famille (21,9, ...,zy) est libre et on désigne par V' 1’espace vectoriel
qu’elle engendre.
Soit ¢ € F.
On a
(1 | )

M
G(x1,29, ey Ty, x) = (21,22, ..., Tp)

(@z) - (2] ]

Soit 7 le projecteur orthogonal sur V.

Vie [1,n], (x| 2) = (z; | 7(2)) + (2 | © — 7(x)) = (2 | 7(z)) car & — 7w(z) € V.
2 2 2

[2]* = flz = w(@)[|” + [lw ()]

donc



(m(z) [z1) - (7(@) |2y ()]
= |l —n@)|? Gz, 22, ..., 2n) + G(21, T2, ..., T, ()

On a d’apres 9) rg(M(z1, 2, ..., Tn, m(2))) = rg(x1, 22, ..y Ty T(T))
Donc G(x1,x2,...,2n,m(x)) =0 car w(z) € V = Vect(z1, 2, ..., Tpn).
Ainsi

G(x1, 22, ... tn, @) = |2 — 7(2)]|? (a1, T2, ..., Tn).

D’autre part d(z, V) = ||[x — w(z)|| et G(x1, 22, ...,x,) # 0 car la famille (x1, x2, ..., z,,) est libre,
donc

G(21,22, ...y Tn, T)
d V 2 — 9 9 9 9
($, ) G(ml,xg,...,xn)

11) Soit f € C(]0,1]), on a

= ([ 1 |f<ac>|2cwc)5 <(/ 1 zvooaf)%zac)é — Naolf):

—0o0
Soit A une partie de C([0,1]) et f € A alors il existe une suite (f,)n,>0 d’éléments de A telle
que r_ir_looNoo(fn —f)=0.

li
n—
-2
Comme 0 < Nao(frn — f) < Noo(fn — f) alors ll)I_iI_l No(fn — f)=0et donc f € A.
—00 —2
Ainsi A C A.
On considere I'ensemble Vy = {f € C([0,1]); f(0) = 0}

12) ¢y désigne la fonction constante 1.
On considere la suite de fonctions (f,)n>1 de C([0,1]) définie par :

n.x si xE[O,%]
Vn>1, fn(x){

1 si we[i1]

On a pour tout n € N, f,, € V.

3n n—+oo

(NQ(fn¢0))2:/0n|fn(:U)1|2dx:1 .0



—2
donc ¢g € V.

13) Soit g € C([0,1]) et f la fonction définie sur [0, 1] par f(z) = g(x)—g(0) pour tout = € [0, 1],
donc f € Vo et g = £+ g(0)o.
-2
On a ¢p € Vp donc il existe une suite (¢, )n>0 d’éléments de V telle que
HEIEOONXQ% —¢o) =0.
donc lim Na(g(0)¢n —g(0)¢0) = |g(0)| lim Na(pn — o) = 0.
Posons pour tout n € N g, = f+ g(0)¢, , on a g, € Vj et EIE No(gn — g) =

-2
Donc g € Vp et alors Vj est dense dans C([0, 1]) pour la norme Na.

—0oQ
On a ¢g ¢ Vo , en effet , sinon il existe une suite de fonctions (f)n>0 de Vy qui converge
uniformément vers ¢q.

En particulier (fy,)n>0 converge simplement vers ¢ sur [0, 1] et donc ¢o(0) = Erf fn(0) =0

ce qui est absurde.
Donc Vj n’est pas dense dans C([0, 1]) pour la norme Ne.

14) Supposons que V' est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel normé.
OnaV CV doncV # @.

Soient x et y deux éléments de Vet e K, il existe deux suites (zp)n>0 €t (Yn)n>0 d’éléments
de V' qui convergent respectivement vers x et .
On a la suite (x,, + Ayp)n>0 d’éléments de V' converge vers = + \y.

Donc x 4+ Ay € V et alors V est également un espace vectoriel.

15) Soit V un sous-espace vectoriel de C(]0, 1]).
On suppose que V est dense dans C([0,1]) pour la norme N alors il est clair que pour tout

m>0,6me V =0(0,1]).

Réciproquement supposons que pour tout m > 0, ¢, € ‘?'O et soit f € C([0, 1]).
Soit € > 0, on a d’apres le théoreme de Weierstrass, il existe une fonction polynomiale P définie
sur [0,1] telle que
Noo(P—f)<e

—00 —0o0 —0o0
Puisque pour tout m > 0, ¢, € V et V est un espace vectoriel , on a P € V et alors f
appartient a I’adhérence de ‘?O pour la norme N qui est égal a 130
Ainsi V est dense dans C(]0,1]) pour la norme No.

16) Soit V' un sous-espace vectoriel de C([0, 1]).
On suppose que V est dense dans C([0,1]) pour la norme Ny alors il est clair que pour tout

m >0, 6m €V =C(0,1]).

Réciproquement supposons que pour tout m > 0, ¢,,, € Vg et soit f € C([0,1]).
Soit € > 0, on a d’apres le théoreme de Weierstrass, il existe une fonction polynomiale P définies
sur [0,1] telle que

Noo(P—f)<e

D’apres la question 11) on alors
NQ(P — f) <e



-2 -2 —2
Puisque pour tout m > 0, ¢, € V et V est un espace vectoriel , on a P € V et alors f
) —2
appartient a ’adhérence de V' pour la norme No qui est égal a V.

Ainsi V est dense dans C([0, 1]) pour la norme Na.
E. Un critere de densité de W pour la norme No.

Pour tout n € N, on note W,, 'espace vectoriel engendré par la famille finie (¢x, )Jo<i<n-
W est le sous espace vectoriel de C'([0, 1]) engendré par la famille (¢, )ken-

17) On a la suite (W},),>0 est une suite croissante de sous-espaces vectoriels de C([0,1]) et
W = gOWn donc d’apres la question 5) pour tout entier > 0 lirf d(¢p, Wy) = d(¢p, W).
n> n——+0o00

Supposons que 'espace W est dense dans C([0,1]) pour la norme N; et soit ¢,, telle que p entier
positif, on a d’apres la question 4) d(¢,, W) = 0 donc lirf d(¢pu, W) = 0.
n—-—+0oo

Réciproquement, supposons que hrJrrl d(éu, Wy) = 0 pour tout entier 1 > 0 alors

n——+0oo
d(¢u, W) = 0 pour tout entier 1 > 0 et donc d’apres la question 4) pour tout entier entier 1 > 0,
bu € W T'adhérence de W pour la norme Ny et alors d’apres la question 16) W est dense dans

C(]0,1]) pour la norme Nj.

18) On a d’apres les questions 1) et 10)

G(Prg) Prrs s Prn> Ppi)
d 7Wn 2 — 0 1 n [
(¢M ) G((;S)\oa ¢)\1’ ey Qb,\n)
1
Pour tout (o, f) € N, on a (¢q | ¢5) = fol . 2P dr = P
Posons Vk € [[0,n]] Br =M +1 et 8 =p+1.
OnaVke[[0,n]] \Me+Br#0et u+ 5 #0.
On a
1 1 1 1
T N g N5 wd
01750 0]751 0 1%3 0 B
AM+Bo M+ M+Bn M+
G(¢)\0)¢>\17"'7¢)\n7¢,u) = : : : :
1 1 1 1
An + An + A+ B A+
; Bo h b1 N B ) p
p+bBo  pt+b p+Bn  ptB
D’apres la partie A) on a
S P T I X e Gl
A0 PArs oo PAps Pu) — ] ] ] ]
OSI;ISTL()\Z + 8;) (n+ /B)Oglzign(’u + BZ)OSEISHO‘Z + )
0<j<n

De méme on a - \ \
Clon.s o) OSi<an( i — ) (B — Bi)
Aoy PAry oo P ) — ] ]
. Sl}gn(& + B;)
0<j<n




donc

I (g — M) (B — Br)

0<k<n

(1 + B)Oglggn(u + ﬁk)oglggn()\k + B)

oy 2
Ogll;lgn(u k)

ou+1) IO ) I 1
(2u + )nggn(kﬁw )Ogign()‘k‘f‘ﬂ‘i' )

et par suite

1 no I\ —
H’k M\

d(¢, Wy) =
(u Wn) V20 Th=0)\, +p+ 1

19) Soit w > 0. Supposons que la suite (A\)gen tend vers +oo.
Ak — p

alors il est clair que la suite <
Ap+u+1

> tend vers 1.
keN

A —
Réciproquement, supposons que pour tout p > 0, la suite <M> tend vers 1
Ak 1 ey
Soit u > 0.
. . w—x
Considérons la fonction h(x) = ———— pour tout x € [0, u].
@)=t 0.4
- , 1+2u
On a h est dérivable sur [0, ] et pour tout z € [0, ] h'(7) = ————5 <
(x+p+1)
7
Donc Vx € [0, u], 0 < h(x) < —— = h(0).
0.1, 0< hw) < o = h(0)
2 1
Soita:L,onaaE L,l .
2(n+1) p+1
A —
La suite <M tend vers 1 donc il existe kg € N tel que Vk > kg on ait
A+ p+1 kEN
A — 2 1

S Metp+1 7 2+ 1)

donc Vk > kg, A\ > p.
Ainsi la suite (A\g)ren tend vers 4oo.

20) D’apres la question 17) l’espace W est dense dans C([0, 1]) pour la norme Nj si et seulement
si lirJrrl d(¢u, Wy) = 0 pour tout entier > 0.
n—-+00

1
Donc il suffit de montrer que : lim d(¢,, W,) = 0 pour tout entier p > 0 <= la série Y —
est divergente.

On a la suite (Ag)ren est une suite de réels > 0 deux a deux distincts.
Supposons pour tout entier p > 0, liI_'I_l d(¢u, W) = 0 alors en particulier pour y = 0 on a
n—-+0oo

n )‘k
im II =
n—+ook=0 A + 1

. n 1
donc nll)rfo%go In (1 + /\k> =400.

D’autre part on sait que : Vz € RT In(1+z) < .
n

0,

n 1 n o] 1
Donc In{1+ > < — et alors lim — =400 .
kzz:o < /\k Z_: )\k n%+ook2::0 )\k



1
Ainsi la série Z)\— est divergente.
k Ak

1
Réciproquement supposons la série Y — est divergente et soit p un entier positif .
k Nk
La suite (d(¢u, Wn)),cy €st une suite décroissante minorée par 0, donc converge , soit a =

Onaa=0.

Car sinon o > 0 et \ p -
lim An—nl _ lim 7(¢“’ n)

B SO ol B =1.
n=tool, +p+1  notood(dp, Wn_1)

D’apres la question 19) on a la suite (Ag)ren tend vers +o0o, donc il existe kg € N tel que Yk > ko
Ak > .

1
PosonstZO,uk:1n<1—/\u>—1n<1+u+ )

k Ak

2u+1 1 2u+1
0 = —) d P .
e >\k + k'—>o+oo ()\k One Uk kr—>+-o00 >\k

2 1
Comme la série ) — s
k k

diverge et a termes de signe constant, alors la série Y uy diverge et
k

vaut —oo.

) ko1 ‘)\k’ _ /’L|
D’autre part, en posant A= > In{ ——— ) on a
k=0 A +p+1

1 n
In(d(¢pu, Wn)) = D) In(2u+1)+ A+ E Uk
k=ko

et alors EI_P In(d(¢p, Wy)) = —o0, donc o = 0 ce qui est absurde.

F. Un critére de densité de W pour la norme N..

21) Supposons que W est dense dans C([0, 1]) pour la norme N, alors d’apres
la question 11) W est dense dans C([0,1]) pour la norme Ny et donc d’apres la question 20) on

a la série Y — est divergente.
% Ak
n
22) Soit ¥ = > ak.¢y, un élément quelconque de W,. On suppose que A\; > 1 pour tout
k=0
ke€{0,1,....,n}, et soit u > 1l,on a :

n T n T
Noo(pp —1) = sup x“—Zak.x)‘k = sup ,u/ thLdt —Zak.)\k/ MLt
x€[0,1] s z€[0,1] 0 P 0
1 n
< / pth =t = Cap At dt
0 k=0

D’apres 'inégalité de Cauchy Schwarz on a

I

2

n
ut‘uil — Zak.)\kt/\kil
k=0

1
Noo(dp — ) < /0

dt | = No (M%—l - Zak.)\k¢,\k—1>
k=0

23) On suppose que la suite (A;)ken vérifie les deux conditions suivantes :

{(n: Xo =0

(ii) : A > 1 pour tout k > 1.

8



1
et que la série Z)\— est divergente.
k Ak

On pose Vk > 1, A\, = A\, —1,ona ()\;C)keN est une suite de réels > 0 deux & deux distincts.

1 1 1
OnaVk>1 -— < - donc la série ) — est divergente.
)\k )\k k
Posons W' le sous espace vectoriel de C([0,1]) engendré par la famille ((ﬁ)\;c Jken+, on a d’apres
la question 20) W’ est dense dans C([0,1]) pour la norme No.
Soit p un entier > 1, on a p.¢,—1 € C([0,1]) et soit € > 0, il existe g € W' tel que Na(p.¢pp—1 —
g) <e.
n
Il existe n € N et une suite (ax)o<k<n de réels tels que g = > oakqﬁ%.
k=1
n n
On a dapres la question 22) No(¢y — 1) < No (,uqbﬂl - > akgb%> <e ou ¢p=> %qﬁ,\k .
Il est clair que v € W,, C W.
—00
Ainsi pour tout entier 4 > 1ona ¢, € W.

OnaA0:0,doncgb06WCW.
D’apres la question 16) W est dense dans C([0, 1]) pour la norme Nu.

24) Si on remplace la condition (i¢) par la condition plus faible :

N
K ligfl)\k>0

A A
Posons a = l?;flAk > (0 alors pour tout £ > 1, on a A\ > « et alors 2k >1, 20— 0 et 1a série
> Q
@
Z)\— diverge
k Nk

Posons pour tout k € N, 5 = M et V = Vect(¢g, )ken , on a d’apres la question 23), V est
dense dans C([0,1]) pour la norm% Neo.
Soit f € C([0,1]) et € > 0, on a la fonction g : x — f (mé) est un élément de C([0, 1]), donc il
existe h € V tel que

Noo(h—g) <e

n
h €V, donc il exsite n € N et une suite (a;)o<r<n de réels tels que h = ) appg, .
k=0

On a en faisant le changement de variable y = rw

n

Zakxﬁk —f (a:i)

k=0

Noo(h - g) = Sup

> ary™ = f(y)
z€0,1]

k=0

= Ssup = Noo(P—[)

y€[0,1]

OuP = > appy, €W
k=0
donc

Noo(P—f)<e
Ainsi W est dense dans C([0, 1]) pour la norme N.



