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Distance entre deux distributions de probabilité sur N

1 — Nombre de points fixes d’une permutation

dn
Q1. D’aprés le cours, #S, = n!. On en déduit que 0 < S 7S < 1 pour tout n € N. La série entiére Z 1 x 2™ étant

de rayon de convergence 1, Z —:U est de rayon de convergence R >

Q2. Une permutation de [1,n] est entiérement et univoquement déterminée par l'ensemble de ses points fixes et
par le dérangement qu’elle induit sur ’ensemble des autres points. Si 'on veut qu’il y ait exactement k points fixes,

n
ilya i choix possibles de ’ensemble F' des points fixes et, par définition, d,,_; dérangements de [1,n] \ F', d’on

n
l<:> d,_1 éléments de S, possédant exactement k points fixes. On en déduit que

1 /n dnfk
Pn == n—k = T
(Ko =k) =2 (k)d PR (n— k)

Q3. On a vu a la question 1 que s(z) est (au moins) définie pour = €] — 1,1[. Pour un tel réel z, on effectue le
produit de Cauchy des deux séries entiéres, ce qui est possible car I’exponentielle est de rayon de convergence infini
(donc au moins 1). Il vient

0= (S) (S%e) % (S i 5tn)
PRI B

Le rayon de convergence d’un produit de Cauchy de deux séries entiéres est minoré par le plus petit des rayons de
convergence des séries dont on fait le produit, d’ou R < 1. L’inégalité R > 1 ayant été déja établie, on a R = 1.

Q4. Pour z €] — 1, 1], la relation précédente donne (1 — z)s(x) = e~ *, d’ou par unicité du développement en série
entiére quand le rayon de convergence est non nul, puis par sommation télescopique,

- dyn n G dn, 2t — dn—1 n _ - (_1)71 n
(1—m)s(x):;n!x _z;)n' d0+z<n'_(n—1)!>$ —z_;] =
dn dn—1 (=)™
=1 >1: — — =
do & Vn n! (n—1)! n!
dk ~ (=1)*
et B mae S (G- gty ) = D G = G
k=0
Q5. D’aprés les questions 2 et 4,
dp_ 1 —
P, X,=k)=—"""—""+=—
( ) k! (n— ! ~

Q6. La variable aléatoire U; prend (au plus, pour U'instant) les valeurs 0 et 1, donc suit une loi de Bernoulli de
paramétre P(U; = 1). Soient o € S, et i € [1,n]. Alors, (i) = i si, et seulement si, o induit une permutation

—1)! 1 1
de [1,n]\{¢}. Le nombre de telles permutations étant (n—1)!, il vient P(U; = 1) = (n=1! = —. Ainsi, U; ~ B <>
n

n! n

1



Soit (i,7) € [1,n]* avec i # j. Alors, U;U; est une variable aléatoire de Bernoulli, prenant la valeur 1 si, et
seulement si, ¢ et j sont des points fixes. Le méme raisonnement donne
(n—2)! 1

n
Q7. Ona X, = Z U;, d’ou, par linéarité de 'espérance,
i=1

n n 1
SOETGR yEE
, n
=1 i=1
Les variables U; ne sont pas indépendantes (sinon, les v.a. U;U; suivraient une loi de Bernoulli de parameétre 1/ n?) et

'on doit ainsi passer par un calcul de covariance pour calculer la variance de leur somme. Par symétrie, cov(U;, U;)
ne dépend pas de (i,7) sii # j.

X,) = ZV(Ui) +2 ) cov(Ui,Uj) =nV(lh) + 2(’5) cov(Uy, Us)

1<i<j<n

Q8. A F fixeé,

P.(X,=k) = —

orl Yk

On reconnait yr = P(Y = k) pour Y suivant une loi de Poisson de paramétre 1.

Q9. Quantifions la convergence établie & la question précédente. Pour tout (n, k) € N? avec k < n

1 _ = (=1) 1
P (Xp=k) = — — — , ~Po(Xn=k)| <
Y = Pl ek! R nzm il [ = P ) Kl (n—Fk+ 1)

par le critére spécial des séries alternées, qui s’applique car la suite (1/k!), est décroissante de limite nulle. Alors,

n > k
_ k S
Gy (s) — Gx, (s Zyks —ZP =D e —PXa=k)s*+ Y —
k=0 k=n+1
sl
|Gy (s) — Gx,, (s Z’yk_ Xo=k)]s]"+ okl
k=n+1
- El¥ [s]* @ @+[sh™F' —]s]" o~ sl
<y P ) 18-
Zk!(n+1—k)!+ Z ek! (n+1)! * Z ek!
k=0 =n+1 k=n+1

(1) Par définition d’'une fonction génératrice, la variable aléatoire X,, prenant ses valeurs entre 0 et n.
(2) Par 'inégalité triangulaire.

(3) Par la formule du binéme de Newton.
n

S
Par croissances comparées, le premier terme de la majoration, qui est équivalent & ——, tend vers 0 et, par conver-

gence de la série, le deuxiéme aussi. On a donc montré que la suite (G Xn)n converge blmplement vers Gy sur R. On
peut noter en passant que la majoration précédente donne en fait la convergence uniforme sur tout segment.

Une autre approche consiste a s’intéresser directement a la fonction génératrice de X,,. Pour tout s € R,

Z S -y v e
0<i,k<n m=0 0<1i,k<n
i+k<n i+k:m
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On reconnait la somme partielle du produit de Cauchy des séries absolument convergentes g ( S ) = —et g e
i e !
=0 k=0

1
ef, dott lim Gy, (s) = - x e = et = Gy(s).
n—o00 e

2 — Convergence en variation totale

Q10. Soient x et y deux distributions sur N.
e Par positivité de = et de y, 'inégalité triangulaire généralisée donne

1 1

e Une série positive est de somme nulle si, et seulement si tous ses termes sont nuls. Ainsi, dyr(z,y) = 0 si, et
seulement si, z = y.

e La symétrie dyr(z,y) = dvr(y, x) est évidente car |x(k) — y(k)| = |y(k) — (k)| pour tout k € N.

e Si z est aussi une distribution, I'inégalité triangulaire, la linéarité et le caractére croissant de la sommation des
séries donnent

dvr(z. 2) Z\x ;§ (o) — y(k) | + [y (k) — 2(0)])

< L ol — o)+ 3 3 90) — 209 = vy + dva(y ).
k=0 k=0

Les trois derniéres propriétés montrent que dyrt définit une distance sur ’ensemble des distributions sur N.

Q11. Si X ~ B(A), alors px(0) =1 — X et px(1) =\, d’ou, pour Y ~ B(u),

1
dvr(px,py) = 5(!(1 =N = (A =@+ A =pl) = A= pl.
e M\E
Q12. Par définition, 7y (k) = o d’ot, en particulier, my(0) = e et my(1) = Ae™*. Il s’ensuit
T-X—e? [AMl—eM)| 1I=e M\
d = z
vr(px, ™)) 5 + 9 T3 !
k=2
1
=3 [(e_A +FA-D4+A1—-eM+e M-+ M) =1 - e ™)
en appliquant le caractére croissant de I’exponentielle et I'inégalité de convexité e* > 1 + x avec x = —\ pour faire

disparaitre les valeurs absolues. En appliquant une deuxiéme fois 'inégalité e > 1 — A, il vient dyr (px,my) < A2,

Q13. On applique simplement la définition et 'expression de la loi de X, établie & la question 5.

& (] & |
S RISl I ol =
k=0 i=n—k+1 k=n-+1
n oo oo
1 (—1) 1 1
=2l 2 ati X .
k=0 " li=n—k+1 k=n+1
Q14. Soit n € N.
oo oo (0.9)
1 1 (i=k—n—1) 1 1
ERD DI v e > H .Z—k__l = DI
k=n+1 k! TL + 1 k=n+1j= n+2 ) =n+1 (n + 2) " (TL + 1) “—o (n + 2)1
< < X 1 L X nt2 1
— X T NS pr ~ s
(n+1! " T D) T 1A (D) ekl (n+ )
1
d’ott 7, ~ m par le théoréme des gendarmes.



Q15. Le deuxiéme terme de la majoration de la question 13 est équivalent a m par la question 14. En
e(n !

utilisant la majoration du reste d’une série alternée, il vient

"1 > n+ ontl _q
Sal X < mmtarns () =
k=0 i=n—k+1
n 1 n
T”:(/)((n—i—l)!) +O<(n—|—1)!> :O<(n+1)!>'
3 — Autres estimations de distances en variation totale

Q16. Soient = et y deux distributions de probabilité sur N. Pour k£ € N, on définit leur convolution par la formule

xxy(k) = Zx(z)y(k—z) Il est immédiat que zxy(k) = 0. De plus, la série Z zxy(k) est le produit de Cauchy des

=0 k=0
oo 00

séries (absolument convergentes) de terme général respectifs z(k) et y(k), d’ou Z xxy(k) =) z(k)x)» y(k)=1,
k=0 k=0
ce qui achéve de montrer que x * y est une distribution de probabilité sur N.

Q17. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans N. Alors, pour n € N,

(X+Y =n) = U (Y =n—k)]
k=0
pxiv(n) =P(X+Y =n)=> P[(X NY =n-k]=> PX=kPY =n—k)
k=0 k=0

= pr(kz)py(n — k) = (px *py)(n).

On pouvait aussi passer par les séries génératrices, en notant que Gx+y = Gx X Gy est, par unicité du DSE,
équivalente & pxyy = px * py.

Q18. Pour (z,y,u,v) € D et (i,5) € N?,

(@ y)(k) = (wxo)(k) = Y [e(@)y(G) —ul@o()] = D [w(G)(@(0) —ul@) +u@)(y () - v()]

it+j=k i+j=k
(@ y)(k) = (wx )R] < D y(@)e(@) —u@)] + Y u@ly() - v()
itj=k i+j=k

en vertu de l'inégalité triangulaire.

Q19. De l'inégalité précédente, on déduit

2dyr(z x y,uxv) =Y |(z*y)(k) - (uxwv) ZZ ) — uf |+ZZ —v(j)|
k=0

k=01i+j=k k=01i+j=k

Sy (Zx<z‘>—u<z’>r>+(zui> S ly() — o)l | = 2dvr(e,w) + 2dvr(y, v)
j=0 i=0 i=0 j=0

en reconnaissant a nouveau des produits de Cauchy de séries (absolument) convergentes. Les deuxiéme inégalité est
une égalité ; la seule majoration est celle de la premiére ligne, issue de la question 18.

Q20. L’inégalité de la question 19 s’étend par une récurrence immédiate en

dyr(z1 % To % -+ % T, Y1 ¥ Y2 * -+ ¥ Yp) < ZdVT(fviayi)'
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On l'applique avec x1 = 29 = --- = z, = x, ol « est la distribution associée a la loi de Bernoulli de paramétre A et
Y1 =Yz = --- =y, = my. D’apres la question 17 et le fait qu'une somme de v.a.i.i.d. de loi de Bernoulli suit une loi
binomiale et qu’une somme de v.a. suivant une loi de Poisson suit aussi une loi de Poisson, il vient

dVT(pUﬂTn/\) :dVT(I*x*~-'*:E,7T)\*7T)\*-~*7T)\) gndVT(x,Tr,\) :n)\2

en reprenant la majoration obtenue a la question 12.

Q21. On applique la question précédente avec A =
a\?2 o

dvr(ps,,Ta) <N (—) = —. Corrélativement, pour k € N,
n

(notons que I’hypothése n > |a] assure que A < 1). Il vient

31Q

n
. (Q20)
| P(B,, = k) — mq(k }:\I> = i) = ma(i)| = 2dvr(pB,. Ta) ——— 0,
- .o
soit nh_g)lo P(B,=k)=e e
o / p
Q22. Notons B, ~ B <n, —) et B, ~ B (n, ) Alors,
n n
(Q10)
dvr(7a;7g) < dvr(7a,pB,) + dvr(pB,..pB,) + dvr(PBY, 78)
(Q20) ¢ 2 Qll&Q19 o? 1+ 52 a
< 7+dVT(anapB/)+I87 S n*—é )
n n non

d’ot dyr(7a, m3) < | — ] en faisant tendre n vers l'infini.

Exercice 1 — Oral X

9
K0 T hTo

premiers convives (sauf le premier d’entre eux) n’ont pas choisi de s’installer a une nouvelle table, ce qui, d’aprés la
formule des probabilités composées donne

Q23. Avant toute chose, on peut vérifier que = 1. L’événement (K41 = 1) traduit que les n + 1

1 2 n—1
P(K,=1)=1X —— X —— ...
( S T Rl v R R s wry i IIk+9

Q24. Comme K1 = 1, on a Gi(z) = x. Par définition de la série génératrice et le fait que K, et K,,+1 — K,, sont
indépendantes (s’installer & une nouvelle table est indépendant du nombre de tables présentes), il vient

_ _ n Ox
Guia ) = B (a7) = B (a1 gKo) = B oK) B (a1) = (2 4 2 6o
k+0x ﬁ O +k  Ln(0x)

=l =I5 = e

k=1

Q25. On peut calculer I'espérance en utilisant la série génératrice. En effet, a partir de 'expression obtenue a la
question 2, on obtient

, OL! (0z) OL,(0z) o 1 , 0L’
nt1(T) = LnEG)) = Ln((e)) ];) ok E(Ky1) =G (1) = Z A +9

Quand n tend vers Uinfini, E(K,1) ~ 61Inn (comparaison série-intégrale).

On pourrait aussi calculer ainsi la variance, mais le plus simple est de poser Ky = 0 et d’écrire la décomposition
n

télescopique K41 = Z (K j+1— K j). Or, les v.a. K11 — K sont des variables aléatoires indépendantes prenant la
§=0




0
valeur 1 si le j 4 1-éme convive s’est installé & une nouvelle table et 0 sinon et 'on a donc K11 — K; — B ( n 9> .
J

On obtient alors immédiatement a nouveau E(K,,4+1) ainsi que, par I'indépendance,

Kni1) ZV j+1 — )—Zj+exj+9_9;(9+j)2'

Jj=0

La comparaison série intégrale donne avec un peu de travail V(K1) ~ lnn : la fonction f(z) = a pour

(x4 0)?

0 —
dérivée f'(x) = ﬁ et est donc décroissante & partir de 6 ; de plus,
x 0+x—x 0
———dr = [ ——5dx =1n(0 ~ Inz.
/(0+x)2 ) / O+z)? " o +$)+0+xaH+oo ne
Q26. L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne
p (|5 1|5 o) < VE/Inn) V(K 1
Inn a? (lnn)?  «a?lnn

Il y a bien convergence en probabilité vers 1.

Exercice 2 — Oral CCINP

Q27. Sir =1, i y a une unique boule blanche dans I'urne et X désigne le moment de son tirage. On a donc
N +1
X < U([1,N]) et E(X) = T+ Sir = N, toutes les boules sont blanches et X est la v.a. certaine égale & N. On

a alors E(X) = N.

Q28. Pour r € [2, N — 1], il faut au moins r tirages pour obtenir toutes les boules blanches et, toujours au plus N,
donc X () = [, N]. Notons que cela est vrai aussi pour r € {1, N}. Soit alors k € [r, N]. L’événement (X = k) peut
se décrire par le fait que le tirage d’indice k£ a produit une boule blanche et que, parmi les k — 1 tirages précédents,
on avait tiré r — 1 boules blanches. On peut considérer I’ensemble des tirages sans discerner les boules de méme

N k—1
couleur. Il y a alors ( > tirages possibles (7 boules blanches a placer parmi N), dont < 1> sont favorables, ce
r

k—1
(rfl)
(7))
Q29. En utilisant les factorielles, on a (pour p > g > 1),
p p! pip—1
=——=p(p—Dlglg—D!'((p—1)—(¢g—1 !:< >
<Q> ¢'(p—q)! (b= Dlala =D =1) - (2 -1) g\g—1

L’interprétation combinatoire classique de cette identité consiste & constituer une équipe de ¢ joueurs avec un

qui donne bien P(X = k) =

-1
capitaine dans un réservoir de p joueurs. Il y a q<p> = p<p 1> fagons de le faire, selon que 'on choisit ’équipe,
q q—

puis le capitaine au sein de 1’équipe, ou bien le capitaine, puis le reste de I’équipe. En utilisant les résultats déja
obtenus,

o i[(lﬁLl) ( k )] r KNH) < r ﬂ r(H) (V1)
=N - =N - =—m - :
(T)k:r r+1 r+1 (r) r+1 r+1 (r) r+1
Notons que le résultat reste valable pour r € {1, N}. On pouvait aussi (ce n’était pas la piste suggérée par 1’énoncé),

utiliser la formule donnant l'espérance d’une v.a. & valeurs dans N a partir de sa fonction de répartition. On obtient
6



k
facilement P(X < k) = :) (on a tiré toutes les boules blanches parmi les k premiéres). Il vient alors

> al N _1 (TN) N-—r r(N+1)
=Y P(X2k)=) 1-P(X<k)]=N- Z = (;3 =N- =T
k=1 k=1 r



