Sujet 2 — Centrale-Supélec PC 2, 2022

Ce sujet en trois parties étudie la convergence des polynomes d’interpolation de Lagrange sous différentes hypo-
théses et aborde le phénoméne de Runge.

La partie I est consacrée a I’étude de deux familles de polynoémes, les polynémes de Lagrange et les polynomes
de Tchebychev.

La partie II donne des résultats généraux de convergence des polyndémes d’interpolation de Lagrange pour des
fonctions de classe C*°; elle utilise également quelques résultats de la partie I.

Enfin la partie III présente le phénomeéne de Runge. Elle s’appuie sur les sous-parties III.A et II1.B, qui portent
sur une intégrale généralisée et sont indépendantes des parties I et II.

Partie I.A — Polynoémes d’interpolation de Lagrange (question de cours)

On définit 'application
Ry—1[X] xR,1[X] — R

A (P.Q) — 3 Plan)Q(ar)
k=1
Soient n € N* et (ay,as,...,a,) une famille de n réels deux a deux distincts. Pour tout i € [1,n], on note L; le

polynoéme de degré n — 1 défini par
n

Li(X):HX_aj.

=1 a; — aj
J#i
On dit que Ly, ..., L, sont les polynéomes de Lagrange associés a (a1, asg, ..., an).

Q1. Montrer que (-, -) définit un produit scalaire sur R, _1[X].
Q 2. Montrer que, pour tout i € [1,n] et tout P € R,,_1[X], on a (L;, P) = P(a;).

Q 3. Montrer que la famille (L, ..., L,) est une base orthonormée de R,,_;[X] muni du produit scalaire (-, ).

n
Q 4. Montrer que, pour tout P € R,,_1[X], on a P = Z P(a;)L;.
i=1

Q5. En déduire que

n

VP € R,—2[X]: ZP(CLZ') H(ai — aj)fl = 0.
i=1 =1
J#i

Partie I.B — Polynémes de Tchebychev de premiére espéce

[n/2]
Pour n € N, on pose T,,(X) = Z (—1)p<n>X"_2p(1 — X2
p=0 2

[n/2]
Q6. En développant (1 + )" pour deux réels x bien choisis, montrer que Z (;) =on-1
p=0

Q7. Calculer T;, pour n € [0,3]. Montrer que 7}, est un polynéme de degré n, de méme parité que n et expliciter
son coefficient dominant.



Q 8. Montrer que T, est I'unique polyndéme a coefficients réels tel que T,,(cos(0)) = cos(nf) pour tout 6 € R.

(2k — )

Q9. Pour k € [1,n], on pose y, = cos ( 5
n

n
). Montrer que T, (X) = H (X — Yrn)

Partie I.C — Minimisation d’une norme infinie

Soit n € N* et W un polyndéme unitaire de degré n. L’objectif, ici, est de montrer que sup |W(x)|
z€[—1,1]

WV

puis d’étudier dans quel cas il y a égalité.

Q 10. Montrer que sup |T,(z)| = 1. En déduire un polynéme unitaire de degré n réalisant le cas d’égalité

z€e[—1,1]
dans (é).

1 k
On pose Q = = ~—Tn — W et, pour tout k € [0,n], 2z = cos ( ;)

Q 11. Montrer que @ est un polynéme de degré inférieur ou égal a n — 1.

Q 12. On suppose dans cette question que sup |W(z)| < o
z€[—1,1]
k € [0,n — 1]. En déduire une contradiction et conclure.

— - Montrer que Q(2x)Q(2x+1) < 0 pour tout

1
Q13. On suppose dans cette question que sup |W(x)| = o1 (cas d’égalité dans (é)). Montrer que, pour tout
z€[—1,1]

n
1
k€ [0,n], Q(z H 25— 25) " 1> 0. En appliquant la question 5, en déduire que W = FTH et conclure.

Jj=0
JF#k

Partie II.A — Interpolation d’une fonction de classe C"

Dans cette sous-partie, n est un entier naturel non nul et I = [a,b] o @ < b. On munit l'espace vectoriel
E = C"(I,R) de la norme infinie. On considére n nombres réels distincts a3 < az < -+ < a, de I. On note
n

Ly,..., Ly les polynémes de Lagrange associés a (a1, as,...,a,) et 'on note W = H(X —a;).
i=1

n
Pour toute fonction f définie sur I, le polynome II(f) = Z f(a;)L; est, en vertu de la question 4, 'unique
i=1
polynéme P € R,,_1[X] tel que P(a;) = f(a;) pour tout i € [1,n]. On 'appelle polynéme interpolateur de Lagrange
de f associé a (ay,az,...,ay).

Q14. Soit r € E une fonction s’annulant en n—+1 points distincts de I. Montrer qu'il existe ¢ € I tel que r™ (c)=0.

Q15. Soit f € E. Soit II( f) le polynéme interpolateur de f associé aux réels (a1, ag, . .., a,) comme défini ci-dessus.
Montrer que

Vzel, deel: f(z)— Pla) = () W ().

n!
Pour x distinct des a;, on pourra considérer la fonction r définie sur I par r(t) = f(t) — P(t) — kW (t), ou le réel k est
choisi de fagon a ce que r(z) = 0.

M
Q 16. En déduire que [|f — P|| < 7;1 |W
= = nl

M, (b—
M, ou M, = Hf(”)H . Cette question est largement

<
n!

Hoo

utilisée dans la suite du probleme.



Partie II.B — Suites de polynémes interpolateurs

On considére a nouveau un segment I = [a,b] et une fonction f définie sur I. De plus, pour tout entier na-
turel non nul n, on suppose donnés des réels distincts a1, < --- < app, de I. En notant L1 ,, Loy, ..., Loy
les polynémes de Lagrange associés & (ain,@2n;--.,0nn) o0 a donc le polynéme d’interpolation de Lagrange

n
IL,(f) = Z f(@ain)Lin (M), unique polynome P € R,,_1[X] tel que P(a;,) = f(ain) pour tout i € [1,n].
i=1

On s’intéresse dans cette partie a la convergence uniforme sur I vers f de la suite de polynomes (Hn( f ))n pour
divers exemples de fonctions C*.

Partie I1.B.1 — Convergence uniforme vers la fonction exponentielle

Dans cette section, I = [a,b], ott a < b, et f est la restriction & I de la fonction exponentielle. Pour tout n € N*,
on consideére II,,(f) le polyndome interpolateur comme défini par (#).

Q 17. Montrer que la suite (Hn( f )) converge uniformément vers f sur I.

neN*

Q 18. Montrer qu'il existe une suite de polynomes (Qy),,cn- convergeant uniformément vers f sur I et telle que
Vn e N*, Vz € I'\ {0}: Qn(x) # exp(z).

Partie I1.B.2 — Convergence uniforme vers une fonction rationnelle
Dans cette section, a est un réel strictement positif et I = [—a,al]. Soit f: R — R la fonction définie pour tout
1
eR =—.

Q 19. Montrer que f est de classe C*° et que

Vk eN, Vt € ]—g,g[ : f(k)(tant) = k! cos"L(t) cos ((k—i— 1)t + k;) .

Pour tout n € N*, on considére II,,(f) le polyndéme interpolateur de f sur I défini par ().

Q 20. Montrer que, si a < 1/2, la suite de polynomes (Hn( f ))n ey converge uniformément vers f sur [—a,al.

Partie I1.B.3 — Cas de la somme d’une série entiére

Soit g crx® une série entiere de rayon de convergence R > 0. On pose

k>0
Ve €] —R,R[: f(z) = chxk et Vee]l-1,1:9(z) = Zxk
k>0 k>0
Q 21. Montrer que g est de classe C* sur | — 1,1 et que

. i

C
Q 22. Soit r €]0, R[. Montrer qu’il existe C, € R tel que |c| < —]: pour tout k € N.
r

nlrC,

Q 23. En déduire que pour tout €] — r,r[ et pour tout n € N, —_—
(r— [z)n+

F™ ()] <

Q 24. On suppose que a < R/3. Montrer que la suite de polynomes (Hn(f))
sur [—a, al.

nene Converge uniformément vers f



Partie 11.B.4 — Interpolation aux points de Tchebychev

Cette section reprend 1’étude des deux sections précédentes dans le cas de points d’interpolation particuliers, liés
aux racines yy ,, des polynomes de Tchebychev (partie I.B). On considére a > 0 et I = [—a, a]. Pour tout n € N*,
les points de Tchebychev d’ordre n dans I sont :

2k —1
Vk € [1,n]: ay,, = a cos ((2n)7r> = Y n-

n

On pose W (X) = H(X — ay.p). Si f est une fonction définie sur I et si n € N*, on définit comme en (#)
k=1
le polynome interpolateur P, = II) (f) de f aux points de Tchebychev d’ordre n. C’est donc I'unique polynéme
P, € R,—1[X] tel que P;(ay,,) = f(aj,) pour tout k € [1,n].

n
Q 25. Pour tout = € [—a, a], montrer que |W,; (z)| < 2 (%) .

1
Q26. On reprend dans cette question la fonction f étudiée dans la section I1.B.2, soit f(x) = 152 pour z € R.
x

Montrer que, si a < 2, la suite (IT},(f)) converge uniformément vers f sur [—a,al.

neN*

Q 27. On reprend dans cette question la fonction f somme de série entiére étudiée dans la section I1.B.3. Montrer

que, si a < 2R/3, la suite (H:;(f))neN* converge uniformément vers f sur [—a, al.

Partie III — Phénomeéne de Runge
Partie III.A — Etude d’une intégrale généralisée
—$2
Pour tout réel o > 0, on considére la fonction hy: t — In <22> .
o+t
1
Q 28. Montrer que h, est une fonction continue décroissante intégrable sur [0,1[. On pose J, = / ha(t) dt.
0

1
Q29. Montrer que J, = 2In(2) — In(1 4 a?) — 2a arctan ()
a

Q 30. Montrer qu'il existe v > 0 tel que J, > 0 pour tout a € ]0,~[.

Partie III.B — Application a une somme de Riemann

2k +1

Pour n € N*, on considére dans |0, 1] les points aj, , donnés, pour k € [0,n — 1], par a, = et 'on pose

Sp(ha) = inzlha(ak,n) _ % {ha <21n> e (21) bt ha (2”2; 1)] .

k=0

Q 31. Pour tout n € N*, montrer que

(2n—1)/2n 1 m—1 1 1 (2n—1)/2n
/ ha(t)dt + - ( n ) < Sullha) < ha <> +/ ha(£) dt.
1 1

/2n 2n 2n /2n

En déduire que la suite (S’n(ha))

nens converge vers Jg.

Q 32. Montrer que



Partie I1I.C — Le phénoméne de Runge

1

Dans cette sous-partie, I = [—1,1] et @ > 0. On consideére la fonction f, définie sur [—1, 1] par f,(x) = PO
a?+x

2k +1

On reprend les points ay, définis dans la sous-partie II1.B, a savoir ag, = pour tout n € N* et tout

ke [0,n—1].

Pour n € N*, on note R,, € Ry,,—1[X] le polynome interpolateur de f, aux 2n réels de I {:l:akyn ; ke o,n—1] }
Autrement dit, R,, est P'unique polynéme de degré au plus 2n — 1 qui coincide avec f, aux points
2n—1 2n-—3 3 1 1 3 2n—3 2n—1
C2n T 20 7 20’ 2’20207 20 0 2m
On pose enfin Q,(X) =1 — (X% + o®)R,(X).

Q 33. Montrer que R,, est un polynéme pair et déterminer @, (ix).

n—1
Q 34. Montrer qu’il existe A, € R tel que Q,(z) = X\, | [ (2% - a%vn).
k=0

Q 35. En déduire que, pour tout x € C\ {£ia},

nnl

Jole) = o) = 1= 11

J,‘ —(Ikn

a2+akn

Q 36. On suppose que a < 7. Montrer que
lim |fa(1) = Ry(1)| = +o0.

n—-4o0o

Q 37. On rappelle que le théoréme d’approximation de Weierstrafs montre que toute fonction continue sur un seg-
ment est limite uniforme d’une suite de fonctions polynomiales. Qu’apportent les trente-six questions précédentes
relativement & cette question ?



