Sujet 1 — CCINP, PSI, 2019

Pb. 1 — Fonctions de classe € et développement en série entiére
Partie I — Deux exemples de fonctions indéfiniment dérivables

400 .
On consideére la fonction f définie pour x € R par f(z) = / e~ t1-it2) gy
0

t(1-itz) 1-itz)| — =t La convergence de lintégrale de

Q1. La fonction t — e~ est continue sur [0, 4+o00[ et ‘e*t(

too +o0 .
référence / et dt assure la convergence absolue, donc la convergence, de / e~ t1-1tz) gy
0 0

“+oo
Q 2. L’intégrale / et dt est une intégrale de référence convergente. Supposons que I', converge. On procede

0
& une intégration par parties : u(t) = —e et v(t) = tP*! étant de classe C' sur Ry,
+00 +o0
_ 1 ot qp — [l ]P0 —ty 34 —
T, _/O e et dt = [ (—e ]! —/0 (p+ D)P(—e ) dt = 0+ (p+ DT (p).

ul
La validité de 'intégration par parties est assurée par la convergence du crochet en 400 et 'on obtient & la fois
la convergence de I'intégrale de gauche et la relation de récurrence numérique I'py1 = (p + 1)I', (pour ceux qui
connaitraient par cceur la fonction I' d’Euler, I'intégrale notée I', dans ’énoncé est en fait I'(p 4 1)).

+oo
Onaly= / e tdt = 1, d’on, par une récurrence immédiate, r,=pl
0

Q 3. On applique le théoréme de dérivation des intégrales a paramétre dans sa version C> (on pourrait aussi
procéder par récurrence et montrer que f est de classe C™ pour tout n € N*.)

—t(1—itz) _ —t,it’x

(i) Pour tout ¢ > 0, la fonction z — e e e " est de classe C*° et 'on a, par une récurrence

immeédiate, W(e_t(l_m)) = PP~ t(1-ite) pour tout entier naturel p;
x

(ii) pour tout p € N et tout = € R, la fonction ¢t — PPt 1712) ot % donc C° p.m. sur R, ;

1—itz)

(iii) Pour tout p € N, on a ’z’ptzpe_t( = t?P¢~ ! fonction de domination intégrable sur R, par Q2.

On en déduit que f est indéfiniment dérivable sur R et que
+o00 .
Vp €N, Vz € R: fP(z) = / (2w t(itz) gy
0
Q4. L’expression de f® donne f(p)(()) = i’T'y, = iP(2p)!. Soit r > 0. On calcule

(p+1) (0)yPt+1 (@ (0)rP 29 4 2\ pl P+l
S O] @it
(p+1)! p! 2p)! (p+ D)lrp p—+oo
La régle de d’Alembert montre que la série est divergente pour tout r > 0, donc que la série entiére est de rayon
de convergence nul. La fonction f n’est donc pas développable en série entiére au voisinage de 0.

—+00
5. On considére la fonction g définie, pour x € R, par g(x) = e k(1=1k2) - Op applique le théoreme de
g y P par g ppiq
k=0
dérivation terme & terme des séries de fonctions dans sa version C*°.

i) Posons g, la fonction définie, pour x € R, par gi(z) = e R(=ik) - Alors, gi est de classe C* et l'on a,
pour p € N, g,gp)(:c) = PE2PeFU=HR) (Je calcul a déja été fait & la question Q 3).
it) Pour tout k € N, tout p € N et tout z € R, ‘g,(f) (a:)‘ = k?Pe™* donc Hg,(cp)” = k*e ", Or, quand k tend

vers l'infini, k%Pe % = (/{:2pe_k/2)e_k/2 = o(e_k/Q) d’ot la convergence de la série numérique Z k2PeF,
k
qui traduit la convergence normale, donc uniforme, de Z gl(f ) sur R. On peut aussi utiliser la régle de

k+1)Pe k=1 1
d’Alembert car lim % =-<1.
k—+00 k2re—k e

1



La fonction g est donc de classe C*° et ses dérivées s’obtiennent par dérivation terme a terme, d’oil I'expression
o

gP)(z) =P Z E2pe—k(1—ikz)
k=0

oo

Q6. En particulier, on calcule ’ g(p)(O)’ = Z k*Pe® > p®e™P (on garde le seul terme d’indice p, la positivité des
k=0

autres donnant la minoration).

Q7. Soit » > 0. Comme on ne dispose que d’une minoration de ’ g(p)(O)‘, on ne peut plus utiliser brutalement la
régle de d’Alembert comme & la question Q4. L’expression obtenue & la question précédente donne

|g<p>'(o)\rp P v
p! p! p!

p*

_ - _ —1\P
—e PrP = — x pPe PrP > pPe PrP = (pre 1) — +00
pP—00

(0
car pre” ! tend déja vers infini. Il s'ensuit que la série entiére Z 97()

|
p=0 ’
fonction g n’est donc pas développable en série entiére au voisinage de 0.

2P a un rayon de convergence nul. La

(0
En fait, on peut quand méme utiliser la régle de d’Alembert car si R est le rayon de convergence de Z J |( ) x?
p!
p=0
2po—P
2P, alors la question Q6 donne R < R’. Or, pour tout r > 0,

et R’ celui de Z P

p=0

(p + 1)2p+2 e P—1ppt+l . p2p e PrP
(p+1)! ) p!

ce qui montre la divergence de la série pour tout r > 0, donc R = 0, d’oit R = 0.

1\
=(p+1) (1+7) e lr ~ erp—— +oo,
p p—o0

pP—00

Partie IT — Le théoréme de Borel

Q 8. On effectue une décomposition en éléments simples. On trouve a et b, ou bien en multipliant la fraction

1
rationnelle 5 = - — par 1 +1 et en prenant la valeur x = 4i, ou bien en réduisant au méme
1+2x (x —i)(x +1)
1 i
dénominateur et en résolvant le systéme linéaire d’inconnue (a,b) obtenu. Il vient a = %= "3 et b = —a, soit
i

(les deux expressions sont acceptables)

1 1/ 1 1 WA 1
en -4 ()L ()
TER T T \ro1 zxi/ 2\ +i zoi

Q9. L’énoncé attend manifestement une rédaction détaillée de cette récurrence & peu prés immédiate. On consi-

1
dere la fonction ¥ définie pour z € R par ¥(x) = ——. Soit & montrer par récurrence simple que
r—1i

o) () — (DD
Vpe N, Vx e R: ¥ (w)_(a:—i)PH'
©) 1 (—1)°0! , o
Pour p =0, ¥V (z) = ¥(x) = - = . La formule est donc vraie pour p = 0. Supposons-la vraie pour

r—1i (z—i)t
un certain entier p — 1. Alors,

d d [(=1)P~L(p—1) )P (p—1D!(— —1)Pp!
v () = @[\p(p_l)(xﬂ T dz {( )(m —(f)p | } = (z Epi)w3 2 _ (:(r —)i)p]iv

d’out la formule pour I'entier p.



Q10. Soit la fonction ¢; définie, pour x € R, par p1(x) = . Pour dériver ¢, il ne faut surtout pas se lancer

1
1422
dans des dérivations de plus en plus pénibles de quotients cauchemardesques, mais utiliser la décomposition de
la question Q8. Il vient, en utilisant le calcul mené a la question Q9 et son conjugué,

P () = 2% d‘fp L l—i - = 1_ J _ (—12):19! ((w _11)erl B (x_ll)pﬂ) _ (—12):19! <(x _11)erl -5 +1i)p+1> :

Q11. Pour p € N et z € R, I'inégalité triangulaire et les propriétés du module donnent

p+1
‘(m +i)PH — (- i)p“' <lz+ifP + |z —ifptt =2 (2 +1)

Ap+1 _a\p+1l pt1l
‘So(p)(x)‘:p!x‘($+l)p (= 17 ‘<p!><2($2+1) F p! <P _ 7
' 2 (22 + 1P S 2a @2+1)5% (@)% |t
1
Q 12. Pour a € R, notons ¢, la fonction définie, pour = € R, par p,(x) = TS a2a? Ainsi, pq(x) = p1(az),

dont o) () = apwgp)(ax), et, en reprenant la majoration de la question Q11,

. aP pl p!
N Ve e R faolp )] < = L

On considére une suite réelle (ay),,cy et on lui associe la suite de fonctions (uy), .y définie pour n € Net z € R
anpx™

par un(z) = 3 e
* n

anpx”

Q13. Pour a, = a,Vn!, on définit u, (x) = 1+ nla2a2?

= apz"Qq, (). Pour des entiers n > p > k > 0, on a

dkgn !
T i 2" % et la formule de Leibniz donne
dzkF  (n—k)!

Vo € R: ulf “”Z<>dxk =) —a,{j() 'k)' ol ().

Q14. Si p < n, tous les termes 2" * donnent 0 pour z = 0, d’oit u%p) (0) = 0. Pour p = n, le seul terme non nul

correspond & k = p = n et donne u{(0) = ay, n! pa, (0) = n! a,.

Q 15. Pour p < n, 'inégalité triangulaire et la majoration obtenue & la question Q 12 donnent

e — e — k)
[P < 'a"'z(> il e )] 5, 'an'Z() e e =

n | &

I'n!(p—k)! n—k—(p— - N
2|3 Sar e = e ()=

k=0

Q 16. Les fonctions u,, étant de classe C*°, il suffit de montrer, pour appliquer le théoréme de dérivation terme
a terme, que, pour tout p € N, la série Zu%p) converge uniformément sur tout segment. Comme les premiers

o0

termes sont indifférents, il suffit de montrer la convergence uniforme de Z u%p). Soit a > 0. Pour tout = € [—a, al,
la majoration de la question Q15 donne, & p fixé, o
(p) n |ﬂ n |an7p71 _
‘un (az)‘<2p. 7 < 2"pl N = Up
On calcule Untl _ 20 0, d’ou la convergence de la série Zvn en vertu de la régle de d’Alembert.

Up, vn+1 n—oo

Ainsi, les séries g u%p) convergent normalement, donc uniformément sur tout segment et le théoréme s’applique,

o0
montrant que U = E uy, est bien définie, de classe C™ et que ses dérivées successives s’obtiennent par dérivation
n=0



terme a terme.

Q17. En particulier, U(0 Z un(0) = up(0) = ap (les autres termes étant nuls) et, pour tout entier p > 1, la

dérivation terme a terme de la questlon Q16 et le calcul fait a la question Q 14 donnent

0o p—1
U®(0) = > ulP)(0) = > u®(0) + pl ay
m=0 m=0
Q 18. Soit une suite réelle (bp)peN' On construit récursivement une suite réelle (ap)peN, définissant la suite de
o
fonctions (up)peN telle que, pour U = Z Up, on ait U (0) = bp. D’apreés la question Q17, la valeur de U(p)(O)
p=0

est entiérement déterminée par (a,, . En particulier, pour p = 0, la relation donne U (0) = ag. On choisit

donc ag = by. Supposons (am)yc,,<,—1 déterminée de fagon a ce que U®)(0) = by, pour tout k € [0,p — 1]. Le

choix
1 L,
ap = ]j (bp - Z “7(5)(0)>

m=0
est le seul satisfaisant & la condition de la question Q 17. Cela termine la démonstration du théoréme de Borel-
Peano.

Pb. 2 — Matrices et systémes différentiels tridiagonaux

Partie I — Elements propres d’une matrice
I.1 — Localisation des valeurs propres.
On considere une matrice A = (ai5),; j<,, € #n(C). Soient une valeur propre A € C de A et un vecteur propre
z1

associé x = : € M ( {Oxfln 1( }

Ln

Q19. La formule du produit matrice-vecteur donne

AN =AX < Vie [[l,n]]: Ax; = Zai,jxj.

)

Q20. Soit iy € [1,n] tel que |z;,| = max_|z;|. Le vecteur  étant supposé non nul, on a z;, # 0. Alors, I'inégalité
Jj€

triangulaire appliquée a I’égalité de la question Q 19 donne
n n n (377;0750) n
Atig = Y aig gy oo M| <Y laig gl < laig gl A<D fai ] < e Z! Qi
j=1 = = =1

Soient «v et  deux nombres réels. On considére la matrice A, (o, §) € #,(R) définie par :

a B 0 - 0
B a B
Ap(a,B) =10 - ' 0
5 B a B
0 0 /B «



Q 21. La matrice A,(a, ) est symétrique réelle, donc ses valeurs propres le sont aussi. C’est une partie du
théoréme spectral.

Q 22. Soit A € R une valeur propre de A,(«, 3). La question Q20 donne
A < max ([a] + 8], 1] + o] +18]) = |a| + 215

1.2 — Calcul des valeurs propres de A,(«, ).
Q23. Pour a =0 et 8 =1, la question Q22 donne |\| < 2, soit A € [—2,2]. Comme la fonction 2 cos réalise une
bijection de [0, 7] sur [—2, 2], il existe donc un unique réel 6 € [0, 7] tel que A\ = 2 cos(h).

On note Uy le polynoéme x, ., (2X).

Q 24. Soit n > 3. On développe (par exemple) le déterminant X i, 0.1) () par rapport a la premiére ligne. Il vient

xr -1 0 0 -1 -1 0 0
-1 x -1 0 z -1
Xanon () =10 0= TXa, @)+ —1 =X, 0m) (T Xa, 0 (-
: -1 x -1 : -1 z -1
0 0 -1 =z 0 0 -1 =«

On en déduit, pour n > 3, la relation U,, = 2XU,,_1 — U,,_o.

Q 25. Montrons ’expression par récurrence double sur n. Pour n = 1, on calcule XA1(071>(:L‘) =z, U = 2X et,
sin(26)

pour tout 6 € R, la formule sin(20) = 2sin 6 cosf donne sin QU (cos ) = sin(260), d’ou Ui (cosf) = — 5 pour
sin

tout 0 €0, ], la fonction sinus ne s’annulant pas sur 'intervalle. Pour n = 2, on calcule

r -1

5 =X?—1,Up;=4X*-1

Xagon (@) =

sin 6 Uz (cos 0) = sina:[(Q cos 0)? — 1] = 2c0s(260) sin 0 + sin @ = [(sin(360) + sin(—0)] + sin 6 = sin(36).
En admettant la formule aux ordres n — 1 et n — 2, il vient
sin 0 U, (cos ) = sin 6 [2 cos Osin(nf) — sin((n — 1)9)]
= sin@[sin((n + 1) + sin((n — 1)8) — sin((n — 1)9)} = sinfsin((n + 1)6),

d’ott le résultat en divisant & nouveau par sin 6 # 0.

Q26. D’apreés la question Q) 23, les valeurs propres de A, (0, 1) s’écrivent A = 2 cos @ avec 6 € [0, 7r]. Restreignons-
nous dans un premier temps a 6 €10, 7[. Alors,

(Q25) sin((n +1)0)

A =2cosf € Sp (An((), 1)) S X, o (20080) =0 < Up(cost) = =0 < sin((n+1)0) = 0.

sin 6
sin((n+1)8) =0
O<b<m
fonction sinus a ]0, 7| est injective (elle est strictement décroissante), on obtient ainsi n valeurs propres distinctes,

ce qui est le maximum possible, vu que A, (0,1) € ., (C). On a donc toutes les valeurs propres, soit

Sp (A(O, 1)> = {2 cos (njij_rl) 1] € [[1,n]]} ;

toutes les valeurs propres sont simples et les espaces propres sont des droites vectorielles (sinon, ils ne pourraient
étre en somme directe).

Or,0<(n+1)f < (n+1)met <= Jk € [1,n]: (n+ 1)0 = kr. Comme la restriction de la

Jm
n+1

Considérons maintenant j € [1,n] et posons §; =



T

Q27. Six = : € My1(R) est un vecteur propre de A, (0,1) associé a la valeur propre 2cos(6;), la
In
question Q 19 se traduit par le systéme linéaire
— 2cos(fj)z1 + x2 =0,
xp—1 — 2cos(bj)xy + xpy1 =0 VEk € [2,n — 1],
Tp—1 — 2cos(b;)xy, =0.

Soit E I'ensemble des suites réelles (uy),cy vérifiant la relation de récurrence

Vk € N*,  wup_1 —2cos(0j)ug + ugt1 = 0.

Q 28. On vérifie facilement que E contient la suite nulle et est stable par combinaison linéaire (il faut I’écrire
ici). L’application ¢: E — R? définie par ¢(u) = (ug,u;) réalise un isomorphisme entre les deux espaces (les
éléments de E sont des suites linéaires récurrentes d’ordre 2 et sont donc univoquement déterminées par leurs
deux premiers termes), donc dim F = 2.

Q 29. Pour déterminer I’ensemble des suites (uy),cy € £, on note que le polynéme caractéristique de la récur-
rence est P = X2 —2cos0; X +1 = (X —e'%)(X —e™%). 1l s’ensuite que E = Vect ((cos(kHj))k, (sin kﬁj)k). Pour
up = acos(kf;) + bsin(kf;), il vient 0 = up = a et 0 = u,41 ne donne pas de condition. L’ensemble des suites
(ug) s de E telles que ug = up41 = 0 sont donc les suites de la forme u = bsin(k0;).

Q 30. En complétant le systéme de la question Q27 avec xg = xp41 = 0, on obtient que Ejcosp;(An(0,1)) est
précisément décrit ci-dessus, soit

» , , T
B L gm N (2T ) o g (22T
E3cos0,(An(0,1)) = Vect <sm(n+1) Sm<n+1 sm( Tl .

Q31. On a A(«, 8) = al, + SA(0,1), d’ou
A0,z = \r <= A, B)r = (a+ BA)z.

Corrélativement, les valeurs propres de A(a, 3) sont les o + 23 cos 0; avec j € [1,n], et les vecteurs propres sont
les mémes que ceux de A(0,1)... ce qui ne signifie pas que les espaces propres, eux, sont les mémes.

De fait, si 8 # 0, alors A(a, 3) posséde n valeurs propres distinctes et Fqy25cos6; (A(a, 8)) = Eacosg; (A(0,1)).
Si =0, A= al, admet o comme unique valeur propre et 'on a F,(A(a,0)) = R".

Partie II — Systéme différentiel

I1.1 — Matrices par blocs

On considére A, B, C' et D des matrices de #,(C) telles que C et D commutent.

Q 32. Les quatre matrices étant carrées et de méme taille, les régles du produit par blocs s’appliquent et donnent
A B D 0,\ (AD-BC B\ _ (AD-BC B
¢ D)\-C I1,)] \CD-DC D) 0n, D)

A B
C D
fait que le déterminant d’une matrice triangulaire par blocs soit égal au produit de ses déterminants diagonaux
donnent

Q 33. On note dans cette question et les deux suivantes M = . La multiplicativité du déterminant et le

det(M) det(D) det(1,) = det(AD — BC) det(D).
Si D est inversible, on peut simplifier par det(D) # 0 et il vient bien det(M) = det(AD — BC).



Q 34. Par définition, C 5 = € Sp(D) si, et seulement si, la matrice D — xI, n’est pas inversible. Comme

1
{ —1/p;pe N*} est infini, il existe py € N* tel que, pour tout p > pg, la matrice D + —1I,, soit inversible.
p

1

Q 35. D’aprés la question Q 34, on peut appliquer la question Q33 & D < D + —1I,,, qui est inversible pour tout
p

p = po d’aprés Q 34 et commute également avec C, ce qui donne, par continuité du déterminant,

A B
1
p

Considérons une matrice M € ., (C) et formons la matrice par blocs N = (?\Z é")
n
Q 36. Calculons le polynéme caractéristique de N. Pour = € C,

-M oz, 220, — M 0,

22, — M 0,
xl, -1,

(ﬁg(—ﬁ_Q-‘rxﬁl) (ﬁlﬁﬁz)

Xy (T) = (-1 = XM($2)'

Les racines du polynéme caractéristique étant les valeurs propres, il vient Sp(N) = {u € C; u* € Sp(M)}.

x1
Q 37. Soient u € Sp(N) et x = : € Mpn1(C) un vecteur propre de M associé a la valeur propre 12, Alors,

In

(3 0n) () = () = () = (i)

Comme # 0,1, il est clair que (lil?) # 0251 et est donc bien vecteur propre de N associé a la valeur propre .

Q 38. D’aprés la question Q36 et le fait qu'une matrice est inversible si, et seulement si, 0 n’en est pas valeur

propre, 'inversibilité des matrices M et N sont équivalentes. Supposons maintenant M diagonalisable et inversible.

Soit (x1, 2, ..., xy,) une base de 4, 1(C) avec Mxj, = p2xzy, pour tout k € [1,n]. Soient (a1, B1, @2, . . ., 0, Bn) €
K k

C?". Alors,

n T n Tk o (Oél + Bl)ml 4+ 4 (an + /Bn)l'n B
z:: Qg (Mk:lﬂ:) + Z Ok (Mk$k> N ((oq — By + -+ (o — 5n),un$n> = O2p,1

k=1 k=1
Vk € [1,n] { ot =0 Vk € [1,n] B =0
<~ cl,n]: <~ c|l,n|]|:ar = =0,
p(a — Br) =0 foo
la premiére équivalence venant du fait que (1, z2,...,x,) est libre. Ainsi, la famille des 2n vecteurs ( j:/fka: )
ETk

est une famille libre de vecteurs propres de N, ce qui montre que N est diagonalisable.

Remarque. En reprenant le calcul du polyndéme caractéristique par opérations élémentaires, on a montré que

2
o (L -M 0,
rg(play — N) =r1g ( ul, _In> .

En notant (L;), <i<on les lignes de cette matrice, la deuxiéme colonne par blocs assure que

Vect(L1, ..., Ly) N Vect(Lpy1, ..., Lay) = {0} rg(play, — N) = rg(p’l, — M) +n.

En sommant selon les valeurs de ,u2, il vient que si les matrices sont inversibles, IV est diagonalisable si, et seule-
ment si, M Dest et que si elles ne sont pas inversible, N n’est jamais diagonalisable.



I1.2 — Application & un systéme différentiel dans le cas ou n =2

Q 39. On considére le systéme différentiel

af = —2x1 + 23, ) 0 0 0 1)\
(1) M — 7=
), 1 -2 0 0 To
Le systéme s’écrit donc bien surs la forme X’ = BX, avec X = (a:l ro ) T )T et B = 02 I
) L2 A2(—=2,1) 02 )"

Le théoréeme de Cauchy-Lipschitz montre que I’ensemble des solutions de ce systéme est un espace vectoriel de
dimension 4.

Q 40. La matrice Aa(a, 8) est diagonalisable, parce qu’elle est symétrique réelle... ou parce qu’on ’a prouvé a la
question Q 26. Elle est par ailleurs inversible (déterminant 3 # 0). D’aprés la question QQ 38, B est diagonalisable
et

2
Sp(A) = {—2 + 2cos <%) ,—2+ 2cos <§>} ={-3,-1} Sp(B) = { —1i, 1, —iv/3, 1\/§}
On consideére la matrice D = diag(—iv/3,1V/3, —i,1).

Q41. La question Q32 (ou un calcul direct) permet de déterminer les sous-espaces propres de Ay(—2,1) :

ker(As(—=2,1) + I) = Vectp {G)} et ker(As(—2,1) + 315) = Vectn {(11>} .

D’apreés la question Q 37, on a donc :

1 1
ker(B _ if4) = Vectp } , ker(B + 114) = Vectp _11 )
i —1i
1 1
-1 —
ker(B — \/§j]4) = Vectpr W3 , et ker(B + \/§iI4) = Vectp i3
—iv3 V3

Donc, si I'on prend pour P € .#4(C) la matrice de passage suivante entre la base canonique de .#41(C) et une
base de vecteurs propres de B adéquate :

1 11
1 -1 1
P=1 i3 3 i
V3 —iv3 -1 i

la formule du changement de base implique B = PDP ™.

—_ =

—e

Q42. La matrice D est diagonale, donc bien str diagonalisable, de valeurs propres les coefficients diagonaux, et
ses ¢léments propres sont les vecteurs de la base canonique de .#4 1(C). Un systéme fondamental de solutions de
Y’ = DY est donc (Y1, Ys,Y3,Yy), ot :

R — C R — C

"1 t — e_i\/gt

OO O
O O = O



0 0
1/3 : t — e—lt 0 Y }/4 t — elt 0
1 0
0 1
n
Autrement dit : Y = 52 vérifie Y/ = DY si et seulement s’il existe (o, 3,7,6) € C* tel que :
3
Y4
a e*i‘/gt
5 ei\/gt
VteR, Y(t)=aYi(t)+ BYa(t) +vYa(t) +Ya(t) = .
e
76 eit
1
Q43. Soient z; et x5 deux applications a valeurs complexes et de classe C? sur R. Si X = i? etY = P7lX,
1
/
Lo

ol P est la matrice de la question Q42, alors Y/ = P71X’, et 2 et a9 sont solutions du systéme (2) de I’énoncé

si et seulement si :

_1
X' = BX «= X' = pppix " p1ix'_ pp1x

—Y' =DY
ae_i‘/gt
iv/3t
> 3(a,,7,0) €C, VieR, Y()=| P
ye
5eit
si et seulement si (aprés multiplication a gauche par P) il existe (a, 3,7,8) € C* tel que :
eVt ae V4 BtV y e gl
vteR, Xx@=pr| 8 etVE | —qe V3 BelVBl 4y oIt 4§ it
€k, (t) = —it - —iV3 —iV/3t i3 ivV3t . it | e it
ve iv3ae +iv3fhe ive " +ide
se't iV3ae V3 _ iv3p elV3t _ iye i +igelt
Z1
ce qui équivaut, étant donné que X = i? , & Pexistence de («, 8,7,9) € C* tel que :
1
'

vier { o) = a4 gV qetityget,
’ o(t) = —a e VBl _ gelVBl |y omit 4 5ot



On cherche a présent a quelle condition on a : (z1(0), z2(0), 7 (0),25(0)) = (1,0,0,0). Ces conditions équivalent
au systéme linéaire :

a +5 +y +5 = 1 « +8 +y +0 =1
- —B +y +6 = 0 — 2y 426 =1 (LQ(—L2+L1)
—V3a +V38 -y 46 = 0 —V3a +V38 -y 5 = 0
30 —V38 —y 46 = 0 —2y 426 = 0 (L4+< L4+ L3)
1
o —1—5 = 5 (Ll(—Ll—QLQ)
—V3a +V38 —y 45 = 0
46 = 1 (Lg< Ly+ Lo)
1
— T Ty
—V3a +V3p =0
;oo 1
4
1
(6 +,8 = %
< T %/g
2V/30 = (L3 < Lz +V3Ly)
5 - L
4
1

—a=y=p3=0=-.

En conclusion, l'unique couple solution du systéme linéaire (2) de 1’énoncé a vérifier les conditions initiales
prescrites est défini par

1 ) . 1 : : 1 1
xl(t) — Z (e—l\/gt + el\/§t> + Z (e—lt + elt) — 5 Cos(\/gt) _|_ 5 COS(t),
VteR
xo(t) = 2 (e_l‘/gt + e“/gt) +1 (e_’t + elt> =3 cos(V3t) + B cos(t).



