ENS épreuve C Un corrigé 2020

I - PRELIMINAIRES

Fonctions convexes

I.1. (a) = : On suppose que f est convexe. Soit z,y € R™. Montrons ¢, , est convexe.
Soit a,b € R. Soit A € [0,1]. On a :

Pay(Aa+ (1=Mb) = f(z+Aa+ (1=Nb)(y—=) =fAz+aly — )+ (1= A)(z+by —z))]
donc on obtient le résultat attendu
Pay(Aa+ (1 =XNb) < Af(z+aly —x))+ (1= A)f (@ +b(y —2)) < Apay(a) + (1 = A)pay(b)

< : On suppose que pour tous z,y € R", ¢, ,, est convexe. Soit 2,y € R" et A € [0,1]. On a

FUA=Xz+Ay) = @ay(X) = oy (A X T+ (1 =) x0) < Apzy ()+(1=A)pay (0) = Af (y)+(1-2) f(z)

On a montré que ‘ f est convexe si et seulement si pour tous z,y € R", ¢, 4 est convexe‘

(b) La fonction v : t — x + t(y — x) est dérivable sur R de dérivée v/ : t — y — x
or ¢z, = foryet fest différentiable. Ainsi d’aprés le cours, ¢, , est dérivable et pour t € R, on a

Poy(t) =df (v(1) ' (t) = (Vf(7(£), (1))

donc | pour tous x,y € R", ¢, est dérivable et Vt € R, ¢}  (t) = (Vf(z +t(y —z)),y — x)

(c) On suppose que f est différentiable sur R™.

= : On suppose que f est convexe. Soit z,y € R". La fonction ¢, , est convexe d’aprés (a) et dérivable
d’apres (b) : Vt € R, ¢, (1) = (Vf(z +t(y — ),y — )
La courbe d’une fonction convexe étant au-dessus de ses tangentes, on a :

vt € ]R7 Sogs,y(o)t + 90z,y(0) < SDLy(t)

01 2y (0) = F(2), uy(1) = F(y) et ¢, (0) = (VF(x),y — ) ot
Pour conclure il suffit d’appliquer 'inégalité a t = 1.
< : On suppose que pour tous a,b € R, f(b) > f(a) + (Vf(a),b—a).
Soit x,y € R™. Montrons que ¢, , est convexe. Il suffit d’établir que gogc’y est croissante.
Soit u < v dans R. On a en appliquant ’hypothése a a =z +v(y — z) et b = x + u(y — x)

Py (u) Z Pay(v) + (Vf(2 +uly —2)), (u—0)(y — 2))

ainsi en utilisant (b), on a

‘Put,y(v) - Soz,y(u) < (VS

p— r+uly —x),y—x) =@, ,(u)

puis avec a = x + u(y — z) et b =2 + v(y — x), on trouve
Pry(V) = ry(u) + (Vf(z +o(y —2)), (v —u)(y —2))
Finalement, on obtient
S Cay(V) = Pay(u)

/ /
Som,y(v) = U —u 2 (pm,y(u)

Ce qui permet de conclure.

On a montré que ‘ f est convexe si et seulement si pour tous x,y € R, f(y) > f(z) + (Vf(x),y — z) ‘
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(d)

Si f est convexe, alors pour tous z,y € R"™, f(y) = f(x) +(Vf(x),y
En sommant et par linéarité on obtient (Vf(y) — Vf(x),y —z) >0
(

x
Réciproquement on suppose que pour tout a,b € R"™, (Vf(b) — Vf(a),b—a) > 0.

Soit z,y € R™. Soit u < v dans R. On a d’apreés (b) :
Poy(V) = 0oy (u) = (Vi + vy —2) = V(@ +uly — ),y — )

o (VF( +v(y — 7)) — V(o + uly —2)), (v — u)(y — )

/ / —
@m,y(v) - Soz,y(u) - v —u 20

On peut conclure a la convexité de ¢, , comme a la question précédente.

d’on ‘ f est convexe si et seulement si pour tous x,y € R”, on a (Vf(y) — Vf(z),y —x) > O‘

I.2. On suppose que Vf(z*) = 0.
Comme f est convexe et différentiable, alors (b) donne : Vy € R", f(y) > f(z*) + (0,y — x) = f(z¥)

‘si Vf(z*) =0 alors f admet un minimum global en z*

—x)et f(z) = fly) + (V) z—y)

n
I.3. (a) On remarque que I'application Q : x = (z1,...,2,) — ||z] = Z z? est de classe C* donc différentiable

i=1
et que pour tout 7 € [1,n], on a g;? DT 2w
Ainsi VQ = 2Id. Z
On aurait pu aussi remarque que (-, -) est bilinéaire en dimension finie,
on aurait trouvé que Vo € R", Vh € R, dQ(z) - h = 2(x, h).
Ainsi g, est différentiable et ‘Vga(x) = V f(z) — ax pour tout z € R" ‘
Soit z,y € R™. On a

9a(y) = 9a(®) = (Vaa(@).y — o) = F(y) = f(2) = (VF(@),y —2) = 5 (Il = ll2l]* 2w,y — 2))

2 2 2 2 2 A
or lylI* = [l = 2z, y — x) = llylI” + [[«[| = 2(z, y) = |ly — =[]". Ainsi

9a(y) = ga(2) + (Vga(2),y — 2) = f(y) = f(2) + (Vf(2),y —2) + % ly — |

On conclut a ’aide de 1(c) appliqué & g, que ’ f est a-convexe si et seulement si g, est convexe‘

Soit z,y € R™. On a :

(Vga(y) = Vgal(z),y—z) = (Vf(y) =V f(2),y—z) —aly—z,y—x) = (Vf(y) =V (), y—z) —ally—z|?

Ainsi (Vga(y) = Va(z),y —2) > 0 <= (V[ (y) = Vf(2),y —2) > ally — 2|
A l'aide de 1(d) appliqué & g, et de la question précédente,

on déduit que | f est a-convexe si et seulement si Vz,y € R™, (Vf(y) — Vf(x),y —x) > ally — z|?

Fonctions coercives

I.4. On suppose K est un fermé non vide de R". Prenons a € K et notons M = |f(a)|.
Comme f est coercive, cela nous fournit R > 0, tel que Vz € R”, [|z|| > R = f(z) > M.
Je note C = KN B(0,R) (boule fermée de centre 0 et de rayon R).
Ainsi Vo € K\ C, f(z) > f(a) et donc a € C.
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I.5.

C est fermé par intersection de fermés et C est bornée car C C B(0,R) ainsi C est compact car dim (R") < oo.
Le théoréme des bornes atteinte avec la fonction continue sur le compact C, nous fournit z* € C tel que
o
f(2*) = min f().
En particulier f(z*) < f(a) et donc Vo € K\ C, f(z) > f(z¥)
On a établi | I'existence de z* € K tel que f(z*) = in}f{ f(z)
re

On suppose K est un convexe fermé non vide de R™. Prenons a € K. Comme f est a-convexe, on a

n a « a
¥z €R", f(z) > f(a) +(Vf(a),z —a) + S e al* = Jl|z]* + {z, 0 + Vf(a)) + f(a) + 5 lla]* = (a, V£(a))
En posant b = —|laa+V f(a)| et ¢ = f(a)+ % |al|?—{a, V f(a)), on obtient avec 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

a
f@) = Slzl* = bllll +

o
Comme tligl §t2 — bt + ¢ = 400, on en déduit que f est coercive et continue car différentiable, d’apres la
—+o0

question précédente, f admet un minimum sur K.

On consideére x,y € K points en lesquels f admet un minimum sur K.
Comme Vt € [0,1], 2+ t(y — x) € K car K convexe.
La fonction ¢, (introduite en 1) admet sur [0, 1] un minimum en 0 et 1.

Ainsi Vt €10, 1], %vy(ti — gﬂf,y(o)

On rappelle que cpgw = (Vf(z+tly—=x)),y —x) donc (Vf(z),y —x) > 0et (Vf(y),y—x) <0
ainsi (Vf(y) — Vf(z),y —z) <0
d’ou d’apres (b), on a ally — z[|* < 0 donc z =y

>0 d’ou ¢}, ,(0) > 0 et de méme ¢ (1) <0

d’ou ‘ f admet un unique minimum sur K‘

Projection sur un convexe fermé

I1.6.

(a) On considére I'application f : z — ||z — z|2.
f est différentiable sur R™ et Vz € R, Vf(z) = 2(z — x) (calcul analogues aux précédents)
Soit u,v € R™ On a

Fv) = flu) = (Vfu),v =) = |lv—z|®  [lu— 2| = 2(u—2),0—u) = Jo]|* — [[u]® = 2(u,v — u)

donc f(v) — f(u) — (Vf(u),v —u) = ||[v — ul|?. Ainsi
Fv) = flu) +(Vf(),v =) +[lv —ul® > f(u) +(VF(u),0—u) + %HU — ulf?

donc f est 2-convexe. On peut donc appliquer 5.

Ainsi f admet un unique minimum sur C.

Ceci nous fournit a € C, tel que Vz € C\ {a}, ||z — z|]*> > ||a — z|]?
donc Vz € C\ {a}, ||z —z| > |la — =]

Ainsi | P.(z) = a est 'unique point de C tel que ||Pc(x) — x| = ing lly — z|]
Y€
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(b) Soit y € C. On considére la fonction ¢, : t € R ||z — (T + t(y — ))|*. Soit t € R. On a :
by(t) = lly — z|* - 2t — T,y — 7) + |2 — 7|?

Comme C est convexe, alors Vt € [0,1], T + t(y — ) € C.
Si T = Pc(x), alors Vt € [0,1], ¥y (t) = 1y(0)

donc ¢y, (0) = 0 comme en 5 puis —2(z — 7,y —T) >0

et donc (z — T,y — ) < 0.

Réciproquement on suppose que Vy € C, (x —Z,y — ) < 0.

Prenons y = Pc(z), alors la fonction v, admet un minimum en 1.
donc ¢, (1) =0 d'ou |ly —Z|* = (z —Z,y — ) <0
donc y — 7 =0 et ainsi T = y = Pco(z).

On a montré que ‘E = Pc(x) si et seulement si Vy € C, (x — 7,y — T) < 0‘
(c) Soit z,y € R™ On a Pc(x) et Pc(y) € C donc d’aprés (b), on a

(z —Pc(z),Pc(y) — Pe(z)) <0 et (y — Pc(y), Pe(z) — Pely)) <O
ainsi ((x —y) — (Pc(z) — Pc(y)) , Pc(x) — Pc(y)) = 0 d’o en utilisant Cauchy-Schwarz, on a

IPc(y)—Pc(@)]|* = (Pc(z)~Pc(y), Pe(z) —Pe(y)) < (z—y),Pc(z)~Pc(y)) < lly—z|-|Pcly) —Po(z)]

Comme [|Po(y) — Po(x)]| = 0 ou ||Po(y) — Po(x)| > 0, on a bien | [[Po(y) — Po(@)l| < lly — =]

Une premiére condition nécessaire d’optimalité

1.7.

1.8.

On suppose que x est dans U'intérieur de K, ceci nous fournit r» > 0 tel que B(z,r) C K.
r 1
Soit h € R™. Pour k € N, je pose hy =hetty = ————sih#0et t = sinon.
(k+1)[IA] (k+1)
Onabien lim ¢, =0et lim hg=hetlest; > 0.

k—+o00 k—+o00

De plus Vk € N, x + txhy € K car B(z,r) C K

‘D’Ofl Ak (z) = R™ dans le cas ot z est dans l'intérieur de K‘

On suppose que f: R®™ — R est différentiable en z* € K et admet un minimum local sur K en z*.
Ceci nous fournit un voisinage de z* tel que Vo € VNK, f(z) > f(z¥).
Soit h € Ak (x*). On considére alors (tx) et (hy) de la K-admissibilité de h.

Par théoréme d’opération sur les limites, on a i lim z*+t hy = 2%+ 0h = 2*
—400

Ce qui nous fournit p € N* tel que Vk > p, =¥+t hy € V.
Soit k = p. On a alors f (z* + tphy) > f(z*)
Or quand k — +o0, on a tphy — 0 et donc

(@™ +tphg) = f(2") + (Vf(2"), tehi) + o (tehi|)

donc
[ @ +tphg) — f(27) = te (Vf(@"), hi) + || hiller) avec e — 0

On remarque que (Vf(z*), hy) — (Vf(x*), h) par continuité du produit scalaire
Si (Vf(z*),h) =0, on a bien (Vf(z*),h) > 0.
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II.1.

I1.2.

I11.3.

Sinon on a f (2 + tehi) — f()  ~  te(Vf(@), h) done Tim LE TR Z I g gy
k—s+00 k—+o0 tr

Par prolongement des inégalités, on a ‘Vh € Ax(z*), (Vf(z*),h) > 0‘

Dans le cas ot * est dans l'intérieur de K alors Vh € R™, (V f(z*),h) > 0 selon 7.

En particulier pour h = —V f(z*), cela donne ‘ Vf(x*) =0 pour z* est dans U'intérieur de K‘

On reconnait la condition nécessaire d’extremum pour une fonction différentiable sur un ouvert.
1%
1T - PENALISATION

La fonction f est différentiable et a-convexe sur R™. K est non vide.

Pour conclure en utilisant I1.5., il suffit de montrer que K est fermé et convexe. On a
—1
K={g"(]-000])

Pour chaque 4, g; est continue sur R™ (car différentiable), donc g; ' (] — 00,0]) est fermé en tant que image
réciproque d’un fermé par une application continue.
Ainsi K est une partie fermée de R™ en tant qu’intersection de fermés.

Soit x,y € K. Soit A € [0,1]. On a
Vi€ [1,p], gi(Ax+ (1= XNy) < Agi(z) + (1 = A)gi(y) <0

donc Az + (1 — Ny € K. Ainsi K est bien convexe.

Ainsi |1l existe un unique élément z* € K tel que f(z*) = in}f{ f(x)
S

Pour tout x € R™, on a ¢(x) > 0 et I’équivalence z € K <= ¢ (z) = 0.

{f(ac) sizeK

400 sinon

On en déduit que | lim fi(x) =

k—+o0

Soit k € N. Comme R est non vide, fermé et convexe, pour conclure en utilisant I.5., il suffit de montrer que
fi est différentiable et a-convexe sur R"™.

étape 1 : On va montrer que fi est différentiable.

t [t 2+t

2 2

t —

) =90 _ I
t t—0 2

On note la fonction ¢ : t — max(0,¢)2. de sorte queVt € R, o(t) = (

¢ est dérivable sur R* : Vi > 0, ¢/(t) = 2t et Vt <0, ¢'(t) = 0 de plus %i_r)r(l)@
donc ¢ est dérivable sur R donc y est différentiable.
Ainsi par composition, pour tout i € [1,n], x — max(0, g;(x))? est différentiable sur R".
Par combinaison linéaire, fi est alors différentiable sur R™.

étape 2 : On va montrer le résultat de l'indication.
On considére g : R™ — R une fonction convexe et h : R — R est une fonction convexe croissante.
Soit A€ [0,1] et z,y € R". Ona: g((1 — Nz + Ay) < (1 —N)g(z) + Ag(y).

Comme h est croissante puis convexe :
hog((1—=A)z+Ay) <h((1=Ag(x)+Ag(y)) < (L=Ah(g(x))+ I (g(y)) < (1 —A)hog(x)+Ahog(y)

ainsi h o g est bien convexe.
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11.4.
II.5.

I1.6.

I1.7.

étape 3 : Soit i € [1,n]. On va montrer que ¢ o g; : x +— max(0, g;(x))? est convere.
11 suffit d’établir que ¢ est convexe et croissante pour utiliser ’étape 2.
Ceci est vrai car d’apres I'étape 1 il est clair que ¢’ est positive et croissante sur R.

étape 4 :  On va montrer que fi est conveze.

En utilisant 1.3.(a), il suffit de montrer que = — fi(z) — %Hx||2 est convexe.

Toujours d’aprés 1.3.(a), on a x — f(z) — %|]m”2 est convexe.

Par définition des fonctions convexes, on voit qu'une combinaison linéaire a coeflicients positifs de fonctions
convexes est convexe.

On peut conclure que |il existe un unique x; € R™ tel que fi(xg) = ian fr(x)
TER™

Soit k € N. Comme z* € K et f < fi et par définition de xj, on a ‘ fzr) < fr(zg) < fr(2*) = f(z*)

(a) Par 'absurde si 7 ¢ K alors ¢ () > 0.
Alors lim (:E@(k.)) =1 (T) car v est continue car différentiable sur R™.
k—4-o00

or d’aprés la question précédente, on a
Yk €N, [ (2or) + k0 (Tok) = forry (Tor) < fil@™) = f(a7)

Donc la suite (fw(k) (:E%O(k)))keN diverge vers +o0o et est majorée

Ceci est absurde. On a montré que

(b) f est continue donc en passant a la limite de l'inégalité de 5, on a f (Z) < f (z¥).

Or 7 € K selon (a), donc d’aprés 'unicité de 1, on a bien
On suppose par I'absurde que la suite (zx)gen n'est pas bornée.
On construit ¢ : N — N par ¢(0) = 0 et la relation de récurrence :

VkeN, o(k+1) =min{p > (k) |[lzp| =k +1}

@ est bien définie car toute partie non vide de N admet un minimum.
( est une extractrice car strictement croissante.

De plus Vk € N, |lz gl = &k d’out kgrfw!!%(k)\\ = +o00.

or f est coercive car f est différentiable et a-convexe en utilisant 1.5

donc lim f (x@(k)) = +o00 ce qui est absurde d’aprés 4.
k—4o0

Ainsi la suite (zx)gen est bornée dans I'espace R™ qui est de dimension finie.

De plus, cette suite admet x* comme unique valeur d’adhérence.

On en déduit que ’ la suite (zp)ren converge vers z*

Soit k € N. On a f(xk) + kv (zr) = fe(xr) < f(2*) (majoration vue en 11.4) donc

0 < k(xr) < f(2*) — flag)

Or par continuité de f et selon la question précédente f(z*) — f(zk) PR 0
—+00

Par théoréme des gendarmes, on a alors ki (zy) —— 0
k——+o0

Ainsi ‘la suite (fx(xk))ken converge vers f(x*)
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II1.1.

(a)

IIT - THEOREME DE KARUSH-KUHN-TUCKER
Soit z,y € C et A € [0, 1].

m m

On peut écrire x = Zﬂiui et y = Zu;uz ou les p1; > 0 et les p > 0.
i=1 i=1

Alors Az + (1 — Ay € C car les Ap; + (1 — A\l > 0.

On a montré que ‘ C est COHVQXG‘

On suppose que (ug,...,un,) est une famille libre.
Je note F = Vect(uy, ..., un) de sorte que (uq,...,uy) est une base de F.

Pour i € [1,m], je note ~; I'application qui & chaque vecteur de F associe sa i-éme coordonnée dans cette
base. Comme +; est linéaire et que dim(F) < +o0, alors 7; est continue.

m
Deplus CCFet C= ﬂy;l (R+).
i=1
or les 7y;” ! (RT) sont des fermés de F en tant qu'images réciproques de fermés par des applications continues
De plus F est un fermé de E en tant que sous-espace vectoriel de dimension finie
ainsi les 7; ' (RT) sont des fermés de E
ainsi par intersection
On considére qu’'une famille indexée par I’ensemble vide est libre.
On est obligé d’envisager ce cas, lorsque Vi € I, u; = 0.
Je note A = {I € P ([1,m]) | (ui)ic1 est une famille libre }.
On remarque que VI € P ([1,m]), C; C C (quitte a rajouter des 0).
Ainsi U Ci cC.

IeA
Pour montrer 'inclusion réciproque, on va montrer par récurrence sur k € N, la propriété :

Hi Vg1, pim) € (RT)™, [{i € [1,m] [ >0} =k :>Zuiui € U Cr
i=1 IeA

m
Initialisation : La propriété Hg est vraie car Z Ou; =0€ Cy={0}
i=1
Hérédité : Soit k € N tel que pour tout p € [0, k], H, est vraie. Montrons H.
Soit (fa1,-- -5 fm) € (RT)™ tel que [{i € [1,m] |pu; >0} =k + 1.

m
On note x = Zﬂiui et J={ie[l,m] |u; >0} de sorte que : x = z:uzuZ
i=1 i€l
1l s’agit d’établir que : x € U Ci.
IeA

m
Premier cas : Si la famille (u;),.; est libre, alors z = Z wiu; € Cy C U Cr.
i=1 IeA

Deuxiéme cas : Si la famille (u;),.y est liée, il existe alors une famille de réels non tous nuls (\;)
tel que Z Aiu; = 0.
icJ
Jenote St ={ieJ|\>0}etST={ieJ |\ <0}
de sorte que Z Ay = Z (=) u; et STUS™ # 0.

€St €S

(18]
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II1.2.

(a)

Si ST #£ 0, je prends jo € ST tel que % = min{iﬂi |j€ S*}.
jo j
Je pose ' = ST\ {jo}. Alors

— _ Hioy ), _ Hhoy Y,
r = Z (/J'z )\jo )\z> u; + Z (Mz )\jo )\z> Us
HISSIAN y €S T ———
>0 >0
On peut alors utiliser 'hypothése de récurrence pour conclure que x € U Cr.
IeA
Si ST = (), alors on se raméne au cas précédent en remarquant Z (—Ai)u; = 0.
€]
Conclusion : On a montré que pour tout & € N, H;. est vraie.
En particulier pour tout k € [0, m], la propriété Hy est vraie et ainsi U Ci o C.
IeA

On a bien |C = U Cp | or d’aprés (b), pour tout I € A, Cy est fermé.
IeA

On en déduit que en tant que réunion finie de fermés en effet |A] < 2" < +o0.

Comme C est convexe, fermé et non vide car 0 € C, on peut appliquer 1.6.(b) :

Yy e C, (v—Pc(v),y —Pc(v)) <0

On remarque VA > 0, Ve € C, Az € C
d’ott 0 € C et 2P¢(v) € C ce qui permet de conclure ‘ (Pc(v),Pc(v) —v) = 0‘

A T'aide de 1.6(b), et de I’égalité précédente, on a :
Yy eC, (w,y) >0
Or pour tout ¢ € [1,m], on a u; € C et donc | (u;,w) =0
De plus, a l'aide de (a) :
(v,w) = (v, Pe(v)) = (v,0) = (Pe(v), Pe(v)) = (v,v) = [[Pc()]* — [[v]|?

Comme 0 € C, on a Pc(0) = 0 et ainsi d’aprés 1.6.(c), ||[Pc(v)]] < [|v]|.
Par ’absurde si on avait [|[Pc(v)|| = ||v]| alors d’aprés (a) :

<PC(U)>U> = <PC(U)7PC(U)> = <U1U>

donc (Pc(v),v) = ||Pc(v)]| - ||v|| ainsi selon le cas d’égalité de 'inégalité de Cauchy-Schwarz,
on a l'existence de A € R tel que Pc(v) = Av car v # 0.
On trouve ensuite A = 1 donc v = P¢(v) € C ce qui est absurde.

Ainsi [|[Pe(v)|| < |Jv] et | (v,w) <0

IT1.3. On vient de montrer que le (i) ou le (ii) du lemme 1 est toujours vrai.

Par I'absurde si il existait v € C et w € R™ tels que (v,w) < 0et Vi € [1,m], (u;,w) = 0.

m
On pourrait écrire v = Z wiu; ou Vi € [1,m] p; > 0. Ainsi

i=1

m
0> (v,w) = pifo,w) > 0
=1

Ce qui est absurde. | Ceci prouve le lemme 1 ‘
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Condition nécessaire d’optimalité

I11.4.

I11.5.

ITI.6.

Soit x € K, h € Ak (z) et i € I,. On a
Vy € K, —gi(z) = 0 < —gi(y)
Donc —g; différentiable sur R™ présente un minimum local sur K en z.
Ainsi (V (—g;) (x),h) > 0 en utilisant 1.8.
Ainsi on a montré ‘AK(x) c{he R", Viel,, (Vgi(x),h) < 0}‘
Soit h € R™ tel que Vi € Iz, (Vgi(z*), h) < 0. Selon la question précédente, il suffit d’établir que h € Ak (z*).
L’hypothése (H) nous fournit v € R™ tel que Vi € I+, (Vgi(z*),v) < 0.
Soit &« > 0. On a Vi € I+, (Vgi(z¥),av) <0
Soit 7 € [1,p]. On a pose

Gi it — gi(z" + tav + th)

Si i & I+, la continuité de G; o et Gio(0) = gi(0) < 0, nous fournit
pi(a) > 0 tel que Vt € [0, pi(a)], gi(x* + tav +th) <0

Sii € I« alors Gy o s’annule en 0 et a comme dérivée G} , : t = (Vg;i(2* +tav + th),av + h).
donc G;OC(O) = a(Vygi(z*),v) + (Vgi(z*),h) <0 et G;o(0) =g;(0) =0
ce qui nous fournit p; > 0 tel que Vt €]0, p;(a)], gi(z* +t(v+h)) <0

On pose r(a) = min{p;(«) |i € [1,p] } de sorte que
r(a) >0 et Vie[l,p], Vt €]0,r()], gi(z" +tav+th) <0

1
Pour k € N, je pose aj, = P et t, = min <k+1,7" (ak)> et hy = h + a.

AinsiVk e N, 0 <t <r(ag)et lim txy =0et lim hy=nh
k—+4o0 k—+4o00
De plus, Vk € N, a* + txhy € K car Vi € [1,p], gi(z* + trhg) = gi(x* + tih + aptrv) <0
Ainsi h € Ak(z*)
On a bien montré que ‘.AK(.%*) ={he R", Vi€l (Vgi(z*),h) < 0}‘

Soit p € N*. On considére une famille libre (u;)1<i<p-

La méthode d’orthonormalisation de Gram-Schmidt appliquée & la famille libre (u;)1<i<p nous fournit une
famille orthonormale (&;)1<i<p tel que

<ui,€i> >0
Vk € [1,p], Vect ((ei)1<i<k) = Vect ((ui)1<i<k)

On va montrer par récurrence sur k € [1, p] I'existence de v € Vect ((u;)1<i<k) tel que Vi € [1,k], (u;,v) <O0.
Pour l'initialisation, je prend v; = —ujy.

Pour I'hérédité : soit k € [1,p — 1] tel qu'il existe v € Vect ((ui)1<i<k) tel que Vi € [1, k], (u;,v) <O0.

Je pose w(t) = v+ tegiq.

On aVie [1 k], (uj,w(t)) = (ui,v) <0 et (ugt1, w(t)) = (U1, v) + E(Ukt1, Ept1)

1+ (ug+1,0)
(U1, Ek41)
On donc montré que la propriété était vraie pour tout k € [1, p].

L’hypothese (H) est vérifiée si 2* € K est tel que (Vg;(2*))ier,. forme une famille libre et I~ # (.
Dans le cas ou I+ = (), n’importe quel vecteur v € R™ convient.

En prenant ¢t = — ,on a bien Vi € [1,k+ 1], (u;, w(t)) <0

ainsi |si * € K est tel que (Vg;(2*));e1,. forme une famille libre, alors I'hypothése (H) est vérifice
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I11.7.

I11.8.

IV.1.

Iv.2.

Soit w € R™ tel que Vi € I+, (Vgi(x*),w) < 0.
On a w € Ak (z*) d’apreés 5.

Ainsi d’aprés 1.8, on a (Vf(z*),w) >0

On vient de montrer

Vw e R", (Vi € I+, (Vgi(z"),w) <0) = (Vf(z"),w) >0
Ce qui est la négation de : Jw € R" (Vf(z*),w) < 0 et Vi € Iy~, (—Vg;(z*),w) >0

Le lemme 1, nous fournit une famille de réelle positifs (u;),.; ., telle que V f(z*) = Z w; (=Vgi(z™))
’LGII*
En complétant la famille par des zéros,

p
)+ wiVgi(at) =0,

Vie [1,p], pigi(z*) =0

on trouve des réels positifs u7, ..., uy tels que : | (1)

On remarque que V ( f+ Z 1% g@> =0et que f+ Z 15 gi est convexe.
=1

Alors selon 1.2, f 4 Z w5 gi admet en z* un minimum global sur R™.
i=1

p
Soit z € K. On a : f(z* +Z:u’zgl \f(m)+2uffgz(m)<f($)

Ainsi ‘ f admet en £* un minimum global sur K‘

IV - ETUDE DU PROBLEME DUAL

Pour une partie non vide est non majorée (respectivement non minorée), la borne supérieure (respectivement
inférieure) est +oo (respectivement —oo).
Soit x € R™\ K. Il existe ig € [1, p] tel que g;,(z) > 0.

Dans ce cas sup L(z,p) = +00.
pe RY

Par conséquent

inf sup L(x,u) = inf sup L(x,
rER™ = ]gp ( M) mGKHE ]gp ( M)

Soith‘GKetu—(m,...,up)E RE.

On a: L(x,p) )+ Z,uzgZ < flx) = flz) + ZOgi(x) donc
i=1
Ve €K, sup L(z,u) = f(z)
pe RY

Ainsi [ inf L(z, 1) = inf L(z, 1) = inf
insi | inf Hiu]gi (z, 1) ;IEIKHSGu]gp (z, 1) :;Iele (x)

Soit € RE . En faisant comme en II.3., on montre que la fonction = — L(z, u) est a-convexe.
Ainsi en appliquant IT.1. & cette fonction différentiable et a-convexe sur R™ (défini avec 0 contrainte),

il existe un unique x, € R™ vérifiant L(x,, 1) = ian L(x, 1)
reR?
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IV.3.

(a) Il s’agit d’établir que : (i) T € K et (ii) f(T) = 1nIf{f( x).
ze

Pour (i) : on procéde par I'absurde en supposant que T ¢ K.

Alors sup L(T,p) = 400 comme en IV.1.) donc
pe RY

inf L(x,n) =L(Z, 1) = sup L(T,p) =—+o0

Absurde car une borne inférieure généralisée est dans [—oo, +00].

Soit y € K pour établir (ii), il suffit de montrer que f (Z) < f(y).
Comme les ¢;(T) <0 carT € K, on a

inf L(z,fi) = L(T, 1) = sup L(T,p) = sup <f(w)+2uigi(w)> = f(@)
=1

ze R pe RE pe RE

p
Ainsi f(T) < L(y,71) = f(y) + Y _ Tigi(y) < f(y) car y € K C R™
i=1
donc ‘E est bien solution de (P) ‘

(b) Soit € RY.. 1l suffit de montrer que G(p) < G(f). On a

G(m) = inf L(z,f) = L(T, 1) = sup L(T,u)
reR”™ we RZ-)F

donc

G(p) = inf L(z,p) < L(T,p) < G(p)

donc ‘ﬁ est bien solution de (Q) ‘

(c) D’apreés (a) puis IV.1.,on a7 € K et

L(z,m) = f(z) = inf f(z) = inf sup L(,p)
ze K zeR” ueRp

et d’aprés (b), on a: L(Z,1) = G(n) = sup inf L(z,p)
#ERP TzeR™

donc on a bien | inf sup L(z,u) = sup inf L(z,p)
TeR™ ERP MGRP T€R™

P P
IV.4. On remarque que V (f + Z,ufgi> (z*) =0et que f+ Z 1 g;i est a—convexe (analogue a I'étape 4 de I11.3).

i=1
Par définition des fonctions a—convexes, on a donc

p
vy € R”, <f+2uzgz> <f+2ulgz> +{0,y —2*) + %Hy—w*H2 > (f+2u§‘gz'> (z*
i=1

avec égalité si et seulement si y = z*.
P

Donc f + g 17 g; admet un unique minimum global en z* d’ou L(z*, u*) = 1ang L(z,u*) (1)
e
i=1

=1
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IV.5.

Soit = (p1,. .., pp) € RE. On a selon la deuxiéme condition de IIL.8 :

p p p
Ll 1) = L w) = 3 wigi(e™) = 3 migia®) = = 3 pigi () > 0
=1 =1 =1

car les g;(z*) < 0 car z* € K.
D’ou L(z*,u*) = sup L(z*,pn) (2)

P
e R

Avec (1) et (2), on déduit que (z*, u*) est un point selle de £ d’ou ‘,u* est solution de (Q) ‘ d’aprés 1V.3.(b)

Pour soulager I'écriture je note I'application X : p — x, = X(u) qui est bien définie sur Rﬁ et continue par
hypothése.

(a)

Soit t € [0, 1].
Pour ¢ € [1, p], les formes linéaires de RP : (uq,...,u,) — —u; sont convexes.
Ainsi comme en II.1, R’i est une partie convexe de RP.

Deplus p+t& =t(p+ &)+ (1 —t)por p+& € RE et peRE done|p+t€ € RY

On suppose désormais que t €]0, 1]. On a alors l'existence des membres et I’égalité

Glp+1t§) —Gp)  LX(p+t8),p+1t8) — L(X(p+1tE), 1) + L (X(p+ 1), 1) — L (X(p), )

t t
or par continuités de g, X et du produit scalaire :

L(X(u+t§),u+ti) — LX(p+16),p) _ (9 (X(n+19)),6) — (9 (X(n)),€) = (g(w,). &)

LX(p+t8),p) = £ (X(p), 1)

t
D’un autre coté :

Gl +16) = Gla) _ £(X(u+1€), p+16) = £ (X (1), o+ 1)
t - t +9(@,),€)

d’ou par définition de X(u + t£), on a

et > 0 par définition de X(p)

G(p+t€) — G(n)

(g(zn),€) < < (g (X(p+18)),€)

t
G t§) — G
par théoréme des gendarmes, on obtient bien : lim+ (i + i) () = (g(zp),&)
t—0

Soit € RE . Je pose maintenant { = p — f de sorte que m € RY et m+ ¢ = p e RE.
D’apreés ce que 'on vient de voir la fonction H : ¢t — G(fi + t&) est dérivable en 0

et H'(0) = (g(zp), §) = {g(ap), pn — i)

or cette fonction admet un maximum en 0 car 7z € RY est solution de (Q)

d’ou H'(0) < 0 c’est a dire | (9(zg), 1 — 1) <0

Par définition de x5, on a L (xz, i) = ian L(x, ) (1)
reR?
Soit € RE. D’aprés (a), on a
‘C (xﬁaﬁ) - ‘E (xﬁa M) = <g(xﬁ)7ﬁ - :U’> > 0

Ainsi £ (zg, i) = sup L (vg,p) (ii)
pERE
Avec (i) et (ii), (xg, ) est un point selle pour L.

Alors selon IV.3.(a) | zg est solution de (P)
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IV.6. (a) On remarque au préalable que comme ¢ : x — Ax + b alors pour i € [1,p], on a

g; P X —> (LiT,l') + b;

ou L; est la i-éme ligne de A et b; est le i-éme coefficient de b.
Ainsi les g; sont bien convexes et différentiables sur R™ et Vo € R", Vyg,;(z) = L.
De plus, comme A est de rang p, il existe x € R" tel que g(x) = 0 et donc K est non vide

on peut donc utiliser les résultats de la partie IV.

Soit 11 € RE. On pose alors H: 2 € R” — L(x, ). Ainsi

Ve € R", H(z) = f(x) + (9(x), ) = f(x) + (Az, 1) + (b, ) = f(2) + (2, AT p) + (b, 1)

Ainsi H est différentiable et Vo € R*, VH(z) = Vf(z) + A p
Or la fonction H admet un minimum sur 'ouvert R" en z, donc VH(z,) =0

ainsi | pour tout p € R, V f(z,) = —ATp
Soit A € R%.. On a alors selon 1.3.(b) :

(ATA = AT, ay = 2) = (Vf(22) = V(@u), 23 — ) = allox -zl
A T’aide de Cauchy-Schwarz et comme c’est valable si z) = x,, on a alors

IAT (A =) |

— <
s - 2l < 22

Comme l'application & — Az est continue, on en conclut que ;im T\ =1y
—p

Ainsi | la fonction p + x, est continue sur Rﬁ

Les hypothéses de I1.1 étant vérifiées : ’ (P) admet une unique solution z* € K‘ De plus

re (Ve Mrcicy) =1 (7)) = re(d) =

donc la famille (Vg;(2")),¢;¢, est libre et il en est donc de méme pour (Vg;(z*))
Ainsi 'hypotheése (H) est vérifiée selon II1.6
On peut donc choisir p* € Rﬁ vérifiant les conditions de II1.7 selon II1.7

1€l

Selon IV .4, u* est alors solution de (Q) et on a aussi x,+ = z*.

Alors selon (a), on a : =V f(z*) = AT p*

L’application de £(RP,R™) 7 : u — AT ji est de rang rg (AT) =rg(A)=p

Selon le théoréme du rang, on a donc dim (Ker7) =p—p =20

7 est donc injective ainsi p* est Punique antécédent de —V f(z*) par 7 ('unicité de z* a été établie)

d’ou | (Q) admet une unique solution p* € RE

En utilisant 1.6.(b), il suffit d’établir que
vy € RE, (0" + pg(we) —p'sy — ) <O

comme p > 0 ceci équivaut a
Ve RE, (g(zue), p—p*) <O
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or cette propriété est vraie selon IV.5.(a) ainsi | u* = Prr (w4 pg(xu-))

Remarques : La norme de Ax est a prendre dans RP pour r € R™.

Par ailleurs comme en dimension finie une application linéaire est continue, il existe K > 0 tel que

En prenant p =

(d)

Vr € R", ||Az|| < K||z||

o .
K2 on e bien ||Az| < \/%”l'H pour tout x € R™.
On a (avec la question précédente)

k k
I+ = = [P (1" + pg () — Prr (1" + pg ()|
Comme PRi est 1 lipschitzienne,

k+1

4 = | < NP+ pg(ayn) — i = pg(ap )l = |1° — i + pAlap — )|

On éléve au carré et on développe la carré scalaire du membre de droite
" = 1P <t = )P+ PP A = )P+ 20(0" = 1, Alap — w00))
L’hypothése sur A donne enfin

Hﬂk+1

— 12 < = P+ aplls — 2+ 200" — 1 Al — 20)
Comme (Az,y) = (z,Ay), on a aussi, en utilisant (b) :
2p(uF — ¥ Alw e — zpe)) = 2p(AT (uF — ), @ — mpe) = =2p(V f(2,0) — Vi (@pr), Ty — Tpn)
et comme f est a-convexe en utilisant 1.3.(b),
2p(uF — 1" Ay — 2p0)) < —2paf|zp — x|
On peut ainsi conclure que

k+1

I — |2 < b = )2 = apllan — 2]

La suite (|| — 1*]|?)r=0 est décroissante et minorée par 0 et converge donc vers une limite ¢ > 0. De plus,

1
2 k *112 k+1 *112
|20 — zpm || <07p(Hu — P = I = )

et (.’L"uk)k-eN converge vers x,« = x* | d’aprés le théoréme des gendarmes.

D’aprés (d), on remarque que la suite (,uk) . €st bornée.
Comme RP est de dimension finie, on considére @ une valeur d’adhérence et il suffit d’établir que @ = p*.
On consideére alors une extractrice ¢ telle que (M‘P(k)) , converge vers fi.

Comme p +— 1z, est continue, la suite (:L‘ W(k>>k converge vers Iy.

Or d’aprés (d) la suite extraite (x “wk))k converge vers x*.

Donc par unicité de la limite z,+ = 2* = x5
Ainsi a Paide de (a),
T() = At = -V @) =An=1(n)

T a été introduit en (b) et est injective d’ot i = p* donc

pF ——— p*
k—+o0
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