
ÉNS épreuve C Un corrigé 2020

I - Préliminaires

Fonctions convexes

I.1. (a) ⇒ : On suppose que f est convexe. Soit x, y ∈ Rn. Montrons ϕx,y est convexe.
Soit a, b ∈ R. Soit λ ∈ [0, 1]. On a :

ϕx,y(λa+ (1− λ)b) = f (x+ (λa+ (1− λ)b)(y − x)) = f [λ(x+ a(y − x)) + (1− λ)(x+ b(y − x))]

donc on obtient le résultat attendu

ϕx,y(λa+ (1− λ)b) 6 λf (x+ a(y − x)) + (1− λ)f (x+ b(y − x)) 6 λϕx,y(a) + (1− λ)ϕx,y(b)

⇐ : On suppose que pour tous x, y ∈ Rn, ϕx,y est convexe. Soit x, y ∈ Rn et λ ∈ [0, 1]. On a

f ((1− λ)x+ λy) = ϕx,y(λ) = ϕx,y (λ× 1 + (1− λ)× 0) 6 λϕx,y (1)+(1−λ)ϕx,y (0) = λf(y)+(1−λ)f(x)

On a montré que f est convexe si et seulement si pour tous x, y ∈ Rn, ϕx,y est convexe

(b) La fonction γ : t 7−→ x+ t(y − x) est dérivable sur R de dérivée γ′ : t 7−→ y − x
or ϕx,y = f ◦ γ et f est différentiable. Ainsi d’après le cours, ϕx,y est dérivable et pour t ∈ R, on a

ϕ′x,y(t) = df (γ(t)) · γ′(t) = 〈∇f(γ(t)), γ′(t)〉

donc pour tous x, y ∈ Rn, ϕx,y est dérivable et ∀t ∈ R, ϕ′x,y(t) = 〈∇f(x+ t(y − x)), y − x〉

(c) On suppose que f est différentiable sur Rn.

⇒ : On suppose que f est convexe. Soit x, y ∈ Rn. La fonction ϕx,y est convexe d’après (a) et dérivable
d’après (b) : ∀t ∈ R, ϕ′x,y(t) = 〈∇f(x+ t(y − x)), y − x〉
La courbe d’une fonction convexe étant au-dessus de ses tangentes, on a :

∀t ∈ R, ϕ′x,y(0)t+ ϕx,y(0) 6 ϕx,y(t)

or ϕx,y(0) = f(x), ϕx,y(1) = f(y) et ϕ′x,y(0) = 〈∇f(x), y − x〉 et
Pour conclure il suffit d’appliquer l’inégalité à t = 1.

⇐ : On suppose que pour tous a, b ∈ Rn, f(b) > f(a) + 〈∇f(a), b− a〉.
Soit x, y ∈ Rn. Montrons que ϕx,y est convexe. Il suffit d’établir que ϕ′x,y est croissante.
Soit u < v dans R. On a en appliquant l’hypothèse à a = x+ v(y − x) et b = x+ u(y − x)

ϕx,y(u) > ϕx,y(v) + 〈∇f(x+ u(y − x)), (u− v)(y − x)〉

ainsi en utilisant (b), on a

ϕx,y(v)− ϕx,y(u)

v − u
6 〈∇f(x+ u(y − x)), y − x〉 = ϕ′x,y(u)

puis avec a = x+ u(y − x) et b = x+ v(y − x), on trouve

ϕx,y(v) > ϕx,y(u) + 〈∇f(x+ v(y − x)), (v − u)(y − x)〉

Finalement, on obtient

ϕ′x,y(v) >
ϕx,y(v)− ϕx,y(u)

v − u
> ϕ′x,y(u)

Ce qui permet de conclure.

On a montré que f est convexe si et seulement si pour tous x, y ∈ Rn, f(y) > f(x) + 〈∇f(x), y − x〉
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(d) Si f est convexe, alors pour tous x, y ∈ Rn, f(y) > f(x) + 〈∇f(x), y− x〉 et f(x) > f(y) + 〈∇f(y), x− y〉
En sommant et par linéarité on obtient 〈∇f(y)−∇f(x), y − x〉 > 0

Réciproquement on suppose que pour tout a, b ∈ Rn, 〈∇f(b)−∇f(a), b− a〉 > 0.
Soit x, y ∈ Rn. Soit u < v dans R. On a d’après (b) :

ϕ′x,y(v)− ϕ′x,y(u) = 〈∇f(x+ v(y − x))−∇f(x+ u(y − x)), y − x〉

ainsi
ϕ′x,y(v)− ϕ′x,y(u) =

〈∇f(x+ v(y − x))−∇f(x+ u(y − x)), (v − u)(y − x)〉
v − u

> 0

On peut conclure à la convexité de ϕx,y comme à la question précédente.

d’où f est convexe si et seulement si pour tous x, y ∈ Rn, on a 〈∇f(y)−∇f(x), y − x〉 > 0

I.2. On suppose que ∇f(x∗) = 0.
Comme f est convexe et différentiable, alors (b) donne : ∀y ∈ Rn, f(y) > f(x∗) + 〈0, y − x〉 = f(x∗)

si ∇f(x∗) = 0 alors f admet un minimum global en x∗

I.3. (a) On remarque que l’application Q : x = (x1, . . . , xn) 7→ ‖x‖ =
n∑
i=1

x2
i est de classe C∞ donc différentiable

et que pour tout i ∈ [[1, n]], on a
∂Q

∂xi
: x 7→ 2xi.

Ainsi ∇Q = 2Id.
On aurait pu aussi remarque que 〈·, ·〉 est bilinéaire en dimension finie,
on aurait trouvé que ∀x ∈ Rn, ∀h ∈ Rn, dQ(x) · h = 2〈x, h〉.
Ainsi gα est différentiable et ∇gα(x) = ∇f(x)− αx pour tout x ∈ Rn

Soit x, y ∈ Rn. On a

gα(y)− gα(x)− 〈∇gα(x), y − x〉 = f(y)− f(x)− 〈∇f(x), y − x〉 − α

2

(
‖y‖2 − ‖x‖2 − 2〈x, y − x〉

)
or ‖y‖2 − ‖x‖2 − 2〈x, y − x〉 = ‖y‖2 + ‖x‖2 − 2〈x, y〉 = ‖y − x‖2. Ainsi

gα(y) > gα(x) + 〈∇gα(x), y − x〉 ⇐⇒ f(y) > f(x) + 〈∇f(x), y − x〉+
α

2
‖y − x‖2

On conclut à l’aide de 1(c) appliqué à gα que f est α-convexe si et seulement si gα est convexe

(b) Soit x, y ∈ Rn. On a :

〈∇gα(y)−∇gα(x), y−x〉 = 〈∇f(y)−∇f(x), y−x〉−α〈y−x, y−x〉 = 〈∇f(y)−∇f(x), y−x〉−α‖y−x‖2

Ainsi 〈∇gα(y)−∇gα(x), y − x〉 > 0⇐⇒ 〈∇f(y)−∇f(x), y − x〉 > α‖y − x‖2

À l’aide de 1(d) appliqué à gα et de la question précédente,

on déduit que f est α-convexe si et seulement si ∀x, y ∈ Rn, 〈∇f(y)−∇f(x), y − x〉 > α‖y − x‖2

Fonctions coercives

I.4. On suppose K est un fermé non vide de Rn. Prenons a ∈ K et notons M = |f(a)|.
Comme f est coercive, cela nous fournit R > 0, tel que ∀x ∈ Rn, ‖x‖ > R⇒ f(x) > M.
Je note C = K ∩ B(0,R) (boule fermée de centre 0 et de rayon R).
Ainsi ∀x ∈ K \ C, f(x) > f(a) et donc a ∈ C.
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C est fermé par intersection de fermés et C est bornée car C ⊂ B(0,R) ainsi C est compact car dim (Rn) <∞.
Le théorème des bornes atteinte avec la fonction continue sur le compact C, nous fournit x∗ ∈ C tel que
f(x∗) = min

x∈C
f(x).

En particulier f(x∗) 6 f(a) et donc ∀x ∈ K \ C, f(x) > f(x∗)

On a établi l’existence de x∗ ∈ K tel que f(x∗) = inf
x∈K

f(x)

I.5. On suppose K est un convexe fermé non vide de Rn. Prenons a ∈ K. Comme f est α-convexe, on a

∀x ∈ Rn, f(x) > f(a) + 〈∇f(a), x− a〉+
α

2
‖x− a‖2 =

α

2
‖x‖2 + 〈x, αa+∇f(a)〉+ f(a) +

α

2
‖a‖2 − 〈a,∇f(a)〉

En posant b = −‖αa+∇f(a)‖ et c = f(a)+
α

2
‖a‖2−〈a,∇f(a)〉, on obtient avec l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

f(x) >
α

2
‖x‖2 − b‖x‖+ c

Comme lim
t→+∞

α

2
t2 − bt + c = +∞, on en déduit que f est coercive et continue car différentiable, d’après la

question précédente, f admet un minimum sur K.

On considère x, y ∈ K points en lesquels f admet un minimum sur K.
Comme ∀t ∈ [0, 1], x+ t(y − x) ∈ K car K convexe.
La fonction ϕx,y (introduite en 1) admet sur [0, 1] un minimum en 0 et 1.

Ainsi ∀t ∈ ]0, 1],
ϕx,y(t)− ϕx,y(0)

t− 0
> 0 d’où ϕ′x,y(0) > 0 et de même ϕ′x,y(1) 6 0

On rappelle que ϕ′x,y : t 7→ 〈∇f(x+ t(y − x)), y − x〉 donc 〈∇f(x), y − x〉 > 0 et 〈∇f(y), y − x〉 6 0

ainsi 〈∇f(y)−∇f(x), y − x〉 6 0

d’où d’après (b), on a α‖y − x‖2 6 0 donc x = y

d’où f admet un unique minimum sur K

Projection sur un convexe fermé

I.6. (a) On considère l’application f : z 7−→ ‖z − x‖2.
f est différentiable sur Rn et ∀z ∈ Rn, ∇f(z) = 2(z − x) (calcul analogues aux précédents)
Soit u, v ∈ Rn. On a

f(v)− f(u)− 〈∇f(u), v − u〉 = ‖v − x‖2 − ‖u− x‖2 − 〈2(u− x), v − u〉 = ‖v‖2 − ‖u‖2 − 2〈u, v − u〉

donc f(v)− f(u)− 〈∇f(u), v − u〉 = ‖v − u‖2. Ainsi

f(v) = f(u) + 〈∇f(u), v − u〉+ ‖v − u‖2 > f(u) + 〈∇f(u), v − u〉+
2

2
‖v − u‖2

donc f est 2-convexe. On peut donc appliquer 5.
Ainsi f admet un unique minimum sur C.
Ceci nous fournit a ∈ C, tel que ∀z ∈ C \ {a}, ‖z − x‖2 > ‖a− x‖2

donc ∀z ∈ C \ {a}, ‖z − x‖ > ‖a− x‖
Ainsi Pc(x) = a est l’unique point de C tel que ‖PC(x)− x‖ = inf

y∈C
‖y − x‖
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(b) Soit y ∈ C. On considère la fonction ψy : t ∈ R 7→ ‖x− (x+ t(y − x))‖2. Soit t ∈ R. On a :

ψy(t) = t2‖y − x‖2 − 2t〈x− x, y − x〉+ ‖x− x‖2

Comme C est convexe, alors ∀t ∈ [0, 1], x+ t(y − x) ∈ C.
Si x = PC(x), alors ∀t ∈ [0, 1], ψy(t) > ψy(0)

donc ψ′y(0) > 0 comme en 5 puis −2〈x− x, y − x〉 > 0

et donc 〈x− x, y − x〉 6 0.

Réciproquement on suppose que ∀y ∈ C, 〈x− x, y − x〉 6 0.
Prenons y = PC(x), alors la fonction ψy admet un minimum en 1.
donc ψ′y(1) = 0 d’où ‖y − x‖2 = 〈x− x, y − x〉 6 0

donc y − x = 0 et ainsi x = y = PC(x).

On a montré que x = PC(x) si et seulement si ∀y ∈ C, 〈x− x, y − x〉 6 0

(c) Soit x, y ∈ Rn. On a PC(x) et PC(y) ∈ C donc d’après (b), on a

〈x− PC(x),PC(y)− PC(x)〉 6 0 et 〈y − PC(y),PC(x)− PC(y)〉 6 0

ainsi 〈(x− y)− (PC(x)− PC(y)) ,PC(x)− PC(y)〉 > 0 d’où en utilisant Cauchy-Schwarz, on a

‖PC(y)−PC(x)‖2 = 〈PC(x)−PC(y),PC(x)−PC(y)〉 6 〈(x−y),PC(x)−PC(y)〉 6 ‖y−x‖·‖PC(y)−PC(x)‖

Comme ‖PC(y)− PC(x)‖ = 0 ou ‖PC(y)− PC(x)‖ > 0, on a bien ‖PC(y)− PC(x)‖ 6 ‖y − x‖

Une première condition nécessaire d’optimalité

I.7. On suppose que x est dans l’intérieur de K, ceci nous fournit r > 0 tel que B(x, r) ⊂ K.

Soit h ∈ Rn. Pour k ∈ N, je pose hk = h et tk =
r

(k + 1)‖h‖
si h 6= 0 et tk =

1

(k + 1)
sinon.

On a bien lim
k−→+∞

tk = 0 et lim
k−→+∞

hk = h et les tk > 0.

De plus ∀k ∈ N, x+ tkhk ∈ K car B(x, r) ⊂ K

D’où AK(x) = Rn dans le cas où x est dans l’intérieur de K

I.8. On suppose que f : Rn −→ R est différentiable en x∗ ∈ K et admet un minimum local sur K en x∗.
Ceci nous fournit un voisinage de x∗ tel que ∀x ∈ V ∩K, f(x) > f(x∗).
Soit h ∈ AK(x∗). On considère alors (tk) et (hk) de la K-admissibilité de h.
Par théorème d’opération sur les limites, on a lim

k−→+∞
x∗ + tkhk = x∗ + 0h = x∗

Ce qui nous fournit p ∈ N∗ tel que ∀k > p, x∗ + tkhk ∈ V.
Soit k > p. On a alors f (x∗ + tkhk) > f(x∗)

Or quand k −→ +∞, on a tkhk −→ 0 et donc

f (x∗ + tkhk) = f(x∗) + 〈∇f(x∗), tkhk〉+ o (tkhk‖)

donc
f (x∗ + tkhk)− f(x∗) = tk (〈∇f(x∗), hk〉+ ‖hk‖εk) avec εk → 0

On remarque que 〈∇f(x∗), hk〉 −→ 〈∇f(x∗), h〉 par continuité du produit scalaire
Si 〈∇f(x∗), h〉 = 0, on a bien 〈∇f(x∗), h〉 > 0.
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Sinon on a f (x∗ + tkhk)− f(x∗) ∼
k→+∞

tk〈∇f(x∗), h〉 donc lim
k→+∞

f (x∗ + tkhk)− f(x∗)

tk
= 〈∇f(x∗), h〉

Par prolongement des inégalités, on a ∀h ∈ AK(x∗), 〈∇f(x∗), h〉 > 0

Dans le cas où x∗ est dans l’intérieur de K alors ∀h ∈ Rn, 〈∇f(x∗), h〉 > 0 selon 7.
En particulier pour h = −∇f(x∗), cela donne ∇f(x∗) = 0 pour x∗ est dans l’intérieur de K

On reconnaît la condition nécessaire d’extremum pour une fonction différentiable sur un ouvert.

II - Pénalisation

II.1. La fonction f est différentiable et α-convexe sur Rn. K est non vide.
Pour conclure en utilisant I.5., il suffit de montrer que K est fermé et convexe. On a

K =

p⋂
i=1

g−1
i ( ]−∞, 0])

Pour chaque i, gi est continue sur Rn (car différentiable), donc g−1
i ( ]−∞, 0]) est fermé en tant que image

réciproque d’un fermé par une application continue.
Ainsi K est une partie fermée de Rn en tant qu’intersection de fermés.

Soit x, y ∈ K. Soit λ ∈ [0, 1]. On a

∀i ∈ [[1, p]], gi(λx+ (1− λ)y) 6 λgi(x) + (1− λ)gi(y) 6 0

donc λx+ (1− λ)y ∈ K. Ainsi K est bien convexe.
Ainsi il existe un unique élément x∗ ∈ K tel que f(x∗) = inf

x∈K
f(x)

II.2. Pour tout x ∈ Rn, on a ψ(x) > 0 et l’équivalence x ∈ K⇐⇒ ψ(x) = 0.

On en déduit que lim
k→+∞

fk(x) =

{
f(x) si x ∈ K

+∞ sinon

II.3. Soit k ∈ N. Comme Rn est non vide, fermé et convexe, pour conclure en utilisant I.5., il suffit de montrer que
fk est différentiable et α-convexe sur Rn.

étape 1 : On va montrer que fk est différentiable.

On note la fonction ϕ : t 7−→ max(0, t)2. de sorte que∀t ∈ R, ϕ(t) =

(
t+ |t|

2

)2

=
t2 + t|t|

2

ϕ est dérivable sur R∗ : ∀t > 0, ϕ′(t) = 2t et ∀t < 0, ϕ′(t) = 0 de plus lim
t→0

ϕ(t)− ϕ(0)

t
= lim

t→0

t+ |t|
2

= 0

donc ϕ est dérivable sur R donc y est différentiable.
Ainsi par composition, pour tout i ∈ [[1, n]], x 7→ max(0, gi(x))2 est différentiable sur Rn.
Par combinaison linéaire, fk est alors différentiable sur Rn.

étape 2 : On va montrer le résultat de l’indication.
On considère g : Rn −→ R une fonction convexe et h : R→ R est une fonction convexe croissante.
Soit λ ∈ [0, 1] et x, y ∈ Rn. On a : g ((1− λ)x+ λy) 6 (1− λ)g(x) + λg(y).
Comme h est croissante puis convexe :

h ◦ g ((1− λ)x+ λy) 6 h ((1− λ)g(x) + λg(y)) 6 (1− λ)h (g(x)) + λh (g(y)) 6 (1− λ)h ◦ g(x) + λh ◦ g(y)

ainsi h ◦ g est bien convexe.
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étape 3 : Soit i ∈ [[1, n]]. On va montrer que ϕ ◦ gi : x 7→ max(0, gi(x))2 est convexe.
Il suffit d’établir que ϕ est convexe et croissante pour utiliser l’étape 2.
Ceci est vrai car d’après l’étape 1 il est clair que ϕ′ est positive et croissante sur R.

étape 4 : On va montrer que fk est convexe.
En utilisant I.3.(a), il suffit de montrer que x 7→ fk(x)− α

2
‖x‖2 est convexe.

Toujours d’après I.3.(a), on a x 7→ f(x)− α

2
‖x‖2 est convexe.

Par définition des fonctions convexes, on voit qu’une combinaison linéaire à coefficients positifs de fonctions
convexes est convexe.

On peut conclure que il existe un unique xk ∈ Rn tel que fk(xk) = inf
x∈Rn

fk(x)

II.4. Soit k ∈ N. Comme x∗ ∈ K et f 6 fk et par définition de xk, on a f(xk) 6 fk(xk) 6 fk(x
∗) = f(x∗)

II.5. (a) Par l’absurde si x 6∈ K alors ψ (x) > 0.
Alors lim

k→+∞
ψ
(
xϕ(k)

)
= ψ (x) car ψ est continue car différentiable sur Rn.

or d’après la question précédente, on a

∀k ∈ N, f
(
xϕ(k)

)
+ kψ

(
xϕ(k)

)
= fϕ(k)

(
xϕ(k)

)
6 fk(x

∗) = f(x∗)

Donc la suite
(
fϕ(k)

(
xϕ(k)

))
k∈N diverge vers +∞ et est majorée

Ceci est absurde. On a montré que x ∈ K

(b) f est continue donc en passant à la limite de l’inégalité de 5, on a f (x) 6 f (x∗).
Or x ∈ K selon (a), donc d’après l’unicité de 1, on a bien x = x∗

II.6. On suppose par l’absurde que la suite (xk)k∈N n’est pas bornée.
On construit ϕ : N→ N par ϕ(0) = 0 et la relation de récurrence :

∀k ∈ N, ϕ(k + 1) = min {p > ϕ(k) | ‖xp‖ > k + 1}

ϕ est bien définie car toute partie non vide de N admet un minimum.
ϕ est une extractrice car strictement croissante.
De plus ∀k ∈ N, ‖xϕ(k)‖ > k d’où lim

k→+∞
‖xϕ(k)‖ = +∞.

or f est coercive car f est différentiable et α-convexe en utilisant I.5
donc lim

k→+∞
f
(
xϕ(k)

)
= +∞ ce qui est absurde d’après 4.

Ainsi la suite (xk)k∈N est bornée dans l’espace Rn qui est de dimension finie.
De plus, cette suite admet x∗ comme unique valeur d’adhérence.
On en déduit que la suite (xk)k∈N converge vers x∗

II.7. Soit k ∈ N. On a f(xk) + kψ(xk) = fk(xk) 6 f(x∗) (majoration vue en II.4) donc

0 6 kψ(xk) 6 f(x∗)− f(xk)

Or par continuité de f et selon la question précédente f(x∗)− f(xk) −−−−→
k→+∞

0

Par théorème des gendarmes, on a alors kψ(xk) −−−−→
k→+∞

0

Ainsi la suite (fk(xk))k∈N converge vers f(x∗)
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III - Théorème de Karush-Kuhn-Tucker

III.1. (a) Soit x, y ∈ C et λ ∈ [0, 1].

On peut écrire x =
m∑
i=1

µiui et y =
m∑
i=1

µ′iui où les µi > 0 et les µ′i > 0.

Alors λx+ (1− λ)y ∈ C car les λµi + (1− λ)µ′i > 0.
On a montré que C est convexe

(b) On suppose que (u1, . . . , um) est une famille libre.
Je note F = Vect(u1, . . . , um) de sorte que (u1, . . . , um) est une base de F.
Pour i ∈ [[1,m]], je note γi l’application qui à chaque vecteur de F associe sa i-ème coordonnée dans cette
base. Comme γi est linéaire et que dim(F) < +∞, alors γi est continue.

De plus C ⊂ F et C =
m⋂
i=1

γ−1
i

(
R+
)
.

or les γ−1
i (R+) sont des fermés de F en tant qu’images réciproques de fermés par des applications continues

De plus F est un fermé de E en tant que sous-espace vectoriel de dimension finie
ainsi les γ−1

i (R+) sont des fermés de E

ainsi par intersection C est fermé
(c) On considère qu’une famille indexée par l’ensemble vide est libre.

On est obligé d’envisager ce cas, lorsque ∀i ∈ I, ui = 0.
Je note Λ = {I ∈ P ([[1,m]]) | (ui)i∈I est une famille libre}.
On remarque que ∀I ∈ P ([[1,m]]), CI ⊂ C (quitte à rajouter des 0).
Ainsi

⋃
I∈Λ

CI ⊂ C.

Pour montrer l’inclusion réciproque, on va montrer par récurrence sur k ∈ N, la propriété :

Hk : ∀(µ1, . . . , µm) ∈
(
R+
)m

, |{i ∈ [[1,m]] |µi > 0}| = k =⇒
m∑
i=1

µiui ∈
⋃
I∈Λ

CI

Initialisation : La propriété H0 est vraie car
m∑
i=1

0ui = 0 ∈ C∅ = {0}

Hérédité : Soit k ∈ N tel que pour tout p ∈ [[0, k]], Hp est vraie. Montrons Hk+1.
Soit (µ1, . . . , µm) ∈ (R+)

m tel que |{i ∈ [[1,m]] |µi > 0}| = k + 1.

On note x =

m∑
i=1

µiui et J = {i ∈ [[1,m]] |µi > 0} de sorte que : x =
∑
i∈J

µiui.

Il s’agit d’établir que : x ∈
⋃
I∈Λ

CI.

Premier cas : Si la famille (ui)i∈J est libre, alors x =

m∑
i=1

µiui ∈ CJ ⊂
⋃
I∈Λ

CI.

Deuxième cas : Si la famille (ui)i∈J est liée, il existe alors une famille de réels non tous nuls (λi)i∈J

tel que
∑
i∈J

λiui = 0.

Je note S+ = {i ∈ J |λi > 0} et S+ = {i ∈ J |λi < 0}
de sorte que

∑
i∈S+

λiui =
∑
i∈S−

(−λi)ui et S+ ∪ S− 6= ∅.
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Si S+ 6= ∅, je prends j0 ∈ S+ tel que
µj0
λj0

= min

{
µj
λj
| j ∈ S+

}
.

Je pose S′ = S+ \ {j0}. Alors

x =
∑
i∈S′

(
µi −

µj0
λj0

λi

)
︸ ︷︷ ︸

>0

ui +
∑
i∈S−

(
µi −

µj0
λj0

λi

)
︸ ︷︷ ︸

>0

ui

On peut alors utiliser l’hypothèse de récurrence pour conclure que x ∈
⋃
I∈Λ

CI.

Si S+ = ∅, alors on se ramène au cas précédent en remarquant
∑
i∈J

(−λi)ui = 0.

Conclusion : On a montré que pour tout k ∈ N, Hk est vraie.
En particulier pour tout k ∈ [[0,m]], la propriété Hk est vraie et ainsi

⋃
I∈Λ

CI ⊃ C.

On a bien C =
⋃
I∈Λ

CI or d’après (b), pour tout I ∈ Λ, CI est fermé.

On en déduit que C est fermé en tant que réunion finie de fermés en effet |Λ| 6 2m < +∞.
III.2. (a) Comme C est convexe, fermé et non vide car 0 ∈ C, on peut appliquer I.6.(b) :

∀y ∈ C, 〈v − PC(v), y − PC(v)〉 6 0

On remarque ∀λ > 0, ∀x ∈ C, λx ∈ C

d’où 0 ∈ C et 2PC(v) ∈ C ce qui permet de conclure 〈PC(v),PC(v)− v〉 = 0

(b) À l’aide de I.6(b), et de l’égalité précédente, on a :

∀y ∈ C, 〈w, y〉 > 0

Or pour tout i ∈ [[1,m]], on a ui ∈ C et donc 〈ui, w〉 > 0

De plus, à l’aide de (a) :

〈v, w〉 = 〈v,Pc(v)〉 − 〈v, v〉 = 〈Pc(v),Pc(v)〉 − 〈v, v〉 = ‖PC(v)‖2 − ‖v‖2

Comme 0 ∈ C, on a PC(0) = 0 et ainsi d’après I.6.(c), ‖PC(v)‖ 6 ‖v‖.
Par l’absurde si on avait ‖PC(v)‖ = ‖v‖ alors d’après (a) :

〈PC(v), v〉 = 〈PC(v),PC(v)〉 = 〈v, v〉

donc 〈PC(v), v〉 = ‖PC(v)‖ · ‖v‖ ainsi selon le cas d’égalité de l’inégalité de Cauchy-Schwarz,
on a l’existence de λ ∈ R tel que PC(v) = λv car v 6= 0.
On trouve ensuite λ = 1 donc v = PC(v) ∈ C ce qui est absurde.
Ainsi ‖PC(v)‖ < ‖v‖ et 〈v, w〉 < 0

III.3. On vient de montrer que le (i) ou le (ii) du lemme 1 est toujours vrai.
Par l’absurde si il existait v ∈ C et w ∈ Rn tels que 〈v, w〉 < 0 et ∀i ∈ [[1,m]], 〈ui, w〉 > 0.

On pourrait écrire v =
m∑
i=1

µiui où ∀i ∈ [[1,m]] µi > 0. Ainsi

0 > 〈v, w〉 =
m∑
i=1

µi〈v, ui〉 > 0

Ce qui est absurde. Ceci prouve le lemme 1
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Condition nécessaire d’optimalité

III.4. Soit x ∈ K, h ∈ AK(x) et i ∈ Ix. On a

∀y ∈ K, −gi(x) = 0 6 −gi(y)

Donc −gi différentiable sur Rn présente un minimum local sur K en x.
Ainsi 〈∇ (−gi) (x), h〉 > 0 en utilisant I.8.
Ainsi on a montré AK(x) ⊂ {h ∈ Rn, ∀i ∈ Ix, 〈∇gi(x), h〉 6 0}

III.5. Soit h ∈ Rn tel que ∀i ∈ Ix∗ , 〈∇gi(x∗), h〉 6 0. Selon la question précédente, il suffit d’établir que h ∈ AK(x∗).
L’hypothèse (H) nous fournit v ∈ Rn tel que ∀i ∈ Ix∗ , 〈∇gi(x∗), v〉 < 0.
Soit α > 0. On a ∀i ∈ Ix∗ , 〈∇gi(x∗), αv〉 < 0

Soit i ∈ [[1, p]]. On a pose
Gi,α : t 7→ gi(x

∗ + tαv + th)

Si i 6∈ Ix∗ , la continuité de Gi,α et Gi,α(0) = gi(0) < 0, nous fournit
ρi(α) > 0 tel que ∀t ∈ [0, ρi(α)], gi(x

∗ + tαv + th) < 0

Si i ∈ Ix∗ alors Gi,α s’annule en 0 et a comme dérivée G′i,α : t 7→ 〈∇gi(x∗ + tαv + th), αv + h〉.
donc G′i,α(0) = α〈∇gi(x∗), v〉+ 〈∇gi(x∗), h〉 < 0 et Gi,α(0) = gi(0) = 0

ce qui nous fournit ρi > 0 tel que ∀t ∈ ]0, ρi(α)], gi(x
∗ + t(v + h)) < 0

On pose r(α) = min {ρi(α) | i ∈ [[1, p]]} de sorte que

r(α) > 0 et ∀i ∈ [[1, p]], ∀t ∈ ]0, r(α)], gi(x
∗ + tαv + th) < 0

Pour k ∈ N, je pose αk =
1

k + 1
et tk = min

(
1

k + 1
, r (αk)

)
et hk = h+ αkv.

Ainsi ∀k ∈ N, 0 < tk 6 r (αk) et lim
k→+∞

tk = 0 et lim
k→+∞

hk = h

De plus, ∀k ∈ N, x∗ + tkhk ∈ K car ∀i ∈ [[1, p]], gi(x
∗ + tkhk) = gi(x

∗ + tkh+ αktkv) < 0

Ainsi h ∈ AK(x∗)

On a bien montré que AK(x∗) = {h ∈ Rn, ∀i ∈ Ix∗ , 〈∇gi(x∗), h〉 6 0}
III.6. Soit p ∈ N∗. On considère une famille libre (ui)16i6p.

La méthode d’orthonormalisation de Gram-Schmidt appliquée à la famille libre (ui)16i6p nous fournit une
famille orthonormale (εi)16i6p tel que{

〈ui, εi〉 > 0

∀k ∈ [[1, p]], Vect ((εi)16i6k) = Vect ((ui)16i6k)

On va montrer par récurrence sur k ∈ [[1, p]] l’existence de v ∈ Vect ((ui)16i6k) tel que ∀i ∈ [[1, k]], 〈ui, v〉 < 0.
Pour l’initialisation, je prend v1 = −u1.
Pour l’hérédité : soit k ∈ [[1, p− 1]] tel qu’il existe v ∈ Vect ((ui)16i6k) tel que ∀i ∈ [[1, k]], 〈ui, v〉 < 0.
Je pose w(t) = v + tεk+1.
On a ∀i ∈ [[1, k]], 〈ui, w(t)〉 = 〈ui, v〉 < 0 et 〈uk+1, w(t)〉 = 〈uk+1, v〉+ t〈uk+1, εk+1〉

En prenant t = −1 + 〈uk+1, v〉
〈uk+1, εk+1〉

, on a bien ∀i ∈ [[1, k + 1]], 〈ui, w(t)〉 < 0

On donc montré que la propriété était vraie pour tout k ∈ [[1, p]].
L’hypothèse (H) est vérifiée si x∗ ∈ K est tel que (∇gi(x∗))i∈Ix∗ forme une famille libre et Ix∗ 6= ∅.
Dans le cas où Ix∗ = ∅, n’importe quel vecteur v ∈ Rn convient.
ainsi si x∗ ∈ K est tel que (∇gi(x∗))i∈Ix∗ forme une famille libre, alors l’hypothèse (H) est vérifiée
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III.7. Soit w ∈ Rn tel que ∀i ∈ Ix∗ , 〈∇gi(x∗), w〉 6 0.
On a w ∈ AK(x∗) d’après 5.
Ainsi d’après I.8, on a 〈∇f(x∗), w〉 > 0

On vient de montrer
∀w ∈ Rn, (∀i ∈ Ix∗ , 〈∇gi(x∗), w〉 6 0) =⇒ 〈∇f(x∗), w〉 > 0

Ce qui est la négation de : ∃w ∈ Rn, 〈∇f(x∗), w〉 < 0 et ∀i ∈ Ix∗ , 〈−∇gi(x∗), w〉 > 0

Le lemme 1, nous fournit une famille de réelle positifs (µ∗i )i∈Ix∗
, telle que ∇f(x∗) =

∑
i∈Ix∗

µ∗i (−∇gi(x∗))

En complétant la famille par des zéros,

on trouve des réels positifs µ∗1, . . . , µ∗p tels que : (1)

∇f(x∗) +

p∑
i=1

µ∗i∇gi(x∗) = 0,

∀i ∈ [[1, p]], µ∗i gi(x
∗) = 0

III.8. On remarque que ∇

(
f +

p∑
i=1

µ∗i gi

)
(x∗) = 0 et que f +

p∑
i=1

µ∗i gi est convexe.

Alors selon I.2, f +

p∑
i=1

µ∗i gi admet en x∗ un minimum global sur Rn.

Soit x ∈ K. On a : f(x∗) = f(x∗) +

p∑
i=1

µ∗i gi(x
∗) 6 f(x) +

p∑
i=1

µ∗i gi(x) 6 f(x)

Ainsi f admet en x∗ un minimum global sur K

IV - Étude du problème dual

IV.1. Pour une partie non vide est non majorée (respectivement non minorée), la borne supérieure (respectivement
inférieure) est +∞ (respectivement −∞).
Soit x ∈ Rn \K. Il existe i0 ∈ [[1, p]] tel que gi0(x) > 0.
Dans ce cas sup

µ∈ Rp
+

L(x, µ) = +∞.

Par conséquent
inf
x∈Rn

sup
µ∈ Rp

+

L(x, µ) = inf
x∈K

sup
µ∈ Rp

+

L(x, µ)

Soit x ∈ K et µ = (µ1, . . . , µp) ∈ Rp+.

On a : L(x, µ) = f(x) +

p∑
i=1

µigi(x) 6 f(x) = f(x) +

p∑
i=1

0gi(x) donc

∀x ∈ K, sup
µ∈ Rp

+

L(x, µ) = f(x)

Ainsi inf
x∈Rn

sup
µ∈ Rp

+

L(x, µ) = inf
x∈K

sup
µ∈ Rp

+

L(x, µ) = inf
x∈K

f(x)

IV.2. Soit µ ∈ Rp+. En faisant comme en II.3., on montre que la fonction x 7→ L(x, µ) est α-convexe.
Ainsi en appliquant II.1. à cette fonction différentiable et α-convexe sur Rn (défini avec 0 contrainte),

il existe un unique xµ ∈ Rn vérifiant L(xµ, µ) = inf
x∈Rn

L(x, µ)
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IV.3. (a) Il s’agit d’établir que : (i) x ∈ K et (ii) f (x) = inf
x∈K

f(x).

Pour (i) : on procède par l’absurde en supposant que x 6∈ K.
Alors sup

µ∈ Rp
+

L(x, µ) = +∞ comme en IV.1.) donc

inf
x∈ Rn

L(x, µ) = L(x, µ) = sup
µ∈ Rp

+

L(x, µ) = +∞

Absurde car une borne inférieure généralisée est dans [−∞,+∞[ .

Soit y ∈ K pour établir (ii), il suffit de montrer que f (x) 6 f(y).
Comme les gi(x) 6 0 car x ∈ K, on a

inf
x∈ Rn

L(x, µ) = L(x, µ) = sup
µ∈ Rp

+

L(x, µ) = sup
µ∈ Rp

+

(
f(x) +

p∑
i=1

µigi(x)

)
= f(x)

Ainsi f(x) 6 L(y, µ) = f(y) +

p∑
i=1

µigi(y) 6 f(y) car y ∈ K ⊂ Rn

donc x est bien solution de (P)

(b) Soit µ ∈ Rp+. Il suffit de montrer que G(µ) 6 G(µ). On a

G(µ) = inf
x∈Rn

L(x, µ) = L(x, µ) = sup
µ′∈ Rp

+

L(x, µ′)

donc
G(µ) = inf

x∈Rn
L(x, µ) 6 L(x, µ) 6 G(µ)

donc µ est bien solution de (Q)

(c) D’après (a) puis IV.1., on a x ∈ K et

L(x, µ) = f(x) = inf
x∈ K

f(x) = inf
x∈Rn

sup
µ∈Rp

+

L(x, µ)

et d’après (b), on a : L(x, µ) = G(µ) = sup
µ∈Rp

+

inf
x∈Rn

L(x, µ)

donc on a bien inf
x∈Rn

sup
µ∈Rp

+

L(x, µ) = sup
µ∈Rp

+

inf
x∈Rn

L(x, µ)

IV.4. On remarque que ∇

(
f +

p∑
i=1

µ∗i gi

)
(x∗) = 0 et que f +

p∑
i=1

µ∗i gi est α−convexe (analogue à l’étape 4 de II.3).

Par définition des fonctions α−convexes, on a donc

∀y ∈ Rn,

(
f +

p∑
i=1

µ∗i gi

)
(y) >

(
f +

p∑
i=1

µ∗i gi

)
(x∗) + 〈0, y − x∗〉+

α

2
‖y − x∗‖2 >

(
f +

p∑
i=1

µ∗i gi

)
(x∗)

avec égalité si et seulement si y = x∗.

Donc f +

p∑
i=1

µ∗i gi admet un unique minimum global en x∗ d’où L(x∗, µ∗) = inf
x∈ Rn

L(x, µ∗) (1)
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Soit µ = (µ1, . . . , µp) ∈ Rp+. On a selon la deuxième condition de III.8 :

L(x∗, µ∗)− L(x∗, µ) =

p∑
i=1

µ∗i gi(x
∗)−

p∑
i=1

µigi(x
∗) = −

p∑
i=1

µigi(x
∗) > 0

car les gi(x∗) 6 0 car x∗ ∈ K.
D’où L(x∗, µ∗) = sup

µ∈ Rp
+

L(x∗, µ) (2)

Avec (1) et (2), on déduit que (x∗, µ∗) est un point selle de L d’où µ∗ est solution de (Q) d’après IV.3.(b)

IV.5. Pour soulager l’écriture je note l’application X : µ 7→ xµ = X(µ) qui est bien définie sur Rp+ et continue par
hypothèse.

(a) Soit t ∈ [0, 1].
Pour i ∈ [[1, p]], les formes linéaires de Rp : (u1, . . . , up) 7→ −ui sont convexes.
Ainsi comme en II.1, Rp+ est une partie convexe de Rp.
De plus µ+ tξ = t(µ+ ξ) + (1− t)µ or µ+ ξ ∈ Rp+ et µ ∈ Rp+ donc µ+ tξ ∈ Rp+
On suppose désormais que t ∈ ]0, 1]. On a alors l’existence des membres et l’égalité

G(µ+ tξ)−G(µ)

t
=
L (X(µ+ tξ), µ+ tξ)− L (X(µ+ tξ), µ) + L (X(µ+ tξ), µ)− L (X(µ), µ)

t

or par continuités de g, X et du produit scalaire :

L (X(µ+ tξ), µ+ tξ)− L (X(µ+ tξ), µ)

t
= 〈g (X(µ+ tξ)) , ξ〉 −−→

t→0
〈g (X(µ)) , ξ〉 = 〈g(xµ), ξ〉

et
L (X(µ+ tξ), µ)− L (X(µ), µ)

t
> 0 par définition de X(µ)

D’un autre côté :
G(µ+ tξ)−G(µ)

t
=
L (X(µ+ tξ), µ+ tξ)− L (X(µ), µ+ tξ)

t
+ 〈g(xµ), ξ〉

d’où par définition de X(µ+ tξ), on a

〈g(xµ), ξ〉 6 G(µ+ tξ)−G(µ)

t
6 〈g (X(µ+ tξ)) , ξ〉

par théorème des gendarmes, on obtient bien : lim
t→0+

G(µ+ tξ)−G(µ)

t
= 〈g(xµ), ξ〉

Soit µ ∈ Rp+. Je pose maintenant ξ = µ− µ de sorte que µ ∈ Rp+ et µ+ ξ = µ ∈ Rp+.
D’après ce que l’on vient de voir la fonction H : t 7→ G(µ+ tξ) est dérivable en 0

et H′(0) = 〈g(xµ), ξ〉 = 〈g(xµ), µ− µ〉
or cette fonction admet un maximum en 0 car µ ∈ Rp+ est solution de (Q)

d’où H′(0) 6 0 c’est à dire 〈g(xµ), µ− µ〉 6 0

(b) Par définition de xµ, on a L (xµ, µ) = inf
x∈Rn

L(x, µ) (i)

Soit µ ∈ Rp+. D’après (a), on a

L (xµ, µ)− L (xµ, µ) = 〈g(xµ), µ− µ〉 > 0

Ainsi L (xµ, µ) = sup
µ∈Rp

+

L (xµ, µ) (ii)

Avec (i) et (ii), (xµ, µ) est un point selle pour L.
Alors selon IV.3.(a) xµ est solution de (P)
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IV.6. (a) On remarque au préalable que comme g : x 7→ Ax+ b alors pour i ∈ [[1, p]], on a

gi : x 7−→ 〈Li>, x〉+ bi

où Li est la i-ème ligne de A et bi est le i-ème coefficient de b.
Ainsi les gi sont bien convexes et différentiables sur Rn et ∀x ∈ Rn, ∇gi(x) = Li

>.
De plus, comme A est de rang p, il existe x ∈ Rn tel que g(x) = 0 et donc K est non vide
on peut donc utiliser les résultats de la partie IV.

Soit µ ∈ Rp+. On pose alors H : x ∈ Rn 7→ L(x, µ). Ainsi

∀x ∈ Rn, H(x) = f(x) + 〈g(x), µ〉 = f(x) + 〈Ax, µ〉+ 〈b, µ〉 = f(x) + 〈x,A>µ〉+ 〈b, µ〉

Ainsi H est différentiable et ∀x ∈ Rn, ∇H(x) = ∇f(x) + A>µ

Or la fonction H admet un minimum sur l’ouvert Rn en xµ donc ∇H(xµ) = 0

ainsi pour tout µ ∈ Rp+, ∇f(xµ) = −A>µ

Soit λ ∈ Rp+. On a alors selon I.3.(b) :

〈A>λ−A>µ, xλ − xµ〉 = 〈∇f(xλ)−∇f(xµ), xλ − xµ〉 > α‖xλ − xµ‖2

À l’aide de Cauchy-Schwarz et comme c’est valable si xλ = xµ, on a alors

‖xλ − xµ‖ 6
‖A> (λ− µ) ‖

α

Comme l’application x 7→ Ax est continue, on en conclut que lim
λ→µ

xλ = xµ

Ainsi la fonction µ 7→ xµ est continue sur Rp+

(b) Les hypothèses de II.1 étant vérifiées : (P) admet une unique solution x∗ ∈ K De plus

rg
(

(∇gi(x∗))16i6p

)
= rg

((
Li
>
)

16i6p

)
= rg(A) = p

donc la famille (∇gi(x∗))16i6p est libre et il en est donc de même pour (∇gi(x∗))i∈Ix∗

Ainsi l’hypothèse (H) est vérifiée selon III.6
On peut donc choisir µ∗ ∈ Rp+ vérifiant les conditions de III.7 selon III.7
Selon IV.4, µ∗ est alors solution de (Q) et on a aussi xµ∗ = x∗.
Alors selon (a), on a : −∇f(x∗) = A>µ∗

L’application de L(Rp,Rn) τ : µ 7→ A>µ est de rang rg
(
A>
)

= rg(A) = p

Selon le théorème du rang, on a donc dim (Ker τ) = p− p = 0

τ est donc injective ainsi µ∗ est l’unique antécédent de −∇f(x∗) par τ (l’unicité de x∗ a été établie)

d’où (Q) admet une unique solution µ∗ ∈ Rp+
(c) En utilisant I.6.(b), il suffit d’établir que

∀y ∈ Rp+, 〈µ∗ + ρg(xµ∗)− µ∗, y − µ∗〉 6 0

comme ρ > 0 ceci équivaut à
∀µ ∈ Rp+, 〈g(xµ∗), µ− µ∗〉 6 0
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or cette propriété est vraie selon IV.5.(a) ainsi µ∗ = PRp
+

(µ∗ + ρg(xµ∗))

Remarques : La norme de Ax est à prendre dans Rp pour x ∈ Rn.
Par ailleurs comme en dimension finie une application linéaire est continue, il existe K > 0 tel que

∀x ∈ Rn, ‖Ax‖ 6 K‖x‖

En prenant ρ =
α

K2
, on a bien ‖Ax‖ 6

√
α
ρ ‖x‖ pour tout x ∈ Rn.

(d) On a (avec la question précédente)

‖µk+1 − µ∗‖ = ‖PRp
+

(µk + ρg(xµk))− PRp
+

(µ∗ + ρg(xµ∗))‖

Comme PRp
+
est 1 lipschitzienne,

‖µk+1 − µ∗‖ 6 ‖µk + ρg(xµk)− µ∗ − ρg(xµ∗)‖ = ‖µk − µ∗ + ρA(xµk − xµ∗)‖

On élève au carré et on développe la carré scalaire du membre de droite

‖µk+1 − µ∗‖2 6 ‖µk − µ∗‖2 + ρ2‖A(xµk − xµ∗)‖2 + 2ρ〈µk − µ∗,A(xµk − xµ∗)〉

L’hypothèse sur A donne enfin

‖µk+1 − µ∗‖2 6 ‖µk − µ∗‖2 + αρ‖xµk − xµ∗‖2 + 2ρ〈µk − µ∗,A(xµk − xµ∗)〉

Comme 〈Ax, y〉 = 〈x,A>y〉, on a aussi, en utilisant (b) :

2ρ〈µk − µ∗,A(xµk − xµ∗)〉 = 2ρ〈A>(µk − µ∗), xµk − xµ∗〉 = −2ρ〈∇f(xµk)−∇f(xµ∗), xµk − xµ∗〉

et comme f est α-convexe en utilisant I.3.(b),

2ρ〈µk − µ∗,A(xµk − xµ∗)〉 6 −2ρα‖xµk − xµ∗‖2

On peut ainsi conclure que

‖µk+1 − µ∗‖2 6 ‖µk − µ∗‖2 − αρ‖xµk − xµ∗‖2

La suite (‖µk−µ∗‖2)k>0 est décroissante et minorée par 0 et converge donc vers une limite ` > 0. De plus,

‖xµk − xµ∗‖2 6
1

αρ
(‖µk − µ∗‖2 − ‖µk+1 − µ∗‖2)

et (xµk)k∈N converge vers xµ∗ = x∗ d’après le théorème des gendarmes.

(e) D’après (d), on remarque que la suite
(
µk
)
k
est bornée.

Comme Rp est de dimension finie, on considère µ une valeur d’adhérence et il suffit d’établir que µ = µ∗.
On considère alors une extractrice ϕ telle que

(
µϕ(k)

)
k
converge vers µ.

Comme µ 7→ xµ est continue, la suite
(
xµϕ(k)

)
k
converge vers xµ.

Or d’après (d) la suite extraite
(
xµϕ(k)

)
k
converge vers x∗.

Donc par unicité de la limite xµ∗ = x∗ = xµ
Ainsi à l’aide de (a),

τ (µ∗) = A>µ∗ = −∇f(x∗) = A>µ = τ (µ)

τ a été introduit en (b) et est injective d’où µ = µ∗ donc

µk −−−−→
k→+∞

µ∗
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