CCMP — PSI — Mathématiques 2 — 2026 — corrigé

Probabilité qu’un entier uniformément choisi dans [1,n] soit sans
facteur a la puissance k

La partie 1 permet d’obtenir un développement en série utilisé dans la partie 2.

La partie 2 n’utilise que le développement en série obtenu a la derniére question de la partie 1 et en est indépen-
dante, cette question exceptée. Cette partie 2 permet un calcul effectif de proche en proche des valeurs de la fonction
z&ta en un entier pair non nul a partir des nombres de Bernoulli.

La partie 3 est indépendante des parties 1 et 2. La partie 4 utilise les valeurs obtenues & la derniére question de
la partie 2 et est donc indépendante des parties 1 et 2, cette question exceptée.

Dans les parties 3 et 4, on se donne un entier naturel non nul n et un entier naturel k > 2. On s’intéresse au tirage
uniforme d’un entier dans [1,n] : on détermine la probabilité g, (k) que cet entier soit sans facteur a la puissance k.

On montre enfin que, a k fixé, la suite (¢, (k)),, e+ est convergente et 'on détermine sa limite.
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I. Calcul de Z

n=1

1
n? 4 x2

Q 1. Soient n € N* et # € R\ 27Z. Comme |e'?t| = ¢ pour tout ¢ € [0,1], te!? ne peut valoir 1 que si 6 € 27Z, ce qui
est exclu. Par linéarité de l'intégrale et par sommation de la suite géométrique de raison te' £ 1, il vient
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Q 2. La fonction ¢t —> |1 — €'%] est continue sur le segment [0,1], ou, comme on I’a vu a la question 1, elle ne
s’anulle pas. En vertu du théoréme des bornes atteintes, on a donc mg = Orgtigl |1 — €| > 0. Corrélativement,
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soit la convergence de la série et la valeur de sa somme. La question pouvait aussi se rédiger par application du
théoréme de convergence dominée via la convergence simple sur I'intervalle semi-ouvert [0, 1[ de la suite de fonction

o1 — ()"
(fn),, définie part f,(t) = ' 1_(61%) et la domination constante, donc trivialement intégrable, 2/my.
sin(k0) .. - eih? . .y £
Q 3. Comme est la partie imaginaire de T la question précédente assure la convergence de la série de
.. . sin(k6)
terme général 2 et que
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k=1
_/1Im ei"(l—i)—i@t) dt_/l sing dt_/l sin 6 "
0 |1 — elf¢|2 o |1 —tcos@ —itsinf|? o 1—2tcosf + t?

L’expression ci-dessus est valable sous les hypothéses des questions antérieures, soit pour § € R\ 27Z. On suppose
désormais que 0 € |0, w[. Pour calculer 'intégrale, on peut utiliser I'indication... ou s’en passer, le calcul de primitive
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étant standard : en notant que sin 6 # 0,

/1 sin 0 dt—/l sin 0 dt_sinG arctan t—cosf\]"
o L—2tcos@+t2  Jy (t—cosf)2+sinf  sinf sin 6 0

2sin(0/2)
2sin(0/2) cos(0/2)

0
= arctan — arctan(— cotan #) = arctan | tan 3 + arctan(cotan6).

Comme 0 < 0 < 7, on a arctan(tan(6/2)) = 6/2. Par ailleurs, si 0 < 6 < 7/2, cotanf > 0, d’ou

arctan(cotan ) = g — arctan(tan ) = g -0 =

De maniére similaire, pour 7/2 < 6 < 7, cotan§ < 0, d’on

arctan(cotan ) = —g — arctan(tanf) = —g —(0—m) = g -0

isin(k&)_w—@
ko2
k=1

Enfin, pour # = 7/2, on a arctan(cotan @) = 0 et la somme vaut donc /4, ce qui est bien le résultat attendu.

oo

Q 4. Pour t € R, on pose S(t) = Z
. n:1. . .
R. Les fonctions sommeées étant continues et la convergence normale entrainant les convergences simple et uniforme,

S est bien définie (CVS) et continue (CVU) sur R.

1 . .
= —5, on déduit la convergence normale de la série sur
n

oo

cos(nt) cos(nt)

. De

n? n?

oo .
sin(nf) (Q3) 0 — 7
Q 5. Sous réserve de pouvoir dériver S terme a terme, il vient S’'(6) = — g (n6) (@ 5 et 'on peut espérer
n

n=1
en déduire I'expression de S par intégration.

Vu ce qui a été établi & la question précédente, il reste & montrer la convergence uniforme de la série dérivée. Cette
série n’étant normalement convergente sur aucun intervalle, on reprend les calculs faits en début de partie.
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La fonction (,t) — |1 — e%t| est continue sur [0, 7] x [0,1], ot elle s’annule en I'unique point (0,1). On se restreint
donc au fermé-borné [n, ] x [0,1] avec 0 < n < 7, et le théoréme des bornes atteintes permet & nouveau de minorer
|1 — ei0t| par une constante non nulle ce qui permet de raisonner comme & la question 2 et donne la convergence
uniforme de la série dérivée sur tout intervalle de la forme [n, 7]. Ainsi, S est de classe C! sur ]0,7]. On peut alors
intégrer :

oo eik9
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En faisant tendre 7 vers 0 et en utilisant la continuité de S en 0 : S(6) = S(0) + 1 5

Remarque. 11 est possible de calculer my = Ogltigl |1 — €%/ en raisonnant sur le triangle (O, A, M), ot O est

Porigine, A(1,0) et M; le point d’affixe ¢ (voir la figure). Par définition, mg = d(A, [OM;]). Si cos@ < 0, le triangle
est obtus et il est immédiat que la distance est atteinte a l'origine, soit m = 1. Si cos ¢ > 0, alors m est atteint au
point ¢ tel que le point M; d’affixe tel soit le projeté orthogonal de A sur (OM;). Les relations trigonométriques
classiques dans le triangle rectangle (O, A, M;) montrent que my = AM; = |sinf| > 0. Sans utiliser le théoréme des
t" t"
|1 — et ~ sinn’
2

bornes atteintes, on a alors la majoration explicite de



w A
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M,y
Q 6. Pour (z,t) € R?, on pose Upp(t) = m et g, (t Zuxn . Il est clair que les fonctions uy, sont
de classe €2 et I'on calcule facilement
el = miaam < ate el = o il € 5 et () =~ [l

. s s / " . . .
Il s’ensuit que les trois séries E Ug.n, E Uy, et E uy, , convergent normalement, donc uniformément, ce qui assure
’ ’

que g, est de classe €2 et que ses dérivées s’obtiennent en dérivant la série terme a terme. Corrélativement,

p 9 . cos(nt) 2 cos(nt) 2. cos(nt) x? . cos(nt)
g (t) — g (t) :7Zn2~|—m2 - Zn2 n2+x2 :nz::ln2_|_x2 (1+n2> == n2 = —5().

n=1 n=1

Q 7. Pour P(t) = at? 4+ bt + ¢, on reporte dans 1’équation ce qui donne par identification des coefficients dans la
base canonique de Ra[t],

) —ax? = —1/4 )
t= t wt  S(0) 1
2/ .2 _ 2 _
2a—xmt+m+@_quw5—sm)¢: —br*=7/2 <= P(t)= 12 22t 2 taa
2a — cx? = —5(0)
. sin(nt)
Q 8. D’aprés la question 6, ¢/(t) = — ——~—___ dou ¢.(0) = ¢.(7) = 0. Par ailleurs, g, et la fonction
* n(n? + x2) x x

n=1
polynomiale P sont solution de la méme équation différentielle linéaire, donc g, — P est solution de I’équation

homogéne associée par linéarité de la dérivation. Cette équation homogéne est 3" (t) — z2y(t) = 0, dont, 2 étant non
nul, les solutions forment le plan vectoriel engendré par t — ch(xt) et ¢ — sh(xt). Ainsi,

d/dt

J(a, B) € R%, Wt € R: g,.(t) — P(t) = ach(at) + Bsh(zt) gL (t) + 7;_2 = axsh(zt) + Bx ch(xt).
x
h
En évaluant en t = 0 et en ¢t = 7, il vient 27; = fx et 0 = axsh(zm) + Sz ch(zr), dou B = 2ix3 et a = —m.

Enfin, en reportant t = 0 dans g (t) = P"(t) + az? ch(xt) + Bx?sh(xt) et en passant de 'expression hyperbolique &

I’expression exponentielle, il vient
1 1 7 ch(xm) 1 T 1l+4e 2
"0) = — QL
9:(0) 22 T T o T oy sh(zm) 222 22 1—e 2™

Q 9. D’apreés les questions 6 et 8, on a
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X
II. Développement en série entiére de x — pe— et applications

e
x L2 0
siz
On introduit la fonction h définie par h: x — { ¥ —1
1 sixz =0.
N 1 751\7—‘,-1 5[72
Q 10. On applique l'identité géométrique Ztk =17 1_¢ valable pour tout ¢ # 1, a1 #t = ——, ou
— _ n
k=0
(x,n) €] —1,1[x N*:
1 1 1 <L/ 22\F g 22 1
2+n? n2 n;< > (=1) n2NT2 7 T
RN,n(I)
QN2
De plus, |Ryn(z)] < N2 d’ou
o (e.o] 1
Z |RN’n(fL‘)| < N Z n2n+2 - C(2N + 2)‘$|2N+2’
n=1 n=1

par linéarité de la sommation, la convergence de la série étant assurée par le théoréme de comparaison et la conver-
gence de la série de Riemann (2N + 2 > 1). Notons que I'on aurait aussi pu majorer par ¢(2N + 4)|z|*N 2.

1
Q 11. La fonction z — — étant décroissante, il y a convergence normale de la fonction zeta sur tout intervalle de

n
la forme [a, +00[ avec a > 1. Le théoréme de la double limite s’applique et donne

o0

li lim — = Op1 = 1.
a:—1>I—|r—loo C( ) — z—lglﬁ—loo nt Z 1

2

On repart de l'identité de la question 10, multipliée par x=, soit

2 2

X .’EQ N X k 2
k=0

La série E PR 5 est convergente par comparaison avec la série de Riemann d’exposant 2 et la série g 2’Ry ()
x

est absolument convergente donc convergente en vertu de la question 10. Par linéarité, la série du mlheu est donc
également convergente et 'on peut écrire

N k
O D) D - IREE) SYWNE
— = = - x (T
x2 4+ n? n2 n? "
n=1 n=1 k=0 n=1

Par linéarité,

N o0 1 N N+1
35S (-5) = S0 = S a2 = 3
n= 1 k=0 n=1 k=0 k=1

On peut alors faire tendre N vers I'infini. La somme partielle ci-dessus converge et la deuxiéme série tend vers 0 par
la question 10. In fine,

00 22 00 00

k— k k k
2 ryye = 20Tk = ) ()R
n=1 k=1 k=1

Q 12. On reprend 'identité obtenue & la question 9 avec = < x/2m, puis on. utilise le développement en série entiére
obtenu a la question 12.

et —1 27 n—1n2+(%)2
00 0o
(Q11) T k+1 x \2k . x k+1 Qk) 2k
k=1 1



La question 9 ne suppose que z # 0. La question 11 impose ‘21’ < 1, soit x €] — 27, 2x[. Pour z = 0, l'identité est
i
évidente (1 =1).

b 1
On pose by = h*)(0). Par unicité du développement en série entiére, on a h(z) = kk' 2 don by =1, b = —=,
n=0
. 2k)1 C(2k .
bop+1 = 0 pour tout k € N* et by, = (—1)k+1<2%)_§7(r2k) pour tout k € N*.
Q 13. L'identité évidente —"— x © 1 — 1 se traduit par le produit de C hh()i T Tesd
. L’identité évidente = 1 se traduit par le produit de Cauc x ——— = 1. Les deux
e? —1 x P P Y — (n+1)!

séries étant de rayon de convergence non nul (au moins 27 pour la premiére 400 pour la deuxiéme), il vient
> 1: — =0.
Z (n— k +1)!

Q 14. On reprend la relation de la question 13 pour n = 2, puis n = 4. Il vient

bo by by 1 1 1
osl toa tan Y 2 6 4) 6
bp b1 by b4 1 1 1 1
IR ETR I N 1=T5t3 T35
) 2b 2 23 4b 4
En identifiant avec I'expression de by, trouvée a la question 12, il vient ((2) = 7r2 2 = % et ((4) = — Z‘ 1 _ ;LO

ITI. Probabilité qu’un entier naturel pris uniformément dans [1,n] soit sans
facteur & la puissance k

On note P ’ensemble des nombres premiers, dont I’on numérote la suite par ordre croissant, soit

(p17p27p37p47p57 . ) == (2737 57 77 117 137 .. )
Pour k entier naturel au moins égal a 2, on dit que n est sans facteur & la puissance k si {p € P; p*|n} = @. De

maniére équivalente, si n = H qo‘(Q) est la décomposition de n en produit de facteurs premiers avec, donc Q C P),

qeQ
alors a(q) < k — 1 pour tout ¢ € Q.

Q 15. A mes yeux, c’est du cours, c’est évident et, en plus, pas si évident & démontrer formellement. On commence
par compacter I'expression du développement :

i > milxi2~--xim,:i o IIzi= > =

m=0 1<i1 <io<-<im<r m=0 IC[1,r] i€l IC[1,r] i€l
#I=m

en isolant in fine le cas de I = @ (m = 0).

Sous cette forme, on raisonne par récurrence simple sur r. La formule est claire pour r = 1 : les deux sous-ensembles
de {1} sont &, qui donne le produit vide 1 et {1}, qui donne z;. Admettons la formule & l'ordre r. Alors,

r+1 r
[Ta+2) =4z [Ja+2) = Q+a1) D [[=
i=1 i=1 IC[1,r] i€l
S Ie+ X walo- X [o+ ¥ o= ¥ Il
IC[1,r] i€l IC[1,r] iel IC[1l,r+1] i€l IC[1l,r+1] i€l IC1l,r+1] i€l

r1¢1 rlel
Dans les deux questions suivantes, on considére (2, .4, P) un espace probabilisé.
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16. La relation Aw A = Q donne 14 + 1+ = 1g = 1. Par ailleurs
A

QowediNAynN---NA, < Vie[lml:weAd < VYie[l,m]: 1y(lw) =1 < HlAi(w):l,

i=1
ce qui montre que 14,n4,n..nA4,, = 1a,14,---14,,.
Q 17. On utilise 'ensemble des résultats des questions 15 et 16.
T T
lyveoa, =1 -1ggor =1 -1 =1 H 1p=1- H(l —14,)
i=1 i=1
T T
1
=-> > (Fla)e (1) =) (-pmF Yoo lagnona,
m=11<i1<i2< - <im<r m=1 1<i1 <t < <im <1

.
P(AjU---UA) =) (1™ > P(AiN---NAy)
m=1 1< <o < <im <1
par linéarité de l'espérance. C’est la formule du crible de Poincaré (sans doute parce qu’elle est due & de Moivre),
inclusion-exclusion principle en anglais, Finschluss-Ausschluss Verfahren pour les germanistes.

Dans la suite de cette partie, on se donne n € N* et r = #(PN[2,n]), ce qui équivaut, avec les notations introduites
en début de troisiéme partie, a p, < n < pry1. On se donne également un entier naturel n > 2. On considére ’espace

A
probabilis¢ ([1,n], Z([1,n]),Py), ou P, est la mesure d’équiprobabilité, soit P, (A4) = #— On note
n
Sn(k) ={m e [1,n]; Vj € [1,7]: p;‘-: tm}.

On pose encore qn(k) = P, (Sn(k)), la probabilité qu'un entier pris uniformément dans [1,n] soit sans facteur a
la puissance k. Enfin, pour d € N*, on pose A,(d) = {j € [1,n]; d|j} 'ensemble des entiers au plus égaux a n
multiples de d.

.

Q 18. On note que Sy ( U pJ divise m pour au moins une valeur de j € [1,7]). Il s’ensuit, en utilisant
7j=1

la formule du crible,

Il
!
|
Nt

(—1mt > Py, [An(p) N 0 An(p))]

1< <io < <im <1

=14+ D)™ Y Py [Ah) 00 An(p))]
m=1

1< <io < <im <1

On introduit la fonction de Moébius p: N* — {—1,0, 1}, définie par

1 sim = 1,
p(m) =< (=1)? sim est le produit de ¢ > 1 facteurs premiers distincts,
0 sinon.

On peut noter (ce n’est pas dit dans I’énoncé) que p(m) # 0 si, et seulement si, m est sans facteur a la puissance 2.
En théorie des nombres, il est classique d’appeler ces nombres quadratfrei (sans facteur carré).

Q 19. Montrons que

() =1+ > ul n(d*)) _1+Z” A, (dFY),

deQr
ou O, est ’ensemble des entiers au moins égaux a 2, sans facteurs carrés, et dont les facteurs premiers appartiennent
a {p1,p2,...,pr}. La premiére expression n’est qu'une reformulation de I'identité prouvée a la question précédente.
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La deuxiéme vient du fait que la contribution des entiers d ¢ Q, est nulle car, s’ils ne sont pas sans facteur carré,
on a u(d) =0 et si d > 2 admet au moins un facteur premier p; avec ¢ > r, alors d > p; > n, donc A,(d) = @ et
P, (A, (d)) = 0. Par ailleurs,

Afd) = {mdi meNmd<n} o Py(a,@)=FA_Lin)
On peut conclure : en notant que p(1) L%J =1, il vient
)1 1
=13 ] = 3

d=1

Q 20. On suit 'indication. Soient f,: [1,+o0o[— R et f: [1,4+00[— R les fonction en escalier définie par
. p(d) | n _ K(d)
Vde N, Vteldd+1[: fult) = WJ & o ="10

La fonction f,, est nulle sur ] H/’lﬂ , +00 [, donc elle est intégrable et

/ +°Ofn<t>dt=d2: / T war =3 D .

d=1
Montrons que la suite (fy),, converge simplement vers f.

_ n p(d) | np pld)) 1 .
Vn,d.Ogdk {ko<1 T\;EJ_? gﬁ .. ”fn_fHOO
Il y a donc convergence uniforme, ce qui ne suffit pas a conclure, 'intervalle d’intégration n’étant pas borné. Concer-
nant la domination,
= L
‘fn( < Z @ [d,d+1[ —
d=1

+o0
La fonction h est positive et intégrable et I'on a précisément / h(t)dt = (k).
1

— p(d
IV. Calcul de 1 e
alcu € la somime d; d

Dans les deux questions suivantes, que ’on peut comprendre comme 'introduction d’une variante multiplicative

(%)

1
du produit de Cauchy, on prend s > 1 et 'on pose u; = — cetv;=—. Pour N € N*, on définit Ex = [1, N]]2 et
) i
Fy = {(i,j) € Ex; i < NJ.

Q 21. L’inclusion Fy C Ey est triviale dans la mesure ou Fy est défini comme un sous-ensemble de Ep. Cela
étant, on a aussi Fiy = {(i,7) € N* x N*; ij < N}... De plus, si (i,7) € Ey, alors ij < N2, dou Ex C Fyo.

Par ailleurs, il est important de noter que Fy = H—J {(i,j) € En; ij = m}. Ainsi, en notant que |u;|v; = 0
mée([1,N]
pour tout couple (i, ),
N N N N N
(FNCEN)
Swm=> ) fuavya =Y Y ulvi= D Julo; < Do Juiley =D wil x Y vy
m=1 m=1d|m m=1 (i,j)€En (i,j)€EFN (t,j)€EN =1 J=1

Or, la série E v; est la série de Riemann d’exposant s > 1 et est donc convergente. Comme lui| < vy, g u; est

absolument convergente. Ainsi, la suite des sommes partielles de la série g Wy, est majorée, d’ou la convergence de

la suite (Sn),. En utilisant aussi I'inclusion Ey C Fiy2, on obtient I'encadrement

Do lwiloy < D fulyy <D0 Juilvy.
7



[e.e] oo [e.e]
Le minorant et le majorant convergent vers E Wy, et le terme du milieu vers E lug| % E v;. En passant a la limite
dans I'encadrement, il vient bien

PITIES 9 UMD SIED SEED oECIED L TR o<

m=1d|m j=1
Q 22.
N N N
Z Z Z udvm/d: Z U;Vj — Z U;Vj (FNgEN) Z U;Vj
i=1 J=1 m=ld|m (i.4)EEN (4.5)EFN (4.))EEN\FN
N N
Zuz DS Z UgUma| < Y luiloy = D0 Juilvy— > fuilv; graved
J=1 m=ld|m (i,J)€EEN\FN (1.)EEN (4.4)€FN

d’aprés la question précédente, d’ou, les séries Zul et Zvj étant convergentes, la convergence de Zwm et
I'identité
o0

3L 3 DRI DUED I SLTIIED DD S B B BN

i=1 j=1 i=1 j=1 m=1d|m m=1ij=m d|m

Q 23. Sim =1, on a bien Z p(d) = p(l) = 1. Soit 2 < m = H ¢*@ la décomposition de m en produit de
d|m qeQ
facteurs premiers, @ étant donc ’ensemble non vide de ses diviseurs premiers. Posons @) = H q. Alors, les diviseurs

qeQ
de m sans facteur carré sont les diviseurs de @) et

5" ntd) =Y wla) Zu<Hq> > (-1t = fZ<—1>m:§(ig)vl)m:(l—n#gzo.

d|m a|Q qcQ q€q qcQ m=0 qCQ m=0

Q 24. En insérant le calcul fait a la question 23 dans la formule obtenue & la question 22, il vient

. (i) 1
Z stzl‘ e s _C(S)'

i=1 m=1" d|m i=1

Q 25. On obtient immédiatement

lim g,(k) = i
) =02 T S )
1 Q1) 6 . 1 (Q14) 90
PR = b e g =



