Fonctions continues par morceaux
formules de Taylor

1. FONCTIONS CONTINUES PAR MORCEAUX SUR UN SEGMENT

Dans tout le document, I désigne un intervalle « non trivial », 7.e. de longueur strictement positive. Par K,
on désigne le corps des réels, R, ou celui des complexes, C.

On commence par le cas ot I = [a, b] est un segment.

Définition 1. Soit une fonction f: [a,b] — K. Soit une subdivision a = o9 < 1 < -+ < x, = b de [a,b]. On
suppose que, pour tout i € [0,n — 1], f est continue sur |z;,x;1[. Alors, l.p.s.s.e. :
(i) La fonction f admet une limite finie a droite en tout point z; de la subdivision pour i € [0,n — 1] et une
limite finie & gauche en tout point x; de la subdivision pour i € [[1,n].
(i4) Pour touti € [0,n—1], la restriction fi,, ., .| de f~d Uintervalle ouvert |x;, x; 41| admet un prolongement
par continuité a l'intervalle fermé [z, 1], n0té fry, o, 1) (qui nest pas forcément f|iy, 2,.11)-
S’il existe une subdivision S (finie par définition) de [a,b] telle que les propositions ci-dessus soient vérifiées,
alors f est dite continue par morceauz sur le segment [a,b]. La subdivision S est dite adaptée a f.

Propriétés et exemples — Les fonctions continues sont continues par morceaux.

— Les fonctions en escalier sont continues par morceaux.

— Les fonctions affines par morceaux sont continues par morceaux.

— Les fonctions continues par morceaux admettent une limite a droite et & gauche en tout point, mais la
réciproque est fausse.

Exercice 1. Montrer la derniére propriété.

Proposition 1. Si f est continue par morceaux sur |a,b], il existe alors une subdivision adaptée minimale Sy
associée G f, qui est constituée, outre a et b, des points de discontinuité de f. Autrement dit, toute subdivision
S adaptée a f est telle que So C S.

Exercice 2. Montrer la proposition 1.

Théoréme 1. Théoréme des bornes atteintes (ou pas). Si f: [a,b] — R est continue par morceaux, alors elle
est bornée. En revanche, contrairement au cas continu, elle n’atteint pas nécessairement ses bornes.

Exercice 3. Prouver le théoréme 1 en le déduisant du cas continu.

Notation 1. Si [a,b] est un intervalle non trivial, on note Cgm.([a, b],K) I'ensemble des fonctions définies sur
[a,b], & valeurs dans K et continues par morceaux sur le segment [a, b].

Proposition 2. Stabilité algébrique de la continuité par morceaux.
L’ensemble Cg.m. ([a, b], K) est un espace vectoriel stable par produit.

Exercice 4. Montrer que Clo,.m. ([a,b],K) est un espace vectoriel.

Exercice 5. Stabilité par composition.

Soient I et J deux segments non triviaux, f € Cg.m_(I) et g € CO(J).

1. On suppose que f(I) C J. Alors, g o f est bien définie et continue par morceaux sur 1.

2. On suppose que g(J) C I. Alors, f o g est bien définie, mais pas nécessairement continue par morceaux sur
J. Indication : Pour le contrexemple, on pourra prendre pour f la fonction d’Heaviside f = H = 1g, .

3. Montrer que, dans la situation de la question 2, si ’on rajoute I’hypothése que g est strictement monotone,
alors f o g est continue par morceaux.
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Exercice 6. Montrer que, sur un segment, une fonction est continue par morceaux si, et seulement si, elle est
la somme d’une fonction continue et d’une fonction en escalier. Pour montrer I'implication directe, on pourra
commencer par le cas d'une fonction f telle que %1_% f(u) existe pour tout w.

THU

Exercice 7. Théoréme de Darbouz

1. Pour = € R*, on pose ¢(x) = z?sin(1/z). Vérifier que ¢ est prolongeable en une fonction dérivable sur R
(toujours notée ¢), mais que ¢’ n’est pas continue en 0.

2. Soit f: [a,b] — R une fonction dérivable telle que f'(a) < 0 < f'(b). Montrer qu'il existe ¢ € ]a, b[ telle que

f'(e)=0.
3. Soit f: [a,b] — R une fonction dérivable. Montrer que f’ vérifie la propriété des valeurs intermédiaires (théo-
réme de Darboux). Que peut-on dire de f’ si f’ est continue par morceaux ?

2. INTEGRALE

Soit [a, b] un segment non trivial de R. On suppose connue la théorie de I'intégrale des fonctions de C° ([a, b], K).
Le but de ce paragraphe est de I’étendre briévement aux fonctions de Cg.m. ([a,b],K).

Théoréme et définition 1. Si f est continue par morceaux sur [a,b] et si o0:a =29 <1 < -+ <Xy =0 est
une subdivision contenant les points de discontinuité de f (donc adaptée a f), on définit

nolopwi
i=0 T

Alors, Z(f,S) ne dépend pas de S. On peut alors poser

/f 1(4,9).

Démonstration. Notons que, par construction et pour tout i € [0, — 1], la fonction f(fﬂi,xi+1) est continue sur le
segment [z;, x;41] et que Z(f,S) est ainsi bien définie. Soient Sy la subdivision minimale associée a f et S une
subdivision adaptée a f. D’aprés la proposition 1, So C S. Notons Sop = (Zi)ocicp, €6 S = (Yi)ocicrm- Alnsi, il
existe une unique suite d’entiers strictement croissante (pi)ogz‘gn telle que z; = yp, pour tout ¢ € [0,n] et I'on a

Vie [0,n—1]: [z, zi1] NS = {y;; j € [pipiral} = Si-

Pour i € [0,n — 1], la fonction fz zi,1) €st continue, donc f(yj,yjﬂ) est la restriction de f(%xiﬂ) a Y, Yj+1)
pour tout j € [p;,pj+1 — 1]. On peut ainsi appliquer la relation de Chasles, qui donne

pl+1 y]+1 . Pit1 Yj+l Tit1
(f| 337,:)31+1]7 / yj,y]+1 (t) dt = Z / f(mi,xi+1) (t) dt = / f(xi,xi+1) (t) dt7
j=pi Y j=p; VY Ti

d’oi1, en sommant sur les valeurs de 1,

m— yg+1 N n—1 Zig1 n—1 ~
=0 i=1 Tio =1

Proposition 3. L’application f +—> / f(t)dt définit une forme linéaire sur Cg_m.([a, b],K).
a

iétés. — Si 1 v 1 1 1 X u i
Propriétés Si ’'on modifie les valeurs prises par une fonction continue par morceaux en un nombre fini de
points, elle reste continue par morceaux et la valeur de son intégrale est inchangée.

b b
K). / F(t) dt </a F(t)] dt.

— L’intégrale est positive et croissante.
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Proposition 4 (Relation de Chasles). Si a < b < ¢ sont trois réels, et si f € Cglm.([a,c],K), alors [ €
Com. (10,0, K), f € Cpm ([b,¢]. K) et

/:f(t)dt:/abf(t)dtJr/bcf(t)dt.

Exercice 8. Montrer les propositions 3 et 4.

b
Remarque 1. L’application (f, g) — / f(t)g(t) dt ne définit pas un produit scalaire sur Cg.m. ([a,b]) comme
a

c’est le cas sur CO([a, b]).

3. EXTENSION DE LA CONTINUITE PAR MORCEAUX AUX INTERVALLES QUELCONQUES.

Définition 2. Soit I un intervalle de R de longueur non nulle. Une fonction f: I — K est continue par mor-
ceaux st sa restriction a tout segment inclus dans I [’est.

Notation 2. On note Cg.m.(I ) I'ensemble des fonctions continues par morceaux définies sur I. En cas de besoin,
on peut préciser s’il s’agit des fonctions & valeurs réelles ou complexes en notant Cgm.(I ,R) ou Cg.m.(I ,C).

Propriétés. — La continuité par morceaux est stable par restriction.

— Si D est 'ensemble des points de discontinuité d’une fonction continue par morceaux sur R et si A C R est
bornée, alors D N A est fini.

— Les propositions 2 et ’exercice 5 s’étendent immédiatement au cas d’un intervalle quelconque.

Exemples. — Toute fonction continue est continue par morceaux ;

— la fonction x —— 1/x est continue sur R’ , mais pas prolongeable en une fonction de C;(a).m. (Ry);

— on peut dire la méme chose des fonctions @ — sin(1/z) et & — sgn (sin(1/z)) sur les mémes intervalles ;
— toute fonction dont la restriction & tout segment est en escalier est continue par morceaux; par exemple,
x +— |x| appartient & Cgm. (R).

Exercice 9. Représenter graphiquement les fonctions suivantes. Lesquelles sont-elles continues par morceaux
sur leur domaine de définition ?

(i) z —> & — |x| pour z € R;

(ii)) 0 — 0 et x — xsin(1/z) si x € R*;
(ili) 0> 0 et x — 2?[1/2| sur [0,1];
)

(iv) &+ ex(x), k-éme chiffre du développement décimal de = sur R.

Exercice 10. Une fonction continue par morceaux sur un intervalle non borné peut-elle avoir une infinité de
points de discontinuité ? Et sur un intervalle borné ?

Exercice 11. Soit f: R — R une fonction continue par morceaux. On note D ’ensemble de ses points de
discontinuités. Montrer que I'un des quatre cas suivants est réalisé :

— D est fini et peut se représenter par une suite finie strictement croissante ;
— D est I'ensemble des valeurs prises par une suite réelle strictement croissante ;
— D est 'ensemble des valeurs prises par une suite réelle strictement décroissante ;

— D est 'ensemble des valeurs prises par une « suite » strictement croissante indiciée par Z.

2
Exercice 12. Soient T' € R’ et f: R — R une fonction T-périodique c.p.m. On pose w = % Pour n € N, on

2 (T 2 (T
pose a, = T/ cos(nwt) f(t) dt et b, = T/ sin(nwt) f(t) dt. La série de Fourier de f est, par définition,
0 0
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oo

a

S(f)(t) = ?0 + Z [an cos(nwt) + by, sin(nwt)].
n=1

Un célébre théoréme da a Dirichlet affirme que, sous Phypothése que f est de classe C! par morceaux, la série

S(f) converge simplement (i.e. pour tout ¢t € R) et que

ﬂﬁ@—;@Eﬂw+gﬂW0-

Proposer une définition raisonnable de « C! par morceauz » et expliquer pourquoi 'on ne peut pas avoir en
général S(f) = f.

4. PRIMITIVATION

Définition 3. Si f: I — K, on appelle primitive de f une fonction F: I — K dérivable telle que F' = f.

xT
Théoréme 2. Si f est continue par morceauz sur I et xo € I, soit F(x) = / ft)de.
0

1. 51 f est continue, alors F' est la seule primitive de f s’annulant en xg. Aufrement dit, F' est dérivable sur I,

F(z9) =0 et, pour tout x € I, F'(x) = f(x).

2. Si f est seulement continue par morceaux, la fonction F est dérivable a droite en tout point x # sup([)

et U'on a Fj(x) = %l_l)lglc f(t); elle est dérivable a gauche en tout point x # inf(I) et Uon a Fy(x) = }1—13315 f(t).
t>x t<zx

Corrélativement, F' est dérivable en x € I si, et seulement s, }im f(t) existe et, en ce cas, on a F'(x) = tlim f(t).
— —T
t£x t#£x

3. La fonction F est la seule fonction continue sur I, nulle en xg, et dont la dérivée coincide avec f en tout
point ou ses limites a droite et a gauche sont identiques, donc en particulier en tout point de continuité de celle-cu.

Démonstration. Par la relation de Chasles, les propriétés de dérivabilité de F' ne dépendent pas du choix de xg.
Soient [a,b] C I un segment et S = (Yx)o<p<, une subdivision associée a f|(q5. Pour = € [a,b], on pose F(z) =

€T
/ f(t)dt. Comme la restriction de f au segment [a,b] est bornée par le théoréme des bornes (théoréme 1),
a

posons M = sup |f(t)] € R4. Alors,

a<t<b

vmwehﬂ%ﬂm—mw—/ﬁwa—/ﬁww—/ﬁwa o |F() ~ Fly)| < Mlz—y).

Autrement dit, F' est M-lipschitzienne, donc continue. Soit k € [0,n — 1]. Pour y; < & < yg41, on peut écrire

x Yk T T
Fla) = / F()dt = / fwde+ [ p@ydi =1, + / Formen (£ L.
a a Yk Yk
Ainsi, la restriction Fjy, . 1 est continue comme restriction a un sous-intervalle d’une fonction continue. De
plus, comme le montre I'expression ci-dessus, la restriction Fj,, . [ est, elle, la somme de la constante Ij et de

la primitive de la fonction continue f ) qui s’annule en yg, donc une fonction dérivable, avec

Yk Yk+1
Vo €y, Ykt 2 F(2) = fly, ) (@) = f(2).

Par hypothése, f admet une limite finie aux bornes de |yx, yx+1[. On peut alors appliquer le théoréme de la
limite de la dérivée, qui montre que F est dérivable a droite en y avec Fjy(zy) = xll%l f(x) et dérivable a gauche
k
T>Yg
en ypi1 avec Fy(ypy1) = wlgrgl f(z). Cela démontre les deux premiers items du théoréme.
k
T<Yk+1

xT

Concernant le troisiéme item, on vient de voir que la fonction F' définie par F(x) = f(t)dt répond bien
o

au cahier des charges. Si G vérifie les mémes hypothéses, alors F' — G est continue et, pour tout segment [a, b]

inclus dans I et toute subdivision S = (yx)o<p<,, associée & fjjqp), F'— G est dérivable sur |yx, yx+1] et de dérivée
nulle sur cet intervalle.
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Donc F — G est constante sur tous ces intervalles et, comme elle est continue, constante aussi sur [y, yx+1], donc
constante sur [a, b] et, enfin, constante sur I. Enfin, F(z) = G(z¢), donc F = G.
O

Propriétés. —Toutes les fonctions continues admettent une unique primitive & une constante additive prés,
données, également & une constante additive prés, par une intégrale.

— Dans le cas des fonctions continues par morceaux, ces intégrales r — / f ne sont pas stricto sensu des

primitives, mais elles sont bien dérivables et de dérivée f aux points de contlnulte de f.

5. FORMULES DE TAYLOR

Théoréme 3. 1. Formule de Taylor-Young. Si f: I — K est n fois dérivable en a, ot I est un intervalle ouvert
deR et a €I, alors,

n ) (g
)+ 3 T o (@ - apm).

2. Formule de Taylor avec reste intégral. Si f: [a,b] — K est de classe ¢t alors

s = 50+ 3 LD ap g [T s
k=1 )

o n!
3. Inégalité de Taylor-Lagrange. Sous les mémes hypothéses,

n k) (g
_Zf k‘( )(b—a)k
k=1

M1
< b—a"HL, ot M, = su (1) (3]
( ) (TL+1)' n+1 agtlg)b‘f ()‘

Remarque 2. 1. Les hypothéses sont faciles a retenir (pourquoi?) L’existence d’un développement limité &
I'ordre 1 en un point est équivalente a la dérivabilité de la fonction en ce point. A un ordre supérieur, ce n’est
plus vrai.

2. Par le changement de variable x = a + h, on obtient la forme suivante usuelle du développement limité :

" p(k)
flath) = > ! k,(“) K+ o (™).
k=0 '

En posant b = a + h, puis t = a + vh dans l'intégrale, la formule de Taylor avec reste intégral devient

n (k) _an
fla+h) = I e _ i /0 1 “nlu) £ (a + uh) du.
k=0 )

k!

Il n’est pas indispensable de retenir cette derniére forme par coeur.

6. EXERCICES COMPLEMENTAIRES

Exercice 13. Pour 2 > 0, on pose f, (x) = 2% sin(z~?) avec a € R et § > 0.

1. Pour quelles valeurs du couple (a, ) la fonction f, g est-elle prolongeable par continuité en 07 On suppose
dans la suite que cette condition est vérifice et que f, g, diiment prolongée, est définie et continue sur R.

2. Pour quelles valeurs du couple (a, ) la fonction f, s est-elle dérivable en 07 Que vaut alors fy, 5(0)? La
fonction f, g est-elle de classe cte

3. Pour quelles valeurs du couple (c, ) la fonction f, g est-elle deux fois dérivable en 0?7 Pour n > 2, donner
une valeur de (a, ) telle que f, g admette un développement limité a I'ordre n en 0 sans y étre deux fois dérivable.

Exercice 14. Soit f: [0,1] — R, continue. Montrer que

lim - <1+ f( >>—exp f()
n—>ook:1 /
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Exercice 15. 1. Pour n € N, montrer que I’équation e¢* + x = n admet une unique solution x,, sur R.
2. Montrer que la suite (xy,),, est croissante.

3. Montrer que
| Inn)? |
xn:lnn—ﬁ—(nn) +O<nn).

n 2n? n2
Exercice 16. On donne f(z) = ze”.
1. Montrer que f définit une bijection de I =] — 1, +oo[ sur un intervalle J que I’on précisera.
2. Montrer que f~! est bien définie et de classe C? sur J.

3. Donner un développement limité de £~ en 0 a l’ordre 3.
4. Montrer que f~!(z) ~ Inz quand z tend vers +o0, puis donner un équivalent de f~*(z) — Inz.

Exercice 17. 1. Formule de Taylor-Lagrange.
Soit f: [a,b] — R (avec a < b) une fonction de classe C?. Pour A € R, on pose

pa() = f(b) = f(x) = (b —2)['(x) = A(b—x)*.
a. Montrer que I'on peut choisir A tel que p)(a) = 0.
b. En déduire qu’il existe ¢ € |a, b[ tel que
(b—a)

f(b) = f(a) + (b= a)f'(a) + =" (c2).

c. Montrer que si I'on suppose f de classe C", alors il existe ¢, €]a,b[ tel que

n—1
(b—a) . (b—a)
f(b) = Z Tf( )(a) + ff(n)(cn)
k=0
2. Développement asymptotique du reste de Taylor-Lagrange.
a. Sous quelle hypothése le ¢, du reste de Taylor-Lagrange est-il nécessairement unique ?
b. On fixe z € R et n € N* une fois pour toutes. La formule de Taylor-Lagrange a l’ordre n entre x et y peut
s’écrire
n—1 k

) =3 WD p gy W g oy,

k! n!
k=0

ot ¢(y) dépend de z, y et n, mais ot 'on met en avant la dépendance en y, les autres paramétres étant fixées.
On note p le plus petit entier strictement positif tel que f(”+p) (z) # 0 (on fait I'hypothése qu’un tel entier existe
et que f est suffisamment réguliére). Quelle est la limite de ¢(y) quand y tend vers = ? Trouver un équivalent de
¢(y) — x quand y tend vers x.

Exercice 18 (Mines). Déterminer les fonctions f: R — R dérivables en 0 telles que
V(z,y) €R*: f(z +y) = flx)e! + f(y)e.

Exercice 19. 1. Soit f: R — R une fonction deux (resp. trois) fois dérivable en 0. Calculer

o £20) =20 + £(0) £(3h) = 34(2h) + 3f(h) ~ £(0)

resp. lim

h—0 h? h—0 h3
2. Montrer que
= (™) e — (—1)"n! sir=mn
kgo(_)<k> o si0o<r<n.

Indication : on pourra s’intéresser au comportement en 0 de la fonction T'(x) = (1 —e*)™ .
3. Soit f: R — R une fonction n fois dérivable en 0. Monter que

n

i >0 () 66) = 10
k=0

Exercice 20. Montrer que e ¢ Q.
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