DMS 1 — PSI*, 2026 — 2027, corrigé

Probléeme I, d’aprées ENS, B/L, 2006

Dans tout le probleme, [a, b] est un segment de R, f; et fo sont deux fonctions définies sur [a, b], continues,
et a valeurs dans Ri. On note m; le minimum de f; et M; son maximum.

Q 1. Les fonctions f; étant continues sur le segment [a, b], I'existence de m; et de M; est assurée par le
théoreme des bornes atteintes. Comme ce sont des valeurs prises par f;, elles sont strictement positives
par hypothese.

b 2 b b
Q 2. L’inégalité (/ f1(t) fa(t) dt> < </ () dt) </ f3(t) dt) est I'inégalité de Cauchy-Schwarz
a b a a

relative au produit scalaire (f|g) = [ f(t)g(t)dt sur 'espace vectoriel réel des fonctions continues sur

a
[a,b]. On sait qu’il y a égalité si, et seulement si, les fonctions sont proportionnelles.

Dans la suite, on pose

—(h—ﬁfﬁ)(h—ﬁﬁ) & VAER: Fy = \2fI - <\/ + o >f1f2+f2

Q 3. Pour z € [a,b], en utilisant que multiplier une inégalité par une constante positive (resp. négative)
la conserve (resp. en change le sens), il vient

<f2—MQf1> (z) = fo(x )_7f1( ) < 2—%m1_0 &
mi mi

<f2§\n/[?f1> (z) = fo(x )*7f1( )/m2*EM1 =0.

La fonction h est ainsi le produit de deux fonctions de signes opposés, donc négative.

Q4. On développe le produit définissant A, ce qui donne
M. m mo M.
h = <f2 - 2f1> (f2 — 2f1) =2 2f1 - ( + ) fifs+ f3.
miq M1

mi

mQMQ

Posons \g = . Il est clair que les termes en f12 et f22 de F), et de h sont identiques. C’est aussi

myVy
le cas du terme en fi fo car

/ m2M1M22 + m1m2M2 M2 + mo
m%mng mlMl M2 mi Ml’
tous les nombres considérés étant positifs (les racines sont bien définies) strictement (les quotients aussi).
On a donc bien Fy, = h.

Q5. Pour A € R, posons

b b b b
_/ F)\(t)dt—)\z/ fl(t)th—/\(M%i%j—i—,/ﬁi%i)/ fl(t)fg(t)dt+/ fo(t)2 dt

La question Q4 donne I(\g) = / h(t)dt < 0 d’apres la question Q 3. Par ailleurs, f; étant non nulle,

b
on a / f2(t)dt > 0 et, corrélativement, /\lim I(\) = 4o00. La fonction I étant polynomiale de degré 2
a — 00

1



a valeurs réelles, elle est continue et le théoreme des valeurs intermédiaires assure qu’elle s’annule sur R.
Ainsi, son discriminant est positif, soit

<m+ Vit )2 ([ om0 dt>2 2o nora) ([ piorae).

Q6. Supposons qu’il y ait égalité dans I'inégalité ci-dessus. Alors, le trindme du second degré I admet une
racine double et ne prend que des valeurs positives. En particulier, I(Ag) ne peut étre strictement négatif,

donc I(A\g) = 0. Comme h est de signe constant, cela entraine que h est la fonction nulle. La fonction é

1
My m
prend donc ses valeurs dans I’ensemble {2, MQ } Cette fonction étant continue, elle est donc constante
mi 1

par le théoréme des valeurs intermédiaires. Si 22 = —2, comme fa(x) < My et fi(x) > my, cela entraine
1 M
e v J2o oMo . .\
que fo = My et fi = mq, donc que f; et fy sont constantes. L’égalité — ﬁ se traite de maniere

1 1
similaire ou en appliquant le premier cas aux inverses de f; et de fo.

Réciproquement, si fi = ¢1 et fo = co sont constantes, les deux termes de l'inégalité valent 4(b— a,)Qc%c%

et il y a donc égalité.

Probleme II, d’apres Mines-Ponts, PSI, 2024

Partie I — Sommes de Riemann d’intégrales généralisées

1= b—
Doy = {f € C(]a,b[, ) intégrable ; hm — Zf <a+ k a) / f(t dt}

Q7. Soit f: [a,b] — R une fonction continue. Sa restriction g a |a, b| est alors évidemment continue et pro-

b
longeable par continuité en a et en b, donc / g est faussement généralisée, convergente et numériquement
a

b
égale a / f- Le théoreme de convergence des sommes de Riemann stipule que
a

1'mlnz1 b-a lm—z T P /b (1) dt
nlﬁoon g n _nlﬁoon g\¢ —b—a ag '

1« b
En notant S, (f) = — Z <a + k:a> la somme de Riemann d’ordre n de f associée aux rectangles a
n n
k=
gauche,
1 b—a
EZg at+k——)=5uf)- — f t)dt —0 = ()d.
k=1
1 1 1 1 1 3 1
Q8. a.Onaag —bgr1 =—— — — = — ~ — > (0 a partir d’un certain

ko2l k41 262 f(k+1)  2k2 0 k2
rang par croissances comparées. Il n’est pas tres difficile (ce n’était pas demandé) de trouver le certain

e estio ote et 3 et I'on calcule us 8 <1 ta 16 > 1 et
rang en question : on note up = ———— et vy = —— n ule — = — , — = —
gend P k1) O T gRe v 9 v 15

U U 2k U U

Tkl L Tk _ 27 > 1 pour tout k& > 2. Ainsi, la suite <k> est croissante et — > 1, donc kg =4
Vg1 Uk k+2 Vk ) >0 V4

convient et I'on a, pour tout k > ko,

< gy < bk+1 <ap<bp<ap1<b_1<---< Apo+1 < bk0+1 < ag, < bko-
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b. e Montrons que f est bien définie. En notant pour k > ko
1 1 1 1 1 11 1
Ik:[ak’ak+21c4r1:|:[k-_2k+1’k:| & Jk:[ak+216+l’bk:|:|:k7k+2k+1:|’

1 1 1
On note que I N Jy = {k} et que les deux définitions de f en z coincident et donnent f (k:) = k2.

De plus, la question 8.a montre que, pour tout k > kg, max Jx11 = bx41 < ar = min Ii. Les intervalles se
suivent donc sous la forme I;11 < Ji11 < I < Jg, ou I < J signifie sup I < inf J et la seule superposition
est I'intersection de I et de Jg, dont a vu qu’elle ne posait pas de probleme. Il n’y a donc pas de conflit
définitionnel et f est bien définie.

e La continuité est évidente en tout point qui n’est pas une extrémité d’un des intervalles Iy ou Ji, puisque
la restriction de f & un voisinage d’un tel point est affine (nulle en un point n’appartenant pas a I'un des
intervalles). On a déja vu que f est continue en max I, = min Ji, puisqu’elle y est continue & droite et a

1
gauche comme fonction affine et que ces limites sont égales ainsi que ’a montré le calcul de f (k:)

e La formule donnant laire d’un triangle et le fait que la restriction de f aux intervalles [bg41,ax] soit
nulle pour k& > ko donnent, pour tout k > ko,

k
bk: — ay, k2 ag ka m2

bry1 ar m=ko

by
f(t)dt = k?

ag

par la relation de Chasles. Si 'on fait tendre k vers l'infini, la série converge clairement par exemple

par croissances comparées, son terme général étant négligeable devant — ou a™ pour 3 < a <1
m

big 1
Par décroissance de la fonction x — f(t)dt et limag = 0, il s’ensuit que l'intégrale / f(t)dt =
0
ka 1 N et k2
; f(t) dt converge et que l'on a /0 f(t)dt = Z SR
m=kg

o. Enfin, f & %1 car la suite des sommes de Riemann diverge : la fonction f étant positive, on peut
minorer la somme de Riemann par son premier terme, soit

192 (k\_1,/1
Vn > ko: Zf() >f<> =n —— +00.
nkzl n n n n—o0

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

X, Y = []’ [ La fonction
for k in range(4, 15): 2001
c =1/k 175 -
X.append(c + 1/2x*x(k+1)) 150
Y.append (0)
X.append(c) 125
Y.append (kxk) 100 |
X.append(c - 1/2x*x(k+1))
Y. append (0) 75 1
EU.
X.reverse()
Y.reverse() =R
plt.figure() 0

plt.plot(X, V) . 010 015 020 025
plt.title("La fonction $£$")

plt.savefig("Mines-2024-figl.png")

plt.show()



b—

n

a . . :
Q9. Posons zp =a+ k Ainsi, a =x9 <11 < - < Tp_1 < T, = b. Supposons que f est croissante

et que / f converge. L’encadrement classique série-intégrale donne

Yrmar < @) < /Ik+1f(t)dt

Tp_1 (1<kgn) M (0<k<n—1)

Tn_1 _n—l b b
[rware— [ rwa< 1S g < [ swa o [ rwa

n—oo
k=1 X a

les passages a la limite étant donnés par la définition de la convergence de l'intégrale impropre. Par
linéarité de 'intégrale, le cas ou f est décroissante s’obtient en appliquant le cas croissant a — f.

Q 10. On découpe la somme en trois en isolant le terme en £ = n et 'on effectue le changement d’indice
j = k —n dans la deuxieme somme. Les convergences sont obtenues en application de la question 9, les
fonctions f)j,,q et ficp étant intégrables et monotones.

2n—1

k a\ 1= b—a 1 1 kb—a
Zf(a—l— n>_2n;f< 2n>+2nf(c)—|—2n22f<a+ 2n>

k=n+1
n—1 n—1
e R W G IR
k=1 j=1
17 1 /e 1
m2[c_a/af(t)dt+b_c/c f(t)dt]JrO—/f

Q 11. On découpe la somme en deux.

2n
a 1 b—a
2n+1zf( 2n +1> 2n—|—1zf< 2n +1)+2n+1k§+1f(“+k2n+1>’

et ’on note ST(L ) 1a premitre somme et Sy (2) 1a deuxieme Comme f”a ¢ est décroissante, on a

- b—a n+1 -
(1) < -
S S o 1;f<a+k2 +2> M1 mtl ;f< >

i)

D’apres la question 9, le minorant et la majorant ci-dessus tendent vers la méme limite / f(t)dt. L’en-

n

1 b—a
>
Z o+ 1Zf<a+k 2n> 2n+1

k=1

cadrement de 57(12) s’obtient en échangeant le sens des inégalités, minorant et majorant convergeant vers

/ f(t)dt. Le théoreme des gendarmes et la relation de Chasles permettent de conclure.

Q12. Les sommes de Riemann tant d’ordre pair (Q 10) qu'impair (Q 11) convergent vers la valeur moyenne
de la fonction. Celle-ci appartient donc a Zg .



Partie II — Application a une fonction particuliere
Q 13. Posons u(t) = t(1 —t). Alors, u'(t) = 1 — 2t est positive si, et seulement si, t < 1/2 , donc u est
croissante sur [0, 1/2], puis décroissante sur [1/2,1]. La fonction h s’écrit h = 1) o u avec ¢ (t) = 7 Or,

¢ est décroissante, donc hjjg 1/9) est décroissante et /o 1| est croissante. La fonction h est par ailleurs
continue sur |0, 1] comme composée de fonctions continues. Enfin,

1/2 (u=1-1) /1/2 —du B /1 du
0 Vt(l—1t) 1 V1 =u)u 12 Vu(l —u)
1 1
ce qui signifie que les deux intégrales sont de méme nature. Or, I’équivalent ﬁ Do 7 montre par
— —>
12 qt

comparaison que converge. Comme h est positive, cela montre son intégrabilité. Ainsi, h

0o Vt(l—1)

vérifie les hypotheses des questions 10 a 12 et appartient a Zp 1.

1 1\N? 1-(2t—1)2
Q 14. On calcule t(1 —t) = - — (t — > = L7

1 5 1 d’ou le changement de variable u = 2t — 1,

qui donne

[arcsin u] il =T.

/Olh(t>dt:/01¢%:/t%:

D’autres changements de variable sont possibles, comme v = t? ou u = sin®t.

1
Q 15. La fonction ¢ — W étant décroissante, la question se traite classiquement par une comparaison
série-intégrale :
Rt < 1 koodt
ko VE ey VE ko1 Vi
e [ nodt
2vn+1—-1= — = / <1+ / — =2v/n
v SR DY S ,; ATED) Vi

Or,\/ﬁ—fz(o(\/lﬁ

Z—~2\/ﬁ, soit A = 2.

> par exemple par les accroissements finis, donc 2vn + 1 — 1 ~ 2y/n, d’ou

Toutefois, il est ici plus rapide d’appliquer la question 9 a la fonction t — —

Vi
Z N ﬁ(Z (z)_m> o~ Jﬁ/oljti — Va[2vi]l,, = 2v/m.

k=1

Q 16. On n’utilise pas la question ci-dessus, mais les deux questions qui la précedent.

Z T_Z Zh( ) 2 /Olh(t)dt(Qzl‘”w

=1

Soit (ey,),, une suite de réels appartenant a | — 1, +00[ et de limite nulle.

Q17. a. Comme (&), est de limite nulle, elle est bornée et admet donc une norme infinie ||e|| , = sup |e,|.
neN

Par ailleurs, ’étude de monotonie faite a la question Q 13 assure que

T R R Y € € I

5




Alors, pour 1 < m < n,

|sz| ||e|| o mné?fn'ff' musu
< Z Z =+ ) T+ max lsle
i(n — = Vi( i Vi(n =) Vn—1 m<i<n Vi(n —1)

Pour m = m(n) une fonction de limite infinie négligeable par rapport & v/n (par exemple m(n) = | /n|

m

n—1
oum(n) = [In(n)|), la question Q 16 et le théoreme des gendarmes assurent que lim Z ﬂ =0.

b. On réduit ’expression entre crochet au méme dénominateur, puis on utilise 'inégalité triangulaire :

Z I: 1+52)(1+5n i _1:| Z ‘52‘ Z ‘En 1| Z |E7;5n 1| Z |8n|
Vi(n —1) 1+en Vi(n —1) Vi(n —1) Vi(n —1)

Dans un deuxiéme temps, on montre que les quatre sommes sont de limite nulle.

— Le changement de variable j = n—14 montre que les deux premieres sommes sont égales et la question

précédente, qu’elles tendent vers 0.
— La troisieme somme est de limite nulle comme le montre la question a appliquée a la majoration

i€ &
Z | 1°“n— Z| \ H8||OOZ | l|

— Enfin,

l€nl
En ~ mlep| — 0.
Sl oS s el
Partie IIT — Deuxiéme application (oral Centrale)

Q 18. La fonction z — In(sinz) est continue sur |0, 7/2] et sinx ~0t entraine In(sinz) ~ Inz. Or,
T— r—r
>0

1
/ In z dz est une intégrale de référence convergente, d’ou la convergence de I.
0

Q19. Un changement de variable bijectif de classe ' ne modifie pas la nature d’une intégrale et assure
I’égalité numérique des intégrales en cas de convergence. Ainsi,

I= /Oﬂ/z In(sinz)dx = /ﬂO In(sin(m/2 — u))(— du) = /ﬂ/Q In(cosu)du = J

(u=m/2—-2x) Jr/2
w/2 ™ T
I= / In(sinz)der = / In(sinu) du K= / n(sinz)dz + / In(sinz) dz = 21.
0 (u=r—=z) Jr/2 /2

Q 20. On calcule

/2 /2 /2
I+J= / [In(sinz) + In(cosz)] dz = / In(sinz cosx) dz = / In (; sin(2x)> dz
0 0 0

In2  [™/? In2 1 (7 K wln2
- +/ In(sin(2z))dx = _Ths / In(sinwu)du = — — e
2 0 (u=2z) 2 2 0 2 2
. . . min2
Par ailleurs, la question Q19 donne I +J = K, d'ou K = —7mln2et [ =J = — 5

Q 21. Soit n un entier naturel au moins égal & 2. Alors, la théorie des racines de 'unité donne

1
Xn 1= f[ (X o ezilﬂr/n) ZXk h eQikﬂ'/n)
k=1 k=1



en divisant par X — 1. En évaluant cette derniere identité polynomiale en 1, il vient, en utilisant, pour
simplifier le calcul, que n € R, d’ou |n| = n,

n—1 n—1 1
n = H (1 B e2ik7r/n _ H | —ikm/n _ 1k7r/n’ gn—1 H sin <k:> .
k=1

k=1 k=1

Q22. On peut appliquer la question 9 & I car la fonction x — In(sin x) est croissante sur |0, 7/2] comme
composée de deux fonctions croissantes sur cet intervalle. On a déja prouvé par ailleurs la convergence de
Iintégrale. Ainsi,

I:/On/zln(sint) L) nzln<sm( >> i [ﬁsln<kw>]

(Q:21)11n< n ):Wlnn_ m(n—1)ln2 7r1n2.
2n  \2n—1

2n 2n n—00 2

IV. Une étude de marche aléatoire

Q 23. Par hypothese, X,,(2) € {-1,1}. Si P(X,, = 1) =p, alors E(X,,) =p—(1—-p) =2p—-1 =0,
1 X 1 1
puisque X, est centrée. Ainsi, p = 3 et X, ~ Z/l({—l, 1}), donc n;_ ~ B <2>

Q 24. Notons U, = #{i € [1,2n]; X; = 1}. Par définition de la loi binomiale, U,, ~ B(2n,1/2) et
L2\ (1Y T 126
- () () (- 30)

Q25. Par définition, S,, = Z X; est une somme de n nombres impairs, donc de méme parité que n. Ainsi,
i=1
2

P(S, = ¢) = 0 pour tout ¢ de parité inverse de celle de n, donc si £ — n est impair. Posons Y; =

n
S
et S = ZYl = n2+ Y B(n,1/2) d’apres la question Q24. Si ¢ — n est pair,

i=1
{+n 1 n
P(S,=0)=P(S, =— | == t4n |-
2 2\
Q 26. Posons r, = ¢, — d,. Par hypothese, ¢, ~ d,,, donc r,, = 0(c,). En vertu du théoréeme admis,

ch—de+Zrk—de+o<Z )

k=1

ce qui est équivalent a Z L~ Z dp.

n—00
k=1

Q 27. Par définition, N,, compte le nombre d’indices i € [1,n] tels que A; soit réalisé. Autrement dit,
n

N, = E 14,. Par linéarité de ’espérance,
i=1

RIS SN
i=1 )

Q 28. D’apres la formule de Stirling,

1 (2i 1 (2 2i(e)2i><\/47ri_ 1
41\ i ) isoo 4% \ e i 2w \/mi




En appliquant les deux questions précédentes, il vient
"1 (1) 2
Nn) n:OO ; \/ 71'@ ~ ﬁ

Q 29. Introduisons les événements B; :< l'entier i est un indice d’égalité ». Pour calculer P(B;), on
commence par noter que P(B;) = 0 pour tout ¢ impair. On a aussi P(Bz,) = 1 comme mentionné dans
I’énoncé. Pour calculer P(By;), il suffit de s’intéresser aux indices ayant amené au tirage d’une boule

n
blanche, ce qui donne < ) possibilités distinctes. Parmi ces possibilités, les cas favorables correspondent
n

aux tirages tels qu’en 2¢ tirages, on ait tiré exactement 7 boules blanches, soit < > possibilités pour

7

2n — 2
les 7 premiers tirages, complétées par les < . > possibilités pour les tirages restant a effectuer, soit

n—1
2n
finalement, comme Mn_ZHB —ZHBQ,,

=1 =1
-1 n . .
21\ [2n — 21
PB = .
== () S (1))

4k 4k
vk . vk

limeg = 0 et e, > —1, les coefficients binomiaux étant positifs. En reportant dans I'expression de E(M,,),
il vient

2k 2k
Q 30. On a montré a la question Q 28 que < A > ~ On peut donc écrire < I ) = (1+¢€x) avec

gn—i v (1T+e)(14+eni) 1+e)(1+eni)

n— 4
E(Mn)zl—i-zmxmx o 1+e, = Zm 1+e,
1 — 1"‘1 1+ n—i
—1+7Z /i(n — ) ?g Viln—i) [ 61)—(F5n8 )_1}:1+\/ﬁ+0(\/ﬁ)~\/ﬁ

en vertu des questlons Q16 et Q17b.




