PSI* — Probléeme d’entrainement — Calcul approché de l’intégrale d’une
fonction continue sur un segment

Partie I — Sommes de Darboux (partie abstraite)

Pour f: [a,b] — R et une subdivision 0: a = 9 < 1 < -+ < x, = b, on appelle somme de Darboux une
somme du type
n—1
Z($k+1 — l’k)f(&c) ou Vk € [[0, n— 1]]2 Tr < fk < Tyl
k=0

On note &, 'ensemble des subvdivisions de [a,b] et 'on appelle diamétre de la subdivision o € Sa la
quantité (o) = [Jhax 1(£L’k+1 — x). On dit que o est réguliere si 21 — zx ne dépend pas de k, ce qui revient

EUAS

b—a
a dire que z = a + k —— pour un certain n € N* et pour tout k € [0,n — 1].
n

1. En se ramenant aux sommes de Riemann classiques, montrer que, si f est lipschitzienne et si les subdivisions
sont régulieres, alors les sommes de Darboux tendent vers l'intégrale de f sur [a,b] quand n tend vers l'infini.

2. On dit que f est uniformément continue sur I si
Ve >0, I >0, ¥(z,y) € I*: |o —y| <= |f(z) = Fy)| < e

On admet (théoreme de Heine vu en MPSI) que toute fonction continue sur un segment y est uniformément
continue.

a. Montrer que toute fonction lipschitzienne est uniformément continue.

b. Donner un exemple de fonction continue sur R et non uniformément continue et un exemple de fonction
uniformément continue sur [0, 1] non lipschitzienne.

c. Etendre le résultat de convergence des sommes de Darboux aux fonctions continues et aux subdivisions
quelconques quand le diametre de la subdivision tend vers 0. Formellement,

Ve >0, 3n >0, ¥n € N*, Vo = (z0,71,...,%n) € Sy

n—1 n—1 b
8(0) < @ = Y()ochen € [[[owsanii]: D (@1 —2r) f(&) —/ ft)yde) <el.
k=0 k=0 a
Partie IT — Méthode des trapézes (partie plus simple)
Soit f: [a,b] — R une fonction continue par morceaux. Soit a = zp < 1 < --- < x, = b la subdivision

réguliere de 'intervalle [a,b] en n intervalles. On approche f sur l'intervalle [z;,z;1+1] par la fonction affine
g; coincidant avec f en x; et en x;11. On définit g comme étant la fonction définie sur [a,b] dont, pour tout
i € [0,n — 1], la restriction & [x;, x;11] est g;.

Ti41 b b
3. Calculer / g(t) dt. En déduire / g(t) dt. L’approximation de / f(t)dt par / g(t) dt s’appelle méthode
des trapézes. lsourquoi ?
4. On suppose que f € ‘52([61, b]).

a. On pose

My = sup |f'(t)] et Ai(x):/%f(t)dt_(x_g;i)w'

a<t<h 2
Calculer Al(x), puis majorer |A%(z)| en fonction (notamment) de Mo.
b. En déduire une majoration de ‘Ai(xiﬂ)}, puis de

[ rwar- [ g

Pour quelles fonctions ’approximation donne-t-elle un résultat exact ?

5. Comparer le terme d’erreur de la méthode des trapezes avec celui de la méthode dite du point milieu : la

Ti + Tit1
2

fonction g est remplacée par une fonction h en escalier prenant la valeur f < > sur l'intervalle [x;, 2;11].



