DMS 2bis - PSI* — 2026 - 2027

Probleme 1

Dans tout le probleme, on considere une fonction f: Ry — R, continue, décroissante et de limite nulle
en l'infini. Pour w € RY, on considere les intégrales impropres

+00 +oo
I(w) = /0 f(t) sin(wt) dt & J(w) = ; f(t)] sin(wt)| dt.

s
On note a = — la période de t — |sin(wt)|. L’objectif du probléme est d’établir, sous certaines hypotheses

w
sur f, la convergence de ces intégrales et de calculer leur limite quand w tend vers +o0o ou, ce qui est
équivalent, quand a tend vers 0 par valeurs supérieures.

Partie 1 — Etude d’un exemple

Dans cette partie, on pose f(t) =e .

Q 1. Justifier que les intégrales I(w) et J(w) sont convergentes pour tout w > 0.

Q2. Calculer I(w) et déterminer lim I(w).

w—+400
Q 3. Montrer que
0 a
J(w) = Z e_”“/ e 'sin(wt) dt.
n=0 0
P o w(l+e) , . .
Q4. En déduire que J(w) = 0T w?) (1= et déterminer wgrfoo J(w).

Partie 2 — Etude de J quand f est intégrable sur R,

On suppose dans cette partie que f est intégrable sur R .
Q 5. Justifier la convergence de J(w) pour tout w > 0.

Q 6. Pour n € N*, justifier 'encadrement
n+1 n n
/ Flat)dt <3 f(ka) < £(0) + / F(at) dt.
0 P 0

En déduire la convergence de la série Z f(na), puis que, si f n’est pas la fonction nulle,

00 1 [+
S(a) =) f(na) ~ — ft)dt.
27 2y

Q 7. Montrer que
Jw)=>Y / ’ f(t + na) sin(wt) dt.
n=0 0

Q 8. Montrer ’encadrement

2 fna) < J@) < 2 f(na).
n=1 n=0

wW—>+00

+o00
En déduire l'existence de lim J(w) et sa valeur en fonction de / f(t)dt.
0

1



Partie 3 — Etude de 1 quand f est de classe €*
Dans cette partie, on suppose que f est de classe €.

+o0
Q9. Montrer que l'intégrale f'(t) cos(wt) dt converge absolument pour tout w > 0.
0

Q10. En déduire que l'intégrale I(w) converge pour tout w > 0. Déterminer sa limite quand w tend vers +oc.

Partie 4 — Etude de I dans le cas général

Le but de cette partie est d’étendre les résultats de la partie 3 quand f est seulement supposée continue.
Pour n € N, on pose

a
Uy = / f(t + na) sin(wt) dt.
0
Q 11. Montrer la convergence de la série Z(—l)”un.

o0
Q 12. Montrer que I(w) converge et que I (w) = Z(—l)"un.

n=0

Q 13. Montrer que I(w) est positive et déterminer lim [(w).

w—+00

Probleme 2

Le but de ce probleme est d’établir, dans le cas particulier d’une fraction rationnelle, une célebre formule
d’intégration complexe (théorie de Cauchy), dite formule des résidus et de ’appliquer & un calcul d’intégrale.
On rappelle que la fonction signe est définie par sgn(z) =1si z > 0, sgn(z) = —1 si z < 0 et sgn(0) = 0 et,
a toutes fins utiles, que la fonction logarithme est définie sur R} et pas ailleurs...

Q14. Soit z=a+ibe C\R.

xT

1
a) Montrer que t — n’est pas intégrable sur R, mais que lim —— =insgn(Im(z)).
t—=z z—=+oo J_ .t —2z
oo dt
b) Montrer que pour m € N, m > 2, on a / — =0.
o (E—2)™m

k
Dans les deux questions suivantes, on considére P et @), deux polynomes de C[X] avec @ = H(X —zp)™
/=1

non constant & racines dans C \ R et deg(P) < deg(Q); la fraction est irréductible, ce qui signifie que
P(zp) # 0 pour tout £ € [0, k]. On admet qu’il existe une décomposition en éléments simples unique de la

k nyg
P a
fraction rationnelle F' = @ et qu’elle est de la forme F = E E ﬁ ou les coefficients a, s appar-
(=1 s=1

tiennent & C. Pour ¢ € [1, k], on note Res;,(F') = ay le résidu de F' en z.

Q 15 (Formule des résidus). On suppose que deg(P) < deg(Q) — 2 et qu’en outre, z; ¢ R pour ¢ € [1,k].
Montrer que F € £ (R) et que

+o0 k
F(t)dt =ir ) sgn(Im(z)) Res.,(F).

o =1

Q 16. Montrer que si z, est une racine simple de @), alors Res,, (F) =

2



oo dt
Q 17. En utilisant la formule des résidus, calculer / ——
oo 1 tH

/2
Q 18. Déduire de la question précédente la convergence et la valeur de / Vtantdt.
0

+oo tP

Q 19. Dans cette derniere question, on calcule I, = / m

—00

a) Pour quels couples (p,n) € N2 I'intégrale est-elle convergente ? Que vaut alors I, ,, si p est impair ?

b) Exprimer les racines de X" + 1 sous forme exponentielle.

2p+ )\
c) Montrer que, sous les hypotheses de convergence définies en Q19a, I, =7 [n sin (W)] .

Probleme 3

On rappelle que tout entier naturel se décompose de maniére unique en une somme de puissances de 2
s—1

deux a deux distinctes, soit n = Z 2" avec ng < ny < --- < ng_1. Cela correspond au développement en
k=0

base 2 utilisé en informatique. Par exemple 13 = 8 + 4 + 1 = 23 + 22 + 29, gécrit 1101. Pour n € N, on

note sa(n) le nombre de puissances utilisées par ce développement, qui est donc aussi la somme des chiffres

de I’écriture de n en base 2. On a ainsi s2(13) = 3. On convient raisonnablement que s2(0) = 0 (somme vide).

Q 20. Ecrire 38 en base 2 et vérifier que s(38) = 3.

Q 21. Pour n € N, exprimer s2(2n) et s2(2n + 1) en fonction de sa(n).

1
Soit k € N*. On définit Ay = Z -,
n>1 n

sa(n)=k

Q 22. Calculer A;.
Q23. Pour k € N* et p € N, déterminer #{n € [27,2°P71]; so(n) = k‘} En déduire que la série A, converge.

Q 24. Soit (uy) n>1 Une suite positive. Montrer que Z Unp Converge si, et seulement si, Z Uy, €t Z U2n+1

convergent et qu’en cas de convergence, E Up = E U + E UQp+1-

n=1 n=1 n=0

Q 25. En utilisant les questions précédentes, montrer que, pour tout k > 2, Ay = Ap_1 + Bj avec

1 1
By, = -2 — = .
F Z <2n 2n+1>

n=1
sa(n)=k—1

Q 26. Calculer lim Ay.
k—o0



