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Exercice 1. Déterminer la primitive de la fonction cosinus s’annulant en 0 en utilisant les sommes de Riemann.

Probléme 1. La transformation d’Abel; application d la convergence de séries trigonométriques

Partie I. Transformation d’Abel
Soient (ak)g>; et (bx)s; deux suites réelles ou complexes. Soit, pour tout n > 1, la somme partielle

A,=a;+as+ -+ ay.

1. Montrer l'identité suivante (transformation d’Abel) :

n n—1
Z agby = Z Ap (b, — bry1) + Apby.
k=1 k=1

2. On suppose que (Ay), est bornée et que (by), est positive, décroissante et de limite nulle. Montrer la convergence
de la série de terme général apb,. Ce résultat, appelé théoreme d’Abel, est utilisé dans la suite de I'exercice.

k
3. Soit ¢ # 1 un complexe de module 1. Montrer que la série de terme général Wk est convergente. Est-elle
n

absolument convergente ?

4. On dit que la série réelle g up, est une série alternée si, pour tout n, uptp1 < 0, limwu, = 0 et si (Juy|),, est
décroissante. En utilisant le théoréme d’Abel, montrer que les séries alternées sont convergentes.

Partie II. On s’intéresse dans cette partie a la convergence des séries

> sin(k0 > cos(kf
S.(0) = k(a) & Col0)=> k(a ).
k=1 k=1

5. Traiter le cas 6 € 7Z.
6. Quelle est la nature des deux séries pour o > 17
7. Déterminer la nature des séries Cy(0) et So(0) si 0 < o < 1.

8. Etudier la périodicité et la parité de S, et de Cy. En déduire qu'il suffit d’étudier ces fonctions sur I'intervalle
10, 7r[. On suppose désormais que 0 < 6 < 7.

9. Montrer que, pour 0 < « < 1, les séries C, (6) et S, (0) sont semi-convergentes, c’est-a~dire convergentes, mais

pas absolument convergentes. On pourra remarquer que, pour tout réel z, |cosx| > cos® .

10. Soit f une fonction de classe C! sur un segment [a, b]. Montrer le lemme de Riemann-Lebesgue :

b
VA eR: lim sin(At) f(t)dt = 0.

A—+o0 J,

11. Vérifier que

. n sin ((n + %) 9) 1

VY(n,0) € N*x 10, n| : E kt) = ——~——+=2 7 —

(n,0) € N*x 10, 7| 2 cos(kt) 28111% 5

sin(k0)

En écrivant —

de Sl (9)

comme une intégrale entre 0 et 7, en déduire une expression intégrale des sommes partielles

12. En déduire la somme de la série S1(6) sur [0, 7] et la représenter sur [—2m, 27].
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Exercice 1. Rappelons le théoréme relatif aux sommes de Riemann. Si f: [a,b] — C est continue, alors

Jdm Zf( )= Zf( )= [ o

La formule se comprend facilement en interprétant les deux sommes comme les sommes des aires des rectangles a
gauche pour la premiére, a droite pour la deuxiéme. Il s’agit donc ici d’évaluer les sommes de Riemann correspondant
T

a l'intégrale costdt. En passant par 'exponentielle complexe, qui permet d’introduire une somme géométrique,

0
et en considérant les rectangles & gauche, ici plus pratiques, il vient

n—1 iz iz/2 iz/2 —iz/2 .
Zexp (1kx) oet—1 el elv/2 —e7iz/2 i(n—1)z/2n 218in(z/2)

Celz/n 1 elz/2n X elz/2n _ o—iz/2n € 2i sm(x/Qn)

n— (n=Dz\ . (z
sz:lcos (ﬁ?) = %Re (Sn(:p)) = veos ( 27} 2 Sl (2) — 2 cos (g) sin (g) =sinz,

nsin (£)

en utilisant in fine I’équivalent sinu ~o U et la continuité de la fonction cosinus. Le résultat n’est pas trop sur-
u—r

prenant...

On peut aussi utiliser les formules de trigonométrie (c’est facile si I’on connait le résultat, plus astucieux sinon...)

2s1n( )ZCOS( > ZQSIH( )COS<7>:§[Sin<W>_Sm<W>]

k=0
. ((2n—1) y
o (2200 (1) Zl ko osin (PF00) +wsin () |
=gin [ ——%— sin ( — cos = sin z.
2n 2n 2n sin (%) n—00

Les deux expressions de la somme de Riemann sont distinctes, mais bien évidemment égales.

Probléme 1. Partie I

1. Le plus simple est de raisonner par récurrence sur n. Pour n = 1, 'identité est a1b; = a1b1. En admettant la
formule & I'ordre n, il vient

n+1 n—1 n
> apbe = Ag(br — bryr) + Anbn + (Angr — An)bngr = Y Ap(by — ber1) + Angibnss.
k=1 k=1 k=1

11 est toutefois plus élégant, et pas vraiment plus compliqué, d’obtenir la formule directement, ce qui ne présuppose
pas sa connaissance : en posant Ag = 0, il vient

n—1 n—1
Zakbk = Z (Ap — Ap—1)be = —Aob1 + Y Ap(bk — bryr) + Anbn = > Ag(br — bi1) + Anbn.
k=1 k=1 k=1

La transformation d’Abel est une version discréte de 'intégration par parties, fort utile. Naguére au programme,
on la retrouve de temps en temps dans les problémes en question intermédiaire.

2. On suppose qu’il existe M tel que, pour tout k, |Ax| < M et que (by), est décroissante et positive. Alors, la
suite (by — br+1);, est positive et 'on peut majorer

> | Ak(or = brar)| D Mlbe = bga| = MY (b — bggr) = M(by — bn) < Mby.

Il s’ensuit que la série de terme général Ay (by — b1 1) est absolument convergente, donc convergente. Comme, de
plus, A,b, = O(by) et que limb, = 0 par hypothése, on a donc lim A,b, = 0 et la série de terme général ayby



converge et l'on a, ce qui n’est pas demandé,

Z akbk = Z Ak(bk — bk+1).
k=1

k=1

3. Pour un complexe ¢ de module 1 différent de 1, on a
I e

11—

n
P
k=1

1
Comme la suite (> est décroissante et de limite nulle, les hypothéses du théoréme prouvé a la deuxiéme
NKJ/ g2

question sont vérifiées, d’ol1 la convergence de la série. Si ( = 1, on ne peut pas I'appliquer, et ce n’est pas étonnant,

vu que la série de terme général 1/1Ink est divergente (on a —— > — pour tout k£ > 2). Ainsi, pour ¢ # 1, la série

Ink ~ k
k

Z Lk est convergente, mais pas absolument convergente. On dit parfois qu’elle est semi-convergente (ou on ne
n

dit rien du tout car le terme n’est pas trés heureux).
4. Avec les notations des questions 1. et 2., si 'on pose a, = (—1)¥, alors A, € {—1,0} et la suite (4,), est donc

bornée. Les autres hypotheses — (by),, décroissante de limite nulle — sont conjointement celles du critére spécial
et de la question 2. Le critére se déduit donc de la question 2.

Partie 11

5. Posons 0 = nx. Alors, la série S, (nm) est la série nulle. Ce n’est pas passionnant, mais elle converge. On a

o (=1)*
W (2pm) = Zk Ca((2p+ D) =) e

k=1

Il s’ensuit que Cq(2pm) converge si, et seulement si, & > 1 (série de Riemann) et que Cy((2p + 1)7) converge, si,
et seulement si, & > 0 (série de Riemann alternée, semi-convergente si 0 < o < 1, question 4).

6. Le terme général des deux séries se majore en valeur absolue par k=% d’ou la convergence absolue si a > 1.

ik6

7. Le raisonnement fait a la question 3 s’applique a la série Z en remplagant Ink par k%, ce qui donne la

convergence de la série complexe, d’ou celle de Cy(0) et de S, (6), qui en sont respectivement les parties réelle et
imaginaire.

8. Les deux questions précédentes montrent que S, et C, sont bien définies sur R pour tout o > 0. Il est clair que

i(0+T) _ ko

. . 21
S, est impaire et que C, est paire. Enfin, e e*T donc 6 — " est == périodique. 11 s’ensuit que

Cq et S, sont 2w-périodiques ce qui, associé a leur parité et au fait que 'on connait les fonctions sur 7Z, justifie
que l'on peut se contenter de les étudier sur |0, 7|

9. Ainsi qu’obligeamment suggéré par ’énoncé, on a, pour tout (k,6) € N*x |0, [,

1 + cos (2k0)

| cos(kB)| = cos®(k0) = 5 > 0.
cos(k6
Pour 0 < a < 1, on en déduit la divergence de la série de terme général ‘l-c(a)" minorée par la somme d’une
cos(2k6 1
série convergente — de terme général 2(14,-@) — et d’une série divergente — de terme général — Spa donc

positive divergente.
On raisonne de maniére similaire pour S, () en utilisant

1 — cos (2k6)
—

Conclusion : les séries S, (0) et Cy(6) sont convergentes, non absolument convergentes, i.e. semi-convergentes.

| sin(k0)| > sin®(kf) =



10. On réalise une intégration par parties en dérivant la fonction. Avec A > 0, il vient

/ab sin(\) f(t) dt = { COS)(\M)f(t)T +/bCOS/(\/\t)f’(t) dt
/absin()\t)f(t)dt‘ [f (@) + 1f(0)] ()’”f /yf i = (1)K0'

Remarque : avec des notations classiques sur les espaces vectoriels normés, la majoration s’écrit

b /
/ Sin(At)f(t)dt‘ < AWl 17,

11. C’est peu ou prou la formule obtenue dans I'exercice, c¢’est pourquoi il est simplement demandé de la vérifier
ce qui est plus simple que de l'obtenir et peut se faire pour changer par récurrence (méme si la méthode proposée

dans le corrigé de l'exercice est meilleure)
0 30 6
cosf = sin < 5 ) — sin (2>, cas particulier de la formule de linéari-

— pour n = 1, c’est la formule 2 sin

sation 2sinacosb = sin(a + b) + sin(a — b)

— On suppose maintenant la formule correcte a 'ordre n — 1. Il vient
n . _ l . _ l . Q
Zcos(kﬁ) N ) ((n 02) ’) . + cos(nf) = sin ((n ~ 5)9) _'T29sm (3) cos(nf) -
k=1 2sin 5 2 2sin 5 2
sin((n-3)0) +sin((n+ )6) —sin((n-36) 1_sin(n+e) 1
a 2sin ¢ 2 2sin? 2

en utilisant la méme formule de linéarisation

in(k6 T
sin(k0) / cos(kt) dt, d’on
0

On écrit & présent —

/” (sin((n+§) t) 1) y
0 2sin & 2 '

Zsmk /0 ;cos nt

k=1

12. On reprend 'expression obtenue a la question précédente
m™—0

_H—/Wsm n—l—l X dt
0 2 2sin n—eo 2

i sin(kf) w
ko2

k=1

y est de classe €' et

En effet, la fonction sin(#/2) ne s’annulant pas sur le segment [0, 7], la fonction ¢t — ;
sin £
2

le lemme de Riemann-Lebesgue s’applique
——— pour tout 6 €]0, 7| et 'on constate que la formule vaut aussi en 7 (mais pas en 0)

On a ainsi S1(6)
Comme S; est impaire et 27-périodique, cela permet de trouver l'expression sur [, 27|

V0 € [, 27 S1(0) = S1(0 — 27) = —S1 (27 — ) = — " (22”_ o) _ ”;9.
el—m,0[ €10,7]

La formule est donc vraie sur |0, 27| et 'on conclut par imparité



La fonction 5y
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import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

plt.figure()

plt.axhline()

plt.axvline()

X, Y = np.array([0, 2 * np.pi]), np.array([np.pi / 2, -np.pi / 2])
plt.plot(X, Y, color = ’blue’)

plt.plot(-X, -Y, color = ’blue’)

plt.scatter([-2 * np.pi, O, 2 * np.pi], [0, O, 0], s = 1B)
plt.annotate(text = ’$-2\pi$’, xy = (-6.7, 0.1))
plt.annotate(text = ’$2\pi$’, xy = (6, 0.1))
plt.annotate(text = *$\pi/2$’, xy = (-0.82, 1.52))
plt.annotate(text = *$-\pi/2%’, xy = (0.1, -1.6))
plt.title("La fonction $S_1$")
plt.savefig("S1-DM1_25-26.png")

plt.show()



