Fonctions continues par morceaux PSI*, 2025-2026

6. CONTINUITE PAR MORCEAUX— CORRIGES

Exercice 5. 1. Soient f € Cgm_(I) et g € C°(J). L'hypothése f(I) C J permet de définir la fonction go f. Soient
[a,b] C I et a=z9 <z <---<xp=> une subdivision de [a, b]. Alors, les restrictions de g o f aux intervalles
ouverts |x;, ;1] sont continues par composition de deux fonctions continues et admettent des limites a droite
en x; et a gauche en x;,; par composition des limites. Comme J est un segment, la fonction g est continue sur
un segment, donc bornée, donc ces limites sont finies et g o f est donc continue par morceaux.

Si J n’est pas un segment, cela n’est plus nécessairement le cas, comme le montre le contrexemple suivant :
f:0,1] —]0, 1] définie par f(0) = 1 et f(z) = x si x €]0,1] et g: ]0,1] — Ry définie par g(x) = 1/x. Alors,
lim g o f(z) = +00 et g o f n’est donc pas continue par morceaux.

z—0
>0

1

2. Il est clair que f o g est bien définie, puisque g(J) C I. Posons g(x) = zsin <>, prolongée par continuité
x

en 0 (par la valeur 0). Alors, g est continue sur, disons, le segment [0, 1], la fonction d’Heaviside H est continue

par morceaux et H o g: [0,1] — {0,1} est discontinue en tout point de la forme z = o avec k € N*| donc en
T

un nombre infini de points, ce qui montre qu’elle n’est pas continue par morceaux.

3. Par hypothése, f est continue et strictement monotone et réalise donc par restriction une bijection du segment
J = [a,b] sur son image K, qui est un segment inclus dans I. La restriction f| K est continue par morceaux.
Soit yo < y1 < -+ < y, une subdivision associée a fx. Posons z; = f_l(yi) si f est strictement croissante et
z; =g ' (yn_s) si f est décroissante.

Alors, a = xg < -+ < x, = b forme une subdivision de [a, b] associée & la fonction g o f; en effet, g envoie

|Yi, yit1] sur |a;, xi41] si g est croissante (resp. |Yn—i, Yn—it1[ si g est décroissante) donc la restriction de fog
a cet intervalle est continue. La composition des limites assure que f o g admet des limites finies & droite et a
gauche des points de la subdivision donnée par les x;, qui sont les limites & droite et & gauche de g aux points
yi, ce qui clot la justification.
Remarque. Si g est croissante, mais non strictement croissante. Alors, g*1 n’est pas définie, mais I'image ré-
ciproque ¢! ({yl}) est, elle, bien définie, et est égale & un segment inclus dans [a,b]. On prend alors pour
subdivision ’ensemble des extrémités de ces segments. Le raisonnement est le méme que dans le cas strictement
croissant, & ceci prés que s’ajoutent d’éventuels intervalles sur lesquels f o g induit par restriction une fonction
constante.

Exercice 6. Un sens est évident : la somme d’une fonction continue et d’une fonction continue en escalier est
la somme de deux fonctions continues par morceaux et est donc continue par morceaux (structure d’espace
vectoriel).

Soit f: [a,b] — C une fonction continue par morceaux et a = x9 < 1 < --- < x, = b la subdivision
minimale associée, constituée, comme on le sait, des points de discontinuité de f. Notons & = {zg, z1,..., 2, }.
Comme suggéré, on commence par le cas oul, pour tout z; € S, xh_}rr% f(z) = ¥; existe. Soit f le prolongement

par continuité de fijq5)\s & [a,b]. Ce prolongement existe bien (du fait de la coincidence des limites & droite et

. {f(ac) siz g S

a gauche aux points ;) et est défini par f(z) = ’ ] . Alors,
i siz = x;.

e=f—f= Z (f(@) = £i) Lz
=0

est bien une fonction en escalier (en l'occurrence, nulle partout sauf en un nombre fini de points) et l'on a
f = f + e, comme d’une fonction continue et d’une fonction en escalier.

On suppose maintenant que f est seulement continue par morceaux. On lui associe de méme sa subdivision
minimale § = {xg,x1,...,2,}. On va décomposer f en la somme d’une fonction g; vérifiant les hypothéses du
cas précédent et d’une fonction en escalier. Il faut pour cela « corriger » les sauts de «; a 3; aux points x;, ol
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Vie[l,n—1]: a; = Ih_)Ig}lZ flz) & Bi= xh_)ng}zf(a:)
r<x; r>x;
n—1
Posons ainsi e = Z(BZ — ;)1 b et g = f —e. Il est clair que e est en escalier comme somme de fonctions
i=1
indicatrices d’intervzzilles, donc somme de fonctions en escalier, lesquelles forment un espace vectoriel. Soit alors
jel,n—1]. On a

j j—1
lergj g(x) — xli_)rrxlj g(x) = [ﬁj - Z(ﬁz — ai)] - [aj - Z(/Bz - Oéz‘)] =0,

T>T; <, =1 =1

ce qui montre que g vérifie bien les hypothéses du premier cas et termine la démonstration.

n—1
Attention & bien considérer la fonction e proposée et pas Z(Bz - ai)]]‘]l'i,xi 4] car les décalages s’additionnent
i=1
alors au fur et & mesure.
Exercice 7. 1. Il est clair que ¢ est de classe C* sur R*. La fonction sinus étant bornée, on a ¢(x) = (z?),
T—
x#0

donc on peut prolonger ¢ en une fonction continue par ¢(0) = 0.

Pour la dérivabilité (et la dérivée) de ¢ en 0 il faut revenir a la définition et l'on trouve RS2 Ak A\

zsin(1/z) = O(z), donc ¢'(0) = 0. Enfin, sur R*, on calcule

¢ (z) = 2w sin (;) — cos (;) )

1
Le premier terme a pour limite 0 quand x tend vers 0 et, pour xy = Toona cos(1l/xzy) = (—l)k, qui n’a pas de
T

limite quand k tend vers I'infini, donc assure que ¢’ n’a pas de limite en 0. Ainsi, ¢ est une fonction dérivable,
mais pas de classe C'.

2. Par hypothése, on a f(a+h)— f(a) o hf'(a) < 0, ce qui montre que f prend, au voisinage de a, des valeurs
—
h>0
strictement inférieures & f(a). De méme, f(b)— f(b—h) o hf'(b) > 0, ce qui montre que f prend, au voisinage
—
h>0
de b, des valeurs strictement inférieures a f(b).

La fonction f étant continue sur le segment [a,b], elle admet un minimum, atteint en, disons, ¢ € [a, b]. La
discussion locale ci-dessus montre que ¢ ¢ {a, b}, soit ¢ €]a,b[, d’ou f'(c) = 0.

Alternativement, la discussion locale montre qu’il existe hy > 0 tel que f(a + h1) < f(a) et hy > 0 tel
que f(b— ha) < f(b). Corrélativement, f n’est pas strictement monotone sur [a,b]. Or, on sait qu’une fonc-
tion continue et injective est strictement monotone (corollaire du TVI). Donc f n’est pas injective et il existe
a<u<v<btels que f(u) = f(v). Le théoréme de Rolle permet de conclure a I'existence d’un zéro de f’.

3. Supposons que f'(a) < £ < f'(b). Alors, la fonction g définie par g(t) = f(t) — ¢t vérifie les hypothéses de la
question 2, d’ou lexistence de c tel que f'(c) = ¢'(c)+¢=£. Si f'(a) > £ > f'(b), on se rameéne au cas précédent
en considérant — f.

Exercice 8. 1. Si f et g appartiennent a Cgm,(([a, b]) et si oy (resp. oq) sont les subdivisions minimales associées
a f (resp. g), alors 0 = o U 04 est une subdivision de [a, b] adaptée a la fois, & f, & g et & toute combinaison
linéaire A\f + pg de ces deux fonctions. En particulier, sur tout intervalle [z;, z;+1] de o, on a

—_—

>\f + Mg(xi,mi+1) = )‘f(aci,aci_,_l) + HY(zs,511)
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Alors, la linéarité de l'intégrale des fonctions continues sur [z;, x;+1] et le théoréme et définition 1 donnent

b n—1 Titl _— n—1 Ti4+1 Tit+1
JICYEITICETES SY INPYEYTSIINCE S S [A [ @t [ g ® dt]
a i=0 VT i=0 i i
n—1 Tit1 n—1 Tit1 b b
i=0 7 Ti i=0 v ¥i @ @

2. On considére la subdivision § = Sy U {b}, ou Sy est la subdivision minimale de f et on applique le théoréme
et définition 1.

Exercice 12. 1. Comme la fonction sin(z~?) n’a pas de limite en 0 (car § > 0, d’ou hII(l) 277 = 400) et est
r—r

>0
bornée, f, g se prolonge par continuité en 0 si, et seulement si, lir% % =0, donc pour a > 0.
T—

x>0
2. Les formules de dérivation donnent f,, 5(z) = azx® Lsin(z™?) — Bz P L cos(z™") pour z € RY .

Toutefois, 'on sait que si féﬁ () admet une limite finie quand x tend vers 0 par valeurs supérieures, alors f, g
est dérivable a droite en 0 et sa dérivée a droite en 0 est la valeur de cette limite. Montrons que c’est le cas si, et
seulement si, « — 8 —1 > 0 et qu’alors, la limite est nulle : la condition est clairement suffisante, puisque les deux
puissances de = tendent alors vers 0. Dans le cas contraire, considérons la suite des f, g(zx) avec m,;ﬁ = 2km,

k € N*: on a alors f&,ﬁ(xk) = 75:627671, qui est de limite infinie.

Malheureusement, cette approche ne donne qu’une condition suffisante de dérivabilité en 0. C’est pourquoi il
faﬂ(‘r) - fa,ﬂ(())
z—0
premiére question, f, g est dérivable en 0 si, et seulement si, & > 1 et I'on a alors f&,ﬁ(o) = 0. Ce qui précéde

faut se ramener au taux d’accroissement, ce qui est trés facile car = fa—1,(x). Ainsi, par la

montre que f est de classe C! sur Ry si, et seulement si, « — 8 —1 > 0.

3. Supposons que f, g est dérivable en 0, donc que v — 3 —1 > 0. On calcule a nouveau le taux d’accroissement :

L) — f (0 Iz
fa,,B( ) Oa,ﬁ( ) _ a,ﬁ( ) B sin(as_'g) — BpB2 cos(x_ﬁ)
xr — xr

admet une limite finie en 0 si, et seulement si & — 5 — 2 > 0 (par exactement le méme raisonnement que pour
la dérivée).

Pour avoir un développement limité & I'ordre n de f, g, il suffit d’avoir f, g(x) = o(z"), donc o > m. Ainsi,
T—>

en prenant par exemple 3 = o = n + 1, la fonction f, g admet un développement limité a I'ordre n, mais n’est
pas deux fois dérivable en 0.

Exercice 13. 1. Appliquons la formule de Taylor-Young a 'ordre deux en 0. Il vient

1) £(2h) = £(0) + 2n7'(0) + 20

0 1(0) + ol(20)?) = F(0) + 201(0) + 20 "(0) + o{1?)
(2) F(h) = £(0) + hf'(0) + 2

2
57/"(0) +o(h?)

En faisant (1) — 2 (2) + f(0), il vient f(2h) — 2f(h) + f(0) = A% f”(0). La limite demandée est donc
o 1) =200+ 1O

h—0 h?
En poussant le développement limité & 'ordre 3, on trouve de méme

. f(3h) B 3f(2h) + 3f(h) B f(O) /i
f 13 = /70,

2. L’idée est de calculer de deux maniéres différentes le DL a l'ordre n en 0 de la fonction T'(x) = (1 — e*)" et
d’identifier les coefficients de ce développement limité.
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EnO,onae® -1~z dou (1 —e*)" ~ (—1)"z". En termes de DL, cela s’écrit
T(x)=(1—-e")"=(—1D)"2" +o(z") =0+02x+ -+ 0™+ + 02" 1 + (=1)"z" + o(z").

D’aprés la formule du binéme, puis en dérivant r fois et en prenant enfin x = 0, il vient successivement

T(z) = zn: (Z) (—D)kekz, T () = Zn:(—l)k <Z> R

k=0 k=0
T(T’) _ _1\k n T
0 =314 ()
k=0
D’autre part, T est de classe C° et 'on peut appliquer la formule de Taylor-Young :
~T"(0) , n
T(:L‘):ZO e + o(x").

Or, le DL est unique et I’on peut identifier avec le résultat obtenu a la question précédente, ce qui donne bien

TOO) 1 <~ (™ _ )0 sir<n,
(3) r | _T!kZ:O( 1 <k>k {(—1)"

sir=n.

3. On généralise le calcul effectué a la premiére question. La formule de Taylor-Young donne, pour k& € [0, n],

. ( h)r T niprn . k:rhr T n

fh) = === F70) + o(k"h") = 3 == F7(0) + o(h").
r=0 r=0

3.b. D’aprés la question 2 et en intervertissant les sommes a la ligne 3,

n n n

NI WIEIED (2_; M o) + o(h”))

k=0 k=0 =0
:n_nfkn ”krhr (r) n_nfkn n
) () (2% "y <o>>+k2:0< (o
—(_1\n - L (r) < _1\k n r n
3 O 0 () o)
Osir;é‘Terar (3)
= (-1 2 O 0) -1y 1t o(1) = 7 £ (0) + o(n),
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