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Exercice. 0. Déterminer les couples (a,b) € R? et représenter graphiquement 'ensemble D des
a

141t

+oo
points M (a, b) pour lesquels I'intégrale / dt converge.
0

Probléeme 1

On rappelle la formule de Stirling : n! ~ <E)n 27mn.
e

boodt teo e
PournEN*,onposeIn—/ —etKn—/ —_—.
o (L4t o (14t

1. Justifier 'existence de I,, et montrer que I,, > 27"

2. Justifier I'existence de K,, et calculer Kj.

oo dt 1
3. Montrer que / — =0 . On pourra minorer 1+t* par un polynéme du premier
o (@) n2n

degré.

4. En déduire que I, ~ K,,.

1
5. Montrer que K11 = (1 — 2—) K, pour tout n € N*.
n

6. En déduire une expression non intégrale de K, utilisant un coefficient binomial.

n
7. En utilisant la formule de Stirling, donner un équivalent de ( ) quand n tend vers l'infini.
n

En déduire un équivalent de I,,.

vn w2\ "
8. Montrer que, pour tout n € N*, \/nl, = / (1 + —) du.
0 n

9. Pour u € R;, déterminer liril (14 u?/n)™.
n—-+0oo

10. Montrer que, si x € [0,1], alors 2In(1 + z) > z. En déduire que
u2 " 2/9
Vu € [0,/n]: (1+—) <e /2

n

+oo +0o0
11. (3/2). Montrer que / e~ du converge. On admet que lim v/nl, = / e du.
0 0

n—oo

+0o0
11. (5/2). Montrer que lim /nl, = / e du.

“+oo “+o0o
12. En déduire les valeurs de / e du et de / e /2 4t
0

—00

+
13. Déterminer un équivalent quand x tend vers +oo de / e /2 du.
x



Probléme 11

Ce probleme traite du développement en série entiére de I’exponentielle et estime certains restes
liés a cette série. On y développe aussi en passant une démonstration de la formule de Stirling.
Dans un souci de cohérence logique, 'utilisation de cette formule est donc proscrite jusqu’a ce
qu’elle soit démontrée (question 26).

Partie 1 — Ezxponentielle tronquée

Pour x réel strictement positif et n entier naturel, on pose

- nkl‘k & nkl‘k
To(z) = et Ru(r) = > o
k=0 k=n+1

14. Justifier U'existence de R,,(x). Rappeler la valeur de la somme T),(z) + R, (z)?

15. En appliquant la formule de Taylor avec reste intégral a une fonction bien choisie, puis en
effectuant sur I'intégrale un changement de variable, prouver que

ene pntl o
Vr € R, VneN: Ry(a) = — o / (te=t)" dt.
0

n!

n+1
n n

Soit y un réel strictement positif. On pose a,, = A
n!

. An+1 4 1o . - .
16. Calculer lim —=. En déduire que, siy < ¢!, alors lim a, = 0.
n—-+4o0o ap, n—-+oo

17. Dans cette question, on fixe x €]0, 1[. Apres avoir étudiée sur R, , montrer que la fonction
t +> te~" admet, sur [0, 2], un maximum M, et que M < e '. En déduire que R,(z) = o(e™) quand

n tend vers U'infini, puis que T,(x) ~ .
n——+o0o

“+oo
18. Déterminer la nature de I'intégrale / (te_t)n dt et montrer qu’elle vaut n!n~""'. En utili-
0

sant la question 15, en déduire que

nn+1 +oo an
T.(z)=e oy /x (te™")" dt.
19. En déduire alors que, si x > 1, alors T,,(x) = 0(e"*) lorsque n tend vers +o0.

Indication : On pourra utiliser, en la justifiant, Iinégalité (te™)" < (we )" 'te™" pour tout

t>x>1.

Partie 2 — M¢éthode de Laplace

+oo
Dans la suite, on admet la formule donnant I'intégrale de Gau$ : / e 12t = \or.



Soit f: [~1,1] — R une fonction de classe C* sur laquelle on fait les hypotheses suivantes
H1: f(0) =1;
H2 : f7(0) = —1;
H3:Vzre]—-1,1[\{0}: 0 < f(x) <1

H4 : les nombres f(—1) et f(1) appartiennent a l'intervalle [0, 1].

Pour z €] —1,1[\{0}, on pose ¢(z) = —% In (f(z)).

20. Montrer que f'(0) = 0 puis déterminer k = hII(l) ©(z). On prolonge dorénavant ¢ en posant
T—
p(0) = k.

21. Montrer que la fonction ¢ est minorée sur | — 1, 1[ par un réel strictement positif. En déduire
I'existence d’'un réel a > 0 tel que, pour tout = € [—1,1], on ait f(z) < e e

Pour tout n entier naturel non nul, on définit une fonction g, : R — R par

i ={ (7)) #reloviva

0 sinon.

22. On admet dans cette question le théoreme suivant :

Théoreme de convergence dominée. Soit I un intervalle non trivial. Soient f,: I — R des
fonctions continues par morceauzr. On suppose que :

i) Pour tout x € I, la suite (f,(x)) est convergente et f: x — nh_}ngo fn(x) est continue par
MOTCEAUT ;

ii) il existe une fonction h: I — R, , intégrable sur I, telle que, pour tout (n,x) € N x I,

| fol()| < h(z).
Al li w(r)dr= [ 1 w(x)de =
ors, lim ]f (x)dx / 1nr010f x = /f

n—oo
a. Montrer que chaque fonction g, est continue par morceaux sur R.

b. Déterminer lim g,(z) pour z € R.
n—oo

“+o00

c. En appliquant le théoreme de convergence dominée, déterminer lim gn(z) dz.

n—oo [_ o

d. En déduire que

[ ey ~ T

1 n—-+oo n

On en déduit de la méme maniere (on ne demande pas de le faire) que

[ ueye ~

n—+oo



Partie 3 — Formules de Stirling et de Bernstein

23. Pour tout entier n > 1, déduire de la question 18 que n! = n" e (I, + J,,), avec

1 400
I, = / (x+1)"e ™ dz et J, = / (x+1)"e " dx.
-1 1

24. Montrer que pour tout x > 1, x + 1 < 2*. En déduire une majoration non intégrale de .J,,.
25. En appliquant la méthode de Laplace, donner un équivalent de I,,.

26. En déduire une démonstration de la formule de Stirling :

n! ~ (ﬁ)n 21mn.

e

On reprend les notations 7,,(x) et R,(z) introduites dans la partie 1.

27. Pour tout entier n non nul, montrer 'identité

nnJrl 1
Ra(1) = /0 (1 — #)e™ dt.

28. En déduire un équivalent de R, (1) lorsque n tend vers l'infini. Prouver que

T,(1) ~ =

n—-+oo 2 ’

Partie 4 — Premiére répétition (partie bonus)
Cette partie est réservée a ceuxr ayant fait le reste.

Une urne contient n boules numérotées de 1 a n. On y effectue n + 1 tirages avec remise. On
note X le nombre de tirages nécessaires pour retirer une boule quelle qu’elle soit. On note U; le
numéro de la 7™ boule tirée. On suppose que les v.a. U; sont indépendantes et suivent la loi
uniforme sur [1,n]. Par exemple, avec n = 5, si les tirages donnent 3 —2 — 1 —5 — 2 — 3, alors
U1:3, U2:U5:2, ngletX:5.

29. Montrer que, pour tout k € [2,n + 1], 'événement (X = k) est de probabilité non nulle.
30. Montrer que P(X > k+1)=P(X >k+1|X > k)P(X > k) pour tout k£ € [0,n — 1].

31. En déduire une expression simple de P(X > k).

32. Justifier que E(X) =Y P(X > k).
k=0

33. Déduire des questions précédentes un équivalent simple de E(X) quand n tend vers l'infini.



