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Notations

Dans tout le probléme, K désigne R ou C.

Etant donnés deux entiers naturels n et p non nuls, on note M p(K) espace vectoriel des matrices a n lignes et
p colonnes et a coefficients dans K et ., (K) = ), ,(K). Pour i, j € [1,n], on note E; ; la matrice élémentaire de
M (K) ayant exactement un coefficient non nul, situé en position (i, j) et de valeur 1. La transposée d’une matrice
M sera notée M.

On note .7, (K), #,(K) et 7,71 (K) les sous-ensembles de .#,(K) constitués respectivement des matrices symé-
triques, antisymétriques et triangulaires supérieures strictes, c’est-a-dire triangulaires supérieures a diagonale nulle.

Notation 1 Etant donné un entier naturel non nul n, un sous-espace vectoriel V- de #,(K), et un élément j
de [1,n], on note C;(V') l’ensemble des matrices de V' dont toutes les colonnes sont nulles & l’exception éventuelle
de la j-éme.

Pour toute matrice M € .#,(K) avec n > 2, on notera K(M) € #,_1(K), R(M) € Mn-11(K), L(M) €
M p—1(K) et a(M) € K la décomposition de M en blocs suivante :

M = (1)

Cela définit en particulier des fonctions K: #,(K) — #,—1(K) et L: #,(K) — A1 n—1(K), évidemment
linéaires.

Objectifs

Définition 2 Soit A € #,(K). On dit que A est nilpotente si elle admet un polynéme annulateur de la forme Xk
avec k € N*. On dit que A est quasi-nilpotente lorsqu’elle ne posséde aucune valeur propre non nulle dans K. Une
partie V. de M, (K) est dite quasi-nilpotente lorsque tous ses éléments sont quasi-nilpotents.

On se propose d’étudier les sous-espaces vectoriels quasi-nilpotents de ., (K). En particulier, le résultat principal
que nous souhaitons établir s’énoncé comme suite.
Théoréme (Dimension des espaces quasi-nilpotents). Pour tout s.e.v. quasi-nilpotent N de .#,(K),

dimy < =1

La clef pour démontrer ce résultat réside dans le lemme suivant, démontré dans la partie C.

Lemme (Lemme des colonnes). Pour tout sous-espace vectoriel V de #,,(K) quasi-nilpotent, il existe un élément
J de [1,n] tel que C;(V)) = {0}.

A. Exemples

Dans cette partie, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.

1. Montrer que la matrice D = <(1) 0

> est quasi-nilpotente vue comme matrice de .#5(R). Est-elle quasi-nilpotente

. . 1 9 . .
vue comme matrice de .#(C)? Montrer que la matrice B = <z _Z 1) est quasi-nilpotente vue comme matrice de

M5(C).

2. Montrer que .7, (K), 4, (K) et 7,7 (K) sont des sous-espaces vectoriels de ., (K) et déterminer leur dimension.



3. Montrer que .7, (K) est quasi-nilpotent dans ./, (K).

4. Soit A € 7,(R). Montrer que pour tout X € .#,1(R), XTAX = 0. En déduire que 7, (R) est quasi-nilpotent
dans ., (R).

5. Montrer qu’il n’existe pas de matrice inversible P € GL,,(R) telle que
H(R) = {PMP™; M€ F7+(R)}.

Indication : on pourra commencer par €étudier le cas n = 2, en utilisant par exemple la matrice D introduite a la
question 1.

6. Montrer que toute matrice nilpotente est quasi-nilpotente, que la réciproque est vraie pour les matrices complexes
et fausse pour les matrices réelles.

B. Cas réel

Dans cette partie, n désigne un entier naturel non nul.

7. Déterminer l’ensemble des matrices de .7},(R) qui sont quasi-nilpotentes dans ., (R). Le résultat obtenu tient-il
si I’on remplace R par C?

8. Soit V' un sous-espace vectoriel de ., (R), quasi-nilpotent dans .#,(R). Déduire de la question précédente que
-1
dimV < ”<”2 )

et que cette majoration est optimale.

C. Lemme des colonnes

On se propose ici de démontrer le lemme des colonnes par récurrence sur 'entier n.
9. Justifier que le lemme des colonnes est vrai dans le cas n = 1.

Dans la suite, on fixe un entier naturel n > 2 et on suppose le lemme des colonnes vrai pour ’entier n — 1.
On se donne un sous-espace vectoriel quasi-nilpotent V' de ., (K). On raisonne par I’absurde en supposant que
C;(V) # {0} pour tout j € [1,n]. On introduit le sous-ensemble V' de V constitué de ses matrices de derniére
colonne nulle. Toute matrice M de V' s’écrit donc par blocs comme suit :

0
M= K(M) |:
0

L(M) |0

10. Montrer que I'ensemble K (V') = {K(M); M € V'} est un sous-espace vectoriel quasi-nilpotent de .#,_1(K).
11. En déduire qu’il existe un entier j € [1,n — 1] tel que E, ; € V.

Soit o une bijection de [1,n] dans lui méme. Soit (ey, ..., ey) la base canonique de K. On considére I'application
linéaire u, de K" dans K" définie sur la base canonique par

Vj e [1,n], us(e;) = eqj).

On considére la matrice P, de .#,(K) donnée par Py = (8; 5(j))1<ij<n-

12. Vérifier que u, est inversible et préciser son inverse.



13. Vérifier que P, est la matrice de u, dans la base canonique de K". Montrer que P, est inversible et préciser les
coefficients de son inverse.

14. Pour M € .#,(K), préciser les coefficients de P, ' M P, en fonction de ceux de M et de o. (On pourra utiliser
un changement de base.)

15. Montrer que ’ensemble
Ve ={P;,'MP, | M €V}

est un sous-espace vectoriel quasi-nilpotent de ./, (K) et que C;(V?) # {0} pour tout j € [1,n].

16. En déduire que pour tout j € [1,n] on peut choisir f(j) € [1,n]\ {j} tel que E; ¢;y € V. On obtient ainsi une
fonction f: [1,n] — [1,n].

17. En considérant les images successives de 1, montrer qu’il existe une suite finie (ji,...,J,) d’éléments deux a
deux distincts de [1,n] telle que

Vk e [lp—1], f(r) = jret1 et f(p) = J1-
18. Ecrire un programme cycle(f) en python permettant d’identifier une telle suite connaissant les valeurs de f.

P
19. Démontrer que 1 est valeur propre de la matrice N = Z E;, 1) et conclure.
k=1

D. Cas général

On va ici prouver I'inégalité (QN) par récurrence sur n. Le cas n = 1 est trivialement vrai. On fixe donc un entier
naturel n > 2 et 'on suppose I'inégalité (QN) établie au rang n — 1. Soit V' un sous-espace vectoriel quasi-nilpotent

de A,(K).

On rappelle que l'on peut écrire toute matrice M € ., (K) et, en particulier, de V', sous la forme (1) et qu’en
particulier, les applications K: V — #,_1(K) et L: V. — 4 n—1(K) sont linéaires. On introduit le sous-espace
vectoriel W = Ker(L).

Jusqu’a la question 21 incluse, on suppose que Cp, (V) = {0}.

20. Montrer que dim V < dim K(W) + (n — 1).

—1
21. En déduire que dimV < n(n2)

On ne suppose plus désormais que Cy, (V') = {0}.

n(n—l).

22. Démontrer que dim V' < 5
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A. Exemples
X 1 ) L o o .
1. On calcule x , = 1 x|= X“+1, qui n’a pas de racine réelle, donc D est quasi-nilpotente en tant qu’élément
de .#5(R). En revanche, Spc(D) = {—i,i}, donc D n’est pas quasi-nilpotente en tant qu’élément de .#5(C).
X -1 —i
On calcule x, = X i | = X2 donc Sp(B) = {0} et B est bien quasi-nilpotente (et donc nilpotente

tout court). Alternativement, on peut calculer B? =0, ce qui montre que B est nilpotente, donc quasi-nilpotente.
On peut noter que la matrice B donne un exemple de matrice symétrique non diagonalisable ; cela sera utile & la
question 7.

2. Cette question est dans I'adhérence du cours. D’aprés le rapport du jury, celui-ci attendait une solution compléte
et formelle. Notons T': A — AT Iapplication de transposition, laquelle définit un automorphisme de AM,(K). Alors,
Zn(K) = E1(T) (espace propre associé a la valeur propre 1) et o7,(K) = E_;(T'). Enfin,

T (K) = Vect (Ejj; 1<i<j<n) dim 7.7 (K) = <;> - n(n2_1)

et I'on obtient bien ainsi des s.e.v. de ., (K).

Pour calculer la dimension de .#,(K), montrons que {Ei,i 1 <1< n} U {Ei,j +E;;1<1<j< n} est une
famille libre et génératrice (non ordonnée) de .7, (K). 5i S = (s5),; ;c,, € Zn(K), alors

S = Z sijlij = Z siibig + Z sij(Eij + Eji).

1<i,j<n 1<i<n 1<i j<n

La famille considérée est bien génératrice et il est clair que la décomposition, partant de la base canonique de
. . ) nn—1 nn+1 o
Mp(K) est unique. Aussi a-t-on dim.7,(K) = n + ( ) = ( 5 ) Enfin, T" étant une symétrie, on a

2
M (K) = Er(T) & E_1(T), done dim o7, (K) = dim .4, (K) — dim .7, (K) = n(nz_l)

3. Les matrices de <7n++(K) sont triangulaires, donc leur spectre se lit sur leur diagonale, qui est constituée de 0.
Leur spectre vaut donc toujours {0}, ce qui en fait des matrices quasi-nilpotentes (nilpotentes tout court, en fait).

4. Pour X = (%)1;<,, € #n1(R) et A= (aij),; ;<> On nOtE que XTAX € #(R) = .71 (R), d’'ou
XTAX = (XTAX)T = XTATXTT = _XxTax -  XTAX=o.

Cette écriture est classique quand on a étudié les endomorphismes des espaces euclidiens. Sinon, on peut alternati-
vement écrire (formule du produit (dominos)) :

XTAX = Z Tii ;T = Z am‘a?? + Z (ai,j + ajvi)xixj =04+0=0.
1<i,j<n 1<i<n 1<i<j<n
Si X € Ex(A) \ {0}, il vient par ailleurs
0=XTAX = XT(AX) =AXTX =X > a7 = A X2,
1<isn

Comme X # 0, HXH2 # 0, donc A = 0. Ainsi, Sp(A) C {0}, donc A est quasi-nilpotente en tant que matrice réelle
(Pexemple de la matrice D de la question 1 montre que ce n’est pas vrai si I'on considére A comme une matrice
complexe). Par définition, 7, (R) est donc quasi-nilpotent dans ., (R).

5.Si o,(R) = {PMP~'; M € Z;"7(R)} pour une certaine matrice P, il s’ensuit que toute matrice antisymétrique
est semblable a une matrice nilpotente, donc est elle-méme nilpotente. La matrice D montre que c’est faux pour



D
n =2 car D* = —1I, soit D*™ = I,, # 0. En dimension n, la matrice diagonale par blocs D' = < 00 0 >
Mp—2(R)

donne un contrexemple, car elle n’est pas nilpotente, vu que D™ = diag(1,1,0,...,0).

6. Si A € #,,(K) est nilpotente, alors elle admet un polynéme annulateur de la forme X?, donc Sp(A4) C {0} et A
est donc quasi-nilpotente.

— Si K =C, Sp(A) # @, donc A est quasi-nilpotente ssi Sp(A) = {0} ssi A est nilpotente ssi X, = X"

— Si K =R, A est quasi-nilpotente ssi Sp(A) C {0} ssi X4 = QX? avec @ produit de polynoémes unitaires de
degré 2 a discriminant strictement négatif et 0 < p < n, le cas p =n et Q = 1 correspondant a A nilpotent.

B. Cas réel

7. 51 S € S, (R), alors S est diagonalisable et n’est donc quasi-nilpotente que si S = 0. Le résultat est faux sur
Zn(C) comme le montre la matrice B de la question 2 en dimension 2. De méme qu’a la question précédente, le

: : . . . . B 0
contrexemple s’étend immédiatement & la dimension 7 en considérant la matrice par blocs B’ = ( 0o >
My_3(R)

8. Soit V un s.e.v. de #,(R) quasi-nilpotent dans .#,(R). D’aprés la question 7, il est en somme directe avec
-1
Z,(R), donc dim V' + dim .#,(R) < dim.#(R) = n?, soit dimV < "= 1)

montrent que la majoration est optimale.

. Le cas V = 4, (R) et la question 5

C. Lemme des colonnes

Il faut relire un certain nombre de fois ’énoncé du lemmes des colonnes pour le comprendre... Comme ’énoncé
s’est approprié la notation habituelle C}, on introduit Col;(A) pour la jéme colonne de la matrice A. Ainsi, pour
un s.e.v. V de #,(K), on définit C;(V) = {M € V ; Vi € [1,n] \ {j}: Coli(M) = 0}. Le lemme des colonnes
affirme que, pour tout sev V de .#,,(K) quasi-nilpotent, il existe un indice j tel que V' ne contienne aucune ma-
trice dont seule la jéme colonne serait non nulle. Comme on raisonne par ’absurde, on suppose donc & partir de
la dixiéme question que, pour tout j € [1,7n], V contient une matrice M dont Col;(M) est la seule colonne non nulle.

9. Sin=1, #,(K) est de dimension 1 et la matrice nulle est la seule matrice quasi-nilpotente, donc V"= {0}. On
prend j = 1 et il est alors vrai que V' ne contient aucune matrice dont la premiére colonne (ici, 'unique coefficient)
serait non nulle. C’est évidemment une trivialité, mais il faut bien initialiser la récurrence (et le rapport précise que
cette question idiote n’a pas été aussi bien réussie que cela).

10. L’ensemble V' contient la matrice 0.4, (), donc K (V') contient 0.4, . (x)- De plus, V' est un s.e.v. comme
intersection de deux s.e.v. (V et l'ensemble des matrices de ., (K) dont la derniére colonne est nulle) et K est
linéaire, donc K (V') est un s.e.v. de .#,_1(K). Enfin, toute matrice M € V' est triangulaire inférieure par blocs,
donc x,, = XXK(M)’ d’ou Sp(K(M)) € Sp(M) C {0}, donc K (M) est quasi-nilpotente.

11. Appliquons I'hypothese de récurrence a K (V') : il existe jo € [1,n — 1] tel que Cj, (K (V’)) = {0}. L’hypothese
sur V assure que Cj, (V) # {0}. Cela signifie que V' contient une matrice non nulle M dont toutes les colonnes
sont nulles, sauf la jo-éme. Comme jo < n — 1, Col,(M) = 0, donc M € V'. Enfin, Cj, (K (V")) = {0} assure que
Colj, (K(M)) = 0, puisque Col;j(K(M)) = 0 pour tout j # jo. Il s’ensuit que le seul coefficient non nul de M se
trouve en position (n, jo), donc que M est multiple de E,, j,. Comme V' est un espace vectoriel, E,j, €V.

12. Soit (0,0”") € &2. Alors,

Vi€ [L,n]: usoug(ej) =us(ug(e) =to(eg(j) = €nior(j) -+ U O U = Ugog-
En particulier, 4y 0 u,-1 = ujq = idgn. Comme K" est de dimension finie, u, est inversible et uy = Ug—1.
13. Soit Qs = (¢i,5), <ij<n la matrice de u, dans la base canonique de K". Par définition, Col;(Q,) est le vecteur
des coordonnées de us(e;) = €,(;) dans la base canonique, ce qui donne g; ; = J; »(;) pour tout (i, j) € [1, n]?. Ainsi,
Qo = P,. La question 12 montre alors que P, est inversible et que P,~! = P__1, d’ou [Pg_l]i’j = 0 o-1(j) = Oo(i),j-
Autrement dit, P, = PUT , ce qu’on aurait pu voir tout de suite car les matrices P, sont orthogonales.



14. Par définition, P, est la matrice de changement de base de (ei,...,e,) & (o(e1),...,0(e,)). La formule de
changement de base entraine que si M = mat, . ..)(f), alors P lMP, = mat (e, ),....o(en)) (f)-

Ainsi, si PJ_IMPU = (nivj)1<i7jgn et M = (mm-)
effectuant le produit matriciel :

1<ijens AOTS N5 = Mg (7). Cela peut aussi se retrouver en

Nij = 3 Sa(iph Mt Ot.0(j) = Ma()o():

1<k<n

1<l<n
15. L’application M — P LM P, est linéaire et V est un espace vectoriel, donc V7 est I'image d’un e.v. par
une application linéaire, donc un e.v. De plus, Sp(P, 'MP,) = Sp(M) et M est quasi-nilpotente, donc P, 1MP,
également.

Soit j € [1,n]. Par hypothese, Cy(;) (V') # {0}. Il existe donc M € V' \ {0} telle que Col,)(M) = 0 pour tout

k # a(j). Or, les coefficients de Col, 1) (M) sont, d’aprés la question 14, une permutation de ceux de Colx (P, ' MP,).
Ainsi, Colg(P, 'MP,) = 0 pour tout k, sauf pour k = 5, soit C;(V7) # {0}.

16. Soit j € [1,n]. Si j = n, la question 11 donne l'existence de f(n) € [1,n—1] (ce f(n) est le j de la question 11)
tel que E,, rn) € V. Si j # n, considérons la transposition o qui échange n et j et laisse les autres entiers de [1,7]
invariants. D’apres la question 15, on peut appliquer la question 11 & V7, d’ou l'existence de k tel que F,, , € V7.
Alors, PgEn,kpgfl = Estn)otk) = Ejok) €V On pose f(j) = o(k).

17. Soit la suite (f™(1)),,>q, ot 'exposant de f est li¢ & la composition des applications. Cette suite est a valeurs
dans I’ensemble fini [1,n], donc il existe par le principe des tiroirs deux entiers m; < mg tels que f™(1) = f™2(1).
On les choisit tels que mo — my soit minimal, ce qui entraine que #{fm(l) ;mp <m < mg} = mo —m3. On prend
Alors (j1, o - jp) = (f™ (1), f™4(1), ..., f72L(1)).

18. On peut au choix écrire un algorithme en pseudo-code ou utiliser Python.
def cycle(f):
etat, L = 1, []
while etat not in L:
L.append(etat)
etat = £(L[-1])
debut = L.index(etat)
return L[debut:]

19. Commencons par noter que Ej ; (xl Tl ... xn)T est le vecteur colonne dont la composante d’indice ¢ vaut
dgqwy. 11 s’ensuit, en notant jpi1 = j1 que NX|; = ;. Corrélativement, E (N) contient la droite vectorielle
engendrée par le vecteur (1;(i));c;cp,, 00 J = {j1,72,...,Jp}. Or, N € V car N est une somme d’éléments de V/, ce

qui contredit la quasi-nilpotence de V' et met un point final au raisonnement par I’absurde initié & la question 10.

D. Cas général

20. L’hypothese Cy, (V) = {0} se traduit par Ker(K)NKer(L) = {0}. Or, Ker(L) = W, donc Ker(Ky) = {0}, soit
dim K(W) = dim W. Le théoréme du rang appliqué & L donne alors

dimV = dimKer(L) + rg(L) = dim K(W) +rg(L) < dim K(W) +n — 1.

21. Si M € W, la matrice M est triangulaire supérieure par blocs et x,, = (X — a(M)) . Comme M est

X (ay
quasi-nilpotente, il s’ensuit que a(M) = 0 et que K (M) est quasi-nilpotente. On peut donc lui appliquer I’hypothése
de récurrence et 'inégalité de la question 20 permet d’obtenir
n—1)n—2 n(n—1
dgimy < =D =2 _ne=D)
2 2
22. D’aprés le lemme des colonnes, il existe j € [1, n] tel que C;(V)) = {0}. Or, le raisonnement effectué a la question
15 montre qu’alors, C,(V?) = {0}, ou o est la transposition qui échange j et n (ou n’importe quelle permutation
telle que o(j) = n). Alors, d’aprés la question 21,

dimV = dim V° < ”(”2_1)



