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Intégrales de Wallis
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Pour n € N, on définit 'intégrale de Wallis W,, = / sin ¢ dt.
0

1 Définition, relation de récurrence, calcul
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1. Montrer que pour toutn € N,ona W,, = / cos™ tdt.
0
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2. Pour toutn € N, t \\% = .
our tout n montrer que W, o merc AL
2n)!
3. Montrer que pour tout n € N, ona Wy, = E& et Wo,, 11 =
2 22n(nl)2
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4. Montrer que (W,,),en est décroissante, et que W, 11 W,.

~Y
n—-+o0o

5. En déduire que nW2 7/2, puis un équivalent simple de W,,.

6. Soit n € N*. Montrer que f0+oc o

2 Application a la formule de Stirling
7. [Question facultative]
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Montrer que pour tout n € N*, on a/ Intdt < — Zln ()
0 n &~ n

In(n!) —nlnn

En déduire que
n n—-+o0o

8. [Question facultative]

On pose u,, = In(n!) — nlnn + n. Montrer que v, — V1
n—
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9. Onpose v, = In(n!) —nlnn+n — % Montrer que v,, — Up_1

1
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—1, soit In(n!) = nlnn — n + o(n).
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~  —, en déduire que u,,
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converge, et calculer sa valeur a I’aide d’un changement de variable bien choisi.
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~ ———. En déduire que la suite (v,,) converge.
n—+oco  12n2 q (vn) g
Montrer que n! = n"e™" netec@®  ~ n”e’”\/ﬁeé, ol = lim wv,.
n—-+oo n—-+oo
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10. On note C = ¢*. Justifier que Wo,, ~ ———,etque d’autre part Wo,, ~ —.
ntoo Co/an n—stoo \ dn

Conclure que C = v/27.

3 Application au calcul de I’intégrale de Gauss
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1+ x) al’aide des intégrales de Wallis.

11. Une méthode par encadrement
{,C2 " 2 2 {,C2 -
Montrer que, pour tout zz € [0;4/n],ona (1 — — | <e ™ et pourtoutz € R, e ™ < [1+ — .
n n
\/ﬁ x2 n +o0
12. Exprimer les intégrales I,, = / <1 — ) dxetJ, = / <
0 n 0
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13. Calculer I'intégrale de Gauss / e~ dt.
0
14. Une méthode par convergence dominée

Justifier que J,,

n
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—+> / e~ * dx et retrouver la valeur de cette intervalle.
—+00
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