Lycée J.B. Say PSI* année 2024-2025

Théoreme de Fubini, version intégrales

1 Sur un rectangle

Soit [a;b] et [c;d] deux segments et f une fonction continue (de deux variables) a valeur dans C.
x[c;d] — C

;b
On note u la fonction w : { il (X,t) — faX f(z,t)dz

1. Pour X € [a;b], montrer que ¢ — u(X, t) est continue.
2. Pourt € [c;d], justifier que X — u(X,t) est de classe C' et préciser sa dérivée.

3. En appliquant le théoréme de régularité des intégrales a parametre, montrer que F : X — fcd ( faX f(z, t)dx) dt est de classe

C! et préciser sa dérivée.

4. Conclure que fab (fcd f(z, t)dt) dz = fcd (fab f(z, t)dm) dt (formule de Fubini).

2 Sur R?, cas positif
Soit f une fonction continue sur R?, a valeurs réelles positives. On suppose que
e pour touty € R, I'intégrale f0+oo f(x,y)dx converge, pour tout z € R, I'intégrale fOJrOO f(z,y)dy converge.
e les fonctions g : y — f0+°° flz,y)dxeth:z— fOJrOO f(x,y)dy sont continues sur R, .
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e g est intégrable, autrement dit I = +°° ( 0o [ (m,y)dx) dy converge.

On se propose de montrer qu’alors h est intégrable et que

/;Oo (/;oo f(:c,y)dy> dz = /Om (/O+OO f(:v,y)dx) dy

5. Soit X, Y > 0. A I'aide du théoréme de continuité des intégrales 2 paramétre, montrer que les fonctions y — j;)X flz,y)dx et

T fOY f(x,y)dy sont continues sur R .
6. On suppose h non intégrable, ¢’est-a-dire que fOX h(z)dx m —+00. On fixe alors X > 0 tel que fOX h(z)dx > I
Soit (Y, )nen une suite de réels positifs, de limite +oo. Pour tout n € N, on note h,, : x — fOY" fx,y)dy.
(a) A T’aide du théoréme de convergence dominée, montrer que fo hn, Tm) fo
(b) En déduire qu’il existe Y > 0 tel que fOX (fo (z,y dy) dz > 1.

(c) Conclure a une contradition.
7. Soit' Y > 0. Justifier que la fonction X — fOX (fo (z,y dy) dz est croissante, majorée par 1.
En déduire que f0+°° ( fo (z,y dy) dx converge.
8. Soit Y > 0 et (X,,)nen une suite de réels positifs, de limite +oo. Pour tout n € N, on note g,, : y — fOX" flx,y)de.
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(a) A T’aide du théoréme de convergence dominée, montrer que fo In
n——+o00

(b) En déduire que fOX" (fo (2,9 dy) dz — fo ( oo f(x,y)dx) dy.
(c) Conclure que f0+°° (fo (z,y dy) dr = fo ( f(;v,y)dx) dy.
9. (a) A P’aide du théoreme de convergence dominée, montrer que f0+ h, ——— o

(b) Conclure que f0+°° h=1L



