Devoir de vacances, de la PCSI a la PSI*

Algébre

1. 2024 1545 IMT PSI
Soient (a,b,c) € R et A = (ai;);¢; <, € Mn(R) avec a;; = asii=j, a;; =bsii>ja;; =csii<j SoitJla
matrice dont tous les coefficients sont égaux & 1. Calculer det(zJ + A). En déduire det(A).

Eléments de correction

e Les opérations élémentaires C; < C; —C transforment A+zJ en une matrice dont les colonnes 2 & n sont constantes.
En développant alors par rapport a la premiére colonne, on obtient que A : z +— det(zJ + A) est polynomiale de
degré au plus 1 : il existe a, § tels que Vo € R, det(zJ + A) = az + S.

e Les déterminants
det(—bJ+A) et det(—cJ+A) sont triangulaires supérieur (resp. inférieur), et valent respectivement (a—b)"™ et (a—c)™.
En supposant ¢ # b, les équations —ba+ 3 = (a—b)" et —ca+ B = (a—c)" donnent 8 = —L (c(a — b)" — bla — ¢)") =
det A.

Le cas b = ¢ s’obtient par continuité du déterminant.
On trouve det A = ilir%) L (cla—b)" —bla—c)") = (a—b)""L{a+ (n—1)b).

c—b
1 b b
a b
Ou, en sommant tous les colonnes sur la premiére, on obtient en factorisant det A = (a+(n—1)b) [:
Do . )
1 v ... b a

1l suffit alors de soustraire la premiére ligne & toutes les autres pour obtenir un déterminant triangulaire et retouver
le résultat.
2. 2024 1547 Navale PSI

Soient E un R-espace vectoriel, p € L(E) un projecteur de E et u € L(E) tel que ™ = id. On suppose que Im(p) est
stable par u. Soit ¢ = % Sory u® o pou™F. Montrer que ¢ est un projecteur dont le noyau est stable par .

Eléments de correction

. —1 _ . . . . ,
e On exprime uogq= 13" w1 opou* On calcule ensuite g o u en isolant le terme d’indice zéro, en effectuant

le changement d’indice j = k — 1, et en profitant de ce que v™ =id :

1n—1
gou= — E uF opoyn
n
k=0

1 n—1
- = <po untl + Zuk opo un—k+1)
n

k=1

n—2

= pou -+ E wWtopound
=0

1 n—2
== |y opo un—(n—l) + Z u]-‘rl opo u
n
j=0

1 n—1
= — E uFtlopounk.
n
k=0

On obtient la méme chose, donc u o ¢ = g o, ce qui assure que le noyau de q est stable par w.



e p commute avec u donc avec ses itérés. Il vient
n—1 n—1
1 k n—k 1 k n—k
gop=—Y uFopouFop==> wFopopourt=g¢
n n
k=0 k=0

puisque pop = p.
On calcule enfin ¢ o ¢ en explicitant la définition de ¢ dans un seul des termes de cette composée : celui de droite.
On profite alors de ce que g commute avec u et vérifie gop =p

goq

1 n—1
qo (j{:lﬁzop()unk>
n

k=0

n—1

< qc>ukog)ou"_k>
k=0
n—1

< ukOI)ou”k>
k=0

Comme ¢ est un endomorphisme de FE et vérifie g o ¢ = ¢, c’est un projecteur de E.

Sl= 3

S|

:q.

3. 2024 1556 CCINP PSI
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f,g € L(E) telles que f2 = g> =idet fog+go f =0.

(a) Montrer que g induit un isomorphisme de Ker(f —id) dans Ker(f + id).

(b) Montrer que la dimension de E est paire. On pose dim F = 2n.

c¢) Montrer 'existence d’une base de E dans laquelle les matrices de f et g sont respectivement M ¢ = L On et
() q g p ! 0, I
0, I,
My = ( I, 0, >

Eléments de correction

(a) e Siz € Ker(f —1d) alors f(x) = x donc fog(x)+go f(x) = foglx)+ g(x) = (f +1Id)(g(z)) = 0 donc
g(z) € Ker(f +1d). Donc g : Ker(f —Id) — Ker(f + Id) est bien définie et la linéarité est encore vérifiée par
restriction.

e Bijectivité : Soit y € Ker(f + Id) on sait que g est bijective donc il existe un unique z € E tel que y = g(z). 1l
s’agit de vérifier que x € Ker(f —Id) : f(y) = —y donc f(g(z)) = —g(x) donc —g o f(x) = —g(z), et finalement
gogo f(x) =gog(x), soit f(x) =x. L’'unique antécédent de y est bien dans Ker(f — Id).
Donc g induit un isomorphisme de Ker(f — Id) dans Ker(f + Id).
(b) On déduit de la question précédente que Ker(f —1Id) et Ker(f +Id) ont méme dimension, or f est une symétrie donc
E =Ker(f —1d) @ Ker(f + Id), donc la dimension de F est paire.
(c) On choisit une base (eq, ..., ey,) de Ker(f —Id) on pose €; = g(e;), alors (e1,...,e,) est une base de Ker(f +1d) (par
bijectivité de §) et comme F = Ker(f —Id) @ Ker(f +1d), la famille (ey, ..., en,€1,...,&,) est une base de E adaptée
a la décomposition E = Ker(f — Id) & Ker(f + Id).
On a alors, pour tout i : f(e;) = e; car les e; sont dans Ker(f —1Id) et f(e;) = —¢; car les €; sont dans Ker(f + Id)
puis g(e;) = &; par construction et g(g;) = g*(e;) = e;.

Dans cette base on a donc My = ( (I)" (1"1. ) et M, = ( (1)." é” )

4. 2024 1563 IMT PSI

Pour tous A et B dans R3[X], on pose (4,B) = Zi:o aiby, ol les ay et by sont les coeflicients de A et B. Soit
H = {P e R3[X], P(1) = 0}.

(a) Montrer que (, ) est un produit scalaire sur Rs[X].



(b) Donner la dimension et une base de H.

(¢) Donner une base orthonormée de H.

Elé

ments de correction

(a) C’est le produit scalaire canonique (clairement bilinéaire, symétrique, positif et défini).

(b) Comme H est le noyau de la forme linéaire non nulle ¢: P € R3[X] — P(1), c’est un hyperplan de R3[X], donc il est

de dimension 3. Les polynémes X — 1, X2 — 1 et X® — 1 appartiennent manifestement & H, et forment une famille
échelonnée en degré, donc constituent une base de H.

(¢) On orthonormalise la base précédente via le procédé de GRam-Schmidt pour obtenir la base orthonormée suivante

de H : ) ) )
—(X—-1),—=(2X*-X-1),— 3X3—X2—X—1>
(501 ) s )
e En effet || X — 1]|? = 12 4+ (—1)? = 2, d’ot le premier vecteur %(X —1).
e Puis (X2 -1, \[(X 1)) = %, le deuxiéme vecteur s’obtient donc en normalisant X2 —1— %%(X -1)=X?—

X/2—1/2 ou encore 2X? — X —1, multiple positif du précédent. Comme ||[2X%2—X —1||? = 22+ (-1)?+(-1)% = 6,
on obtient le deuxiéme vecteur %(2X 2_X-1).

e Enfin (X3 — 1, f(X 1) = % (X3 — ,\[(QXQ X —1) = %, le troisiéme vecteur s’obtient donc en

normallsantX3—1—77(X 1)— 77(2X2 X—-1)=X3-X?/3-X/3-1/3 ou encore 3X3—X? - X —1,

multiple positif du précédent. Comme [|3X3 — X% — X — 1|2 =32 + (-1)2 + (—1)? + (=1)? = 12, on obtient le
troisieme vecteur 5= (3X? — X? — X —1).

5. 2024 1565 CCINP PSI

Soient E un espace euclidien et p un projecteur de F.

(a) Soient (y,z) € E? et A € R. Développer ||y + \z||%.

(b) Montrer que p est un projecteur orthogonal si et seulement si Vz € E, ||p(z)|| < ||z]|.

Elé

ments de correction

(@) lly + Azl® = [[yll* + 2X(y, 2) + A?]| 21>
(b) Supposons p orthogonal. Pour tout z € E, on a x = z — p(x) + p(z) avec x — p(x) € Kerp et p(x) € Imp donc

x—p(x) Lp(z).

Le théoréme de Pythagore donne ||z[|* = [l — p(2)[|* + |p(2)[|* > [Ip(2)||* donc [[p(z)]| < ||

Réciproquement, supposons Vo € E, ||p(x)|| < ||z].

Soient y € Kerp et z € Imp = Ker(p — idg).

VAER, [[p(y + A2)IP = N[12[* < fly + Azl|* = [lyll> + A2[|2]]* + 2A(y, 2)

d’ou VA € R, ||y|* + 2\ (y, 2) > 0 ce qui implique que (y,z) = 0 (une fonction affine de signe constant est constante).
Donc p est orthogonal.

6. 2024 1566 CCINP PSI
Soient (E,{,)) un espace euclidien et f € L(E) tel que, pour tout « € E, || f(z)| < ||z||.

(a) Soit = € Ker(f —id) NIm(f —id). Montrer qu’il existe y € E tel que = = f(y) — .
(b) Exprimer f"(y) en fonction de z,y et n.
(c) Montrer que E = Ker(f —id) @ Im(f —id)

-

Elé

ments de correction

(a) x € Im(f —id) d’ou l'existence de y.

(b) f(y) =z +yet f(x) =z. On en déduit par une récurrence sans piege que Vn € N, f"(y) = nz +y.
(c) Soit x € Ker(f —id) NIm(f —id) et y tel que z = f(y) — .

D’aprés ce qui précéde, z = L(f"(y) — y) donc par inégalité triangulaire ||z|| < (|| f"(y)|| + [ly[]) < ﬂ - 0

n—-+oo
donc ||z|| = 0 et donc z = Og.

Ceci prouve que Ker(f —id) NIm(f —id) = {0g}.
Le théoréme du rang permet de conclure.



7. 2024 1282 Centrale PSI

0 c b
Soit A=| —c 0 a | € M3(R). Trouver a pour que A3 = aA. Calculer A" en fonction de a.
—-b —a 0
Eléments de correction
—b? — 2 —ab ac 0 —a?c—bc—c3 —a?b -1 —be?
A? = —ab —a? —¢? —be et A3 = | a?c+b%c+c3 0 —a®—ab’> —ac? | = ad o o =
ac —be —a? — b? a?b+ b2 +bc?  a® + ab® + ac? 0

—(a® + b2 + ).

On en déduit par récurrence immédiate que Vn € N, A?"T1 = q" A puis A?"+? = " A2
8. 2024 1283 Centrale PSI

Soient E un R-espace vectoriel et f € L(E).

On suppose qu’il existe a,b € R avec a Z b tels que : (f —aid )o (f —bid ) =0.

(a) Déterminer A, u € R tels que A\(f — aid) et u(f — bid) soient des projecteurs.
(b) Montrer que Ker(f — aid) = Im(f — bid).

(c) Déterminer f™ pour n € N.

Eléments de correction

(a) Ona f2=(a+b)f —abidg.
A(f —aidg))® = A2 (f? — 2af + a®idp) = N2(b—a)(f —aidg). Donc (A(f — aidp))® = A(f —aidg) si et seulement
sid= .
De méme, p = ﬁ.
On note p, et py ces projecteurs.

(b) pg opp =0 donc Imp, C Ker py,.
Pour l'inclusion réciproque, soit = € Ker p,. Par définition, f(z) = ax donc py(z) = ﬁ(aac —bx) = x donc x € Im py,.

(c) On déduit de ce qui préceéde que E = Imp, @ Kerp, = Im p, @ Im p,,.
Plus précisément, on peut également remarquer que p, + pp = idg avec p, o pp = pp 0 Py = 0 et f = bp, + app donc,
avec la formule du binéme, f™ = b"p, + a"pp-

9. 2024 1284 Centrale PSI
Soit A € My(Z).

(a) On suppose A inversible. Montrer que A=! € M(Z) si et seulement si det(A4) € {—1,1}.

(b) On suppose qu’il existe p € N* tel que AP = I,. Montrer que A est inversible, et que A~! est & coefficients entiers.

Eléments de correction

1
) a b o d b
(a) On sait que (c d) = — <—c u >

~1
On voit donc que si det A = ad — be € {—1,1} alors <CCL b) =+ < d _b) € My (Z).

d —c a
Réciproquement supposons que A~! € My(Z). Alors det A=1 € Z et la relation det A x det A=! = 1 implique
det A = £1 car 1 n’a pas d’autre diviseur que 1 et —1.

(b) Si AP = I,,, alors A est inversible et A=' = AP~! qui est & coefficients entiers car A Dest.

10. 2024 1288 Centrale PSI
Soit £ = R[X]. Pour P,Q € E, on pose (P, Q) = 320 PF)(1)Q®) (1).

(a) Montrer qu’il s’agit bien d’un produit scalaire et que ((X —1)"), 5, est une base orthogonale de E.
(b) Déterminer l'orthogonal de R, [X].

Eléments de correction



11.

12.

13.

(a) La symétrie et la bilinéarité sont immédiates.

deg P
Positivité : pour P € R[X], (P,P) = Y (P®)(1))? > 0 comme somme de termes positifs.

k=0
Séparation : (P,P) = 0 <= Vk € [0;degP], (P*(1))> = 0 (une somme de termes positifs est nulle si et
seulement si tous ses termes sont nuls) ce qui fait que 1 est racine d’ordre au moins deg P + 1 de P ce qui fait
deg P + 1 racines, et donc P est nul.
( , ) est donc bien un produit scalaire.
1 est racine d’ordre n de (X —1)" donc ((X — 1)”)(k)(1) = 0 sauf si k = n. On en déduit que sin # p, (X —1)"|(X —
1)P) = 0 et la famille ((X —1)"),, est bien orthogonale. C’est une base de E car elle est étagée en degrés? Clest
donc bien une base orthogonale de E.

(b) R, [X] = Vect (X — 1)) donc, avec ce qui précede que (R, [X])* = Vect ((X — 1))

0<p<n p>n+1°
2024 923 Mines PSI

Soit P € Z[X] tel que Yk € Z, P(k) est premier. Montrer que P est constant.

Eléments de correction

Notons P ’ensemble des nombres premiers.

Par I’absurde, supposons P non constant. P s’écrit alors P = ag + Zizl ar X" avec d > 1, ag,...,aq € Z et ag # 0.
aop = P(0) € P, notons p ce nombre premier. Pour tout n € N, on a alors P(np) = p + 30_, agnFpk.

d k, k d,d ol d k,k
Or apn ~ agn en particulier agn — o00.
D=1 @kPY o~ agnpt, en p D=1 GNP

On peut donc trouver n € N tel que S2¢_, apn®p* # 0, ou encore 3¢ apnFpk=1 0.

Pour un tel n, on a alors P(np) =p (1 + ZZ:l aknkpk_l) multiple strict de p donc non premier.

2024 924 Mines PSI

Montrer qu'il existe (ag,...,a,-1) € R™ tel que

n—1

VP € Ry [X], P(X +n)+ > apP(X +k) =0

k=0
Eléments de correction
Soit n € N*. On remarque d’abord que, a (ag,...,a,—1) fixé, 'identité & prouver est linéaire en P. Ainsi, il suffit de
prouver l’existence d’un n-uplet (ao,...,a,—1) qui convienne pour tous les éléments d’une base de R,,_1[X]. Prenons la
base canonique (1, X,..., X" 1). On se rend alors compte de deux choses :
— si 'on trouve (ag,...,a,_1) tel que (X +n)"~1 + ZZ;I ap(X + k)1 = 0, alors les dérivations successives de cette

égalité prouvent que le méme n-uplet est valable pour tous les éléments de la base canonique.

— il suffit donc de prouver I’existence d’un n-uplet convenable pour P = X", Or pour cela, il suffit de prouver que la
famille (X1 (X +1)"71,..., (X +n—1)""1) est libre dans R,,_;[X], car c’en est alors une base (par cardinalité) : ceci
garantira donc bien que (X + n)"~! s’exprime comme combinaison linéaire des (X + )"~ ! pour 0 < j <n — 1.

Soit donc (Ag,...,An—1) tel que Z;-l;& A(X + )" = 0. En dérivant successivement, on a alors, que, pour tout
ie0;n—1]:

n—1
> (X +jh) =0
j=0

On évalue toutes ces égalités en 1, et on constate alors que la colonne (A\g ... )\n_l)T est dans le noyau de la matrice
1 1 1
1 2 ... n
12 22 ... n?

, qui est inversible (Vandermonde). On obtient la liberté voulue, et donc la réponse a la
1n-—1 2n.—1 . n‘—l
question.

2024 925 Mines PSI
Soit (P) le plan de R? d’équation x — 2z —y = 0 et u le vecteur (1,2,1)7.

(a) Calculer la matrice de projection vectorielle sur (P) parallélement & u.



" .. . Jr—y+2=0
(b) Calculer 'image par cette projection de la droite (D) : { Sty — 22— 0

Eléments de correction

(a) On décompose X = v+ w avec v € (P) et w € Vect(u) : w = Au. Alors v = X — Au vérifie I’équation de (P) ce qui
fournit A = $(—z +y + 22).
4o —y — 2z
Doncv=p(X)=X—-du=13|22+y—4z
r—y—+z
1 -2
—4
-1 1

1

La matrice de p est donc 5

[l SRS
—

1 2 1 -2
(b) D est dirigéeparv=| =1 | A| 1 | =4 ] donc p(D) est dirigée par p(v) = | —2
1 -2 3
C’est la droite d’équations x = y et z = 0.

14. 2024 926 Mines PSI

Soit E = R, [X]. On considére les polynomes Ej, = ( Z > X1 -X)""*0<k<n.

(a) Montrer que (Ej))¢y<,, €st une base de E.

n n
(b) Calculer Y kEj et > k%E}.
k=0 k=0

(c) Généraliser.
Eléments de correction

(a) Les polynomes Py, sont tous de degré n et A coefficients réels, donc appartiennent a R, [X]. Leur matrice dans la base
canonique est échelonnée, donc ils forment une famille libre. Enfin ils sont au nombre de n + 1, & savoir la dimension
de R,,[X], donc en forment une base.

(b) Par la formule du binéme, on a Y (1) X'(1 - X)""" =1=3"]_, Px.

e On a k(:) =0sik=0et k(;‘) = n(’;:}) si k> 1, donc

n

n n—1
_ n—1\_. _g (i=k—=1) n—1 ; 1
E k:Pk_nkg:l (kl)X (1-x)" = nXiE_O( ; )Xz(l—X)" t=nX.

k=0

e Onak(k—1)(})=0sik<letk(k—1)(})=n(k—1)(}2]) =n(n—1)(}"7) si k> 2, donc

k-2
Sk(k-1)Pi=nn—-1)Y (Z B ;) XK1 - Xk D x2S (” - ?)Xz-(l _ xynr
k=0 k=2 =0
=n(n—1)X2

On obtient ainsi Y ,_o kP = > p_ok(k —1)Pe + > p_o kPx =n(n — 1)X? + nX.

(c) On a (kﬁ!j)! (%) = (ni!j)! (Ziﬁ)a donc

= k! n! N A _g (i=k—j) nl i =7\ w4 i n! ;
g P = E X"(1-Xx)" = X]E X'(1-X)"7 = X7,
—~ (k=) (-l (k—j) (=% N =\ (1=%) '

P (n— (n—j)!

—

s oxrd n=j! g n " .
Ainsi X7 = { n!j) Zk:j (kﬁlj)!P’C - Zk:j ET)Pk.

<

15. 2024 928 Mines PSI

. Al A ... . .
Soit M = (7‘?) avec A, B € M, (R). Trouver une condition nécessaire et suffisante sur A et B pour que M soit

inversible. Calculer alors M 1.



16.

17.

18.

Eléments de correction

A A

0 B-A
Il s’ensuit que M est inversible si et seulement si rg M = 2n soit rg A + rg(A — B) = 2n, soit rg A = rg(A — B) = n (car
rg A <netrg(A— B)<n).

Ainsi M est inversible si et seulement si A et B — A sont inversibles.

La matrice M est équivalente par lignes & M’ = ( ) et donc rg M =rg M’ =rg A +rg(A — B).

X

7 T)’ on trouve aisément

Supposons donc A et B — A inversibles. En cherchant M ~! décomposée en blocs M~! = (

que
L (-AT'B(A-B)' (A-B)
M :( (A-B)! (AB)1>'

2024 930 Mines PSI

Soient F un R espace vectoriel de dimension finie, u € L(FE) nilpotent, F' est sous-espace vectoriel de E tel que u(F) C F
. On suppose que £ = F + Im(u). Montrer que F = F .

Eléments de correction

Soit € E. Il existe par hypothése un f; € F et un 21 € E tels que x = f; + u(x1). Supposons alors qu’il existe un
k € N* tel que 2 = fj, + u”(z) avec fr € F et 2, € E. Par hypothése initiale il existe fi. € F et x11 € E tels que
zp = f} + u(zp41), ce qui donne x = fi + uF(f]) + W (zp41) = frer1 + v (2e41) avee fri1 == fi +uF(f}) € F par
stabilité d’icelui par u. On a ainsi prouvé par récurrence que, pour tout k& € N* il existe fr € F et xx € E tels que
r = fr +uf(zy). Puisqu'il existe p tel que u? = 0, on en déduit que x = fp € F. Remarquons que la finitude de la
dimension n’intervient pas.

2024 942 Mines PSI

X -k
Soit E = R3[X]. On pose, pour ¢ € [0; 3] : L; = H -

kelo:3\G} |

(a) Calculer L;(j) pour j € [0; 3]. Montrer que (Lg, L1, L2, L3) est une base de E.

3
(b) Soit ¢ : (P,Q) € E? — Z (P(k)4+ P(k+1)) (Q(k) + Q(k +1)). Montrer qu’il s’agit d’un produit scalaire.
k=0
(¢) Trouver une base orthonormale pour ce produit scalaire.

Eléments de correction

3
(a) Ce sont les polynémes de Lagrange. L;(j) = d;5. Si Y. A\;L; = 0, alors en évaluant en ¢ on obtient A\; = 0 donc la
k=0
famille est libre et son cardinal vaut la dimension donc c’est une base.

On peut ajouter que les coordonnées d’un polynéme P dans cette base sont P(k)o<p<3.

(b) Bilinéarité, symétrie et positivité sont triviales.
Définition : soit P € R3[X] tel que p(P,P) =0 = ZiZO(P(k)—i—P(k‘—&—l))2 = 0donc Vk € [0; 3], P(k)+P(k+1) =0.
Le polynome P(X) 4+ P(X + 1) est de degré au plus 3 et admet 4 racines donc il est nul. Or deg(P) = deg(P(X) +
P(X +1)) donc P =0.

0 sili—j|>2

1 osifi—jl=1
(c) On commence par calculer ¢(L;, L;) = Y .

2 sit=j52>1

1 sit=35=0

On orthonormalise cette base pour obtenir la BON (Lg, L1 — Lo, Ly — L1 + Lo, Ly — Ly + L1 — Lyg).

2024 404 X PSI

Pour n > 2, on pose P, = (X +1)" + X" + 1 et Q = (X? + X + 1)2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur n
pour que @ divise P,.

Eléments de correction

Soit donc n > 2. Q = (X — j)%(X — j2)? divise P, si et seulement si j et j2 = j sont racines doubles de P,. Comme P,
est a coefficient réels, j est racine si et seulement si j2 ’est, et les multiplicités sont les mémes.

Ainsi @ divise P, si et seulement si j est racine double de P,, soit P,(j) = 0= P/ (j).
Or Pp(j) = (G + )" +j" +1=(=5*)"+j" + 1= (=1)"5*" +j" + 1.



e Si n est pair, alors P,(j) = 52" + j™ + 1 vaut 3 si n est multiple de 3, et 0 sinon. En effet si n = 1[3] alors j» = j et
j =j%donc 2"+ " +1=32+j+1=0,et sin =2[3] alors j» = j2 et j2* = j donc j2" +j"+1=j+j2+1=0,
enfin si n = 0[3] alors j” = 1 = 52" donc j?" +j" + 1 = 3.

e Si n est impair, alors P,(j) = —j?" +j"+1vaut —j2 +j+1=2j+2#0sin=1[3], —j+j2+1=2j2+2#0si
n=2[3],et —-1+14+1=1#0sin=0[3].
Finalement, P, (j) = 0 si et seulement si n est pair et non multiple de 3, soit n =2 ou 4 [6].

Si tel est le cas, P,(j) =n(j+1)" 4+ nj"t =n((—53)" ' +"!) =n(—j*""2 + j°7!) puisque n est pair donc n — 1
impair. Et donc P’ (j) = 0 si et seulement si 5272 = j7~! soit j7~! = 1 soit n — 1 multiple de 3, autrement dit n = 1 [3].

Ainsi P,(j) = 0= PJ(j) si et seulement si n = 4[6].
19. 2024 405 X PSI

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Montrer qu’il existe une base de L(FE) formée de projecteurs.

Eléments de correction

Soit d = dim(F). Via le choix d’une base B = (ey,...,eq) de E, on obtient une base naturelle (f; ;)i<i j<q de L(E), ou
fi,; est définie par f; j(ex) = d; xe;. (fi; est 'endomorphisme défini par Matg(f; ;) = E; ;).

I1 suffit d’écrire les f; ; comme des combinaisons linéaires de projecteurs, en effet on obtient alors une famille génératrice
(finie) formée de projecteurs, dont on peut alors extraire une base via le théoréme de la base incompléte.

e Sii=j,alors f; ; = f;; est un projecteur (sur Vect(e;), selon Vect(ey)r;), il n’y a rien & prouver.

e Sii# j,soit p; ; le projecteur sur Vect(e;) selon Vect(e; — e;) & Vect(ex)g=2i,j-
On ap; (e;) =e; car ej € Imp, ;, et p; j(e; —e;) = 0 donc p; ;(e;) = p; j(e;) = e;, enfin p; j(ex) = 0 pour k # i, j.
Et donc (pi; — fj5)(e:) = €5 =0 =ej, (pij — fig)e;) = ej —e; =0 et (pij— fji)(ex) =0—0=0 pour k # i, .
Autrement dit p; ; — f;; coincide avec f; ; sur la base B donc f; ; = p; ; — fj,; est une différence de projecteurs.

(Matriciellement, E; ; = (E; ; + E; ;) — Ej ;, avec E; ; + E; ; et E; ; deux matrices de projecteurs).

Ainsi (fi.i))<;<qY(Pi,j)1<izj<a est une famille génératrice de cardinal d? de L(E), donc une base, constituée de projecteurs.

Analyse

20. 2024 1649 CCINP PC
Soient n > 2et fr:z € Rt 2™ + 27 142 — 1.

b's
Int
(a) Soit X > 0. Montrer que / - dt est définie et la calculer.
4
(b) Soient (ay) et (b,) deux suites strictement positives, équivalentes en 'infini, et de limite nulle ou infinie. Montrer
que In(a,) ~ In(by,).
c) Montrer qu’il existe un unique réel w,, > 0 tel que f,,(u,) = 0. Montrer que u,, €]0, 1].
Mont il exist i éel 0 tel 0. Mont 0,1
d) Montrer que fy,(unt1) = v (1 — w2, ,). En déduire que la suite (u,,) est monotone. Donner sa monotonie.
+ n+1 n+1

(e) Prouver l'existence et calculer la limite de (u,).

Eléments de correction

Int

(a) La fonction ¢ +— %t = u(t)u/(t) avec u = In est continue sur le segment [4, X], donc son intégrale existe et vaut

X lnt 1 Y 1 X
A Tdt = {2u2(t)}4 = 5((111X)2 — (In4)?) = 3 In(4X)1In <4> .
(b) On écrit que b, = a, + o(ay) = an(1 +0(1)) quand n — 4oc0. Alors
In(b,) = In(a,) + In(1 + o(1)) = In(a,) + o(1).

Comme les suites (a,) et (b,) ont pour limite zéro ou U'infini, |Ina,| et |Inb,| ont pour limite 400, donc le reste o(1)
dans D’égalité ci-dessus est a fortiori négligeable devant In(a,,), donc

In(a,) ~ In(b,).



(c) La fonction polynomiale f,, est dérivable de dérivée donnée par Vo € R, f!(z) = na" ! + (n — 1)a" 2 + 1, qui est
strictement positive sur Ry. Alors f,, est strictement croissante sur R;. Comme elle a pour limite +0o en +o0,
comme f,(0) = —1, et qu’elle est continue, elle réalise une bijection de [0, +oo[ sur [—1,+oc[. Il existe donc un
unique réel u, > 0 tel que f,,(u,) =0.

De plus, comme f,(1) =2 >0, on a
un €]0,1].

(d) Par définition, uT} +ul, | + upy1 — 1 =0 donc up41 — 1= —uZﬂ(u%_H + Up11). Alors

Jn(Uns1) = up i + UZH +Upgr — 1
= Upi1 + UZH - uz;%(uiﬂ + Ung1)
= up i [unn +1—uh ]
= uZ:&(l - u%_,_l).

Comme w41 €]0, 1], le calcul ci-dessus montre que f,,(un+1) > 0. La croissance de f, et la définition de w,, montrent
alors que u, < uny1, donc que (uy,) est (strictement) croissante.

(e) Comme (u,) est croissante et majorée, elle posséde une limite finie notée ¢, et comme u,, €]0,1[ pour tout n > 2,
on a ¢ €]0,1]. Si ¢ était strictement plus petite que 1, compte-tenu de l'inégalité Vn > 2,0 < u, < ¢, on aurait
Vn >2,0 <u <" donc limu? = limu?~! = 0. En passant & la limite dans la définition f,,(u,) = 0, on obtiendrait
alors 0 +0+4 ¢ —1 =0 : contradiction. On conclut que

{= lim wu, =1.
n—-+oo
21. 2024 1650 CCINP PC
Pour n € N, on pose I,, = | = & +nm, § +nn[. On pose f: z +— tanz — x, définie sur U,czl,.

(a) Rappeler le développement limité a l’ordre 3 en 0 de la fonction tangente.
(b) i. Montrer qu’il existe un unique z,, € I,, tel que f(x,) =0.

ii. Montrer que xz,, ~ nm.
(¢) On pose y, = x, — n7.

i. Montrer que y, = arctanz,, et que limy, = 5

ii. Montrer que tan(y, — §) ~ yn, — 5 et déterminer c € R tel que y, — 5 ~

Sle

z, tan(l/nmw)—1

(d) Montrer que tan(y, — 5 + %) = T en(i/nm) -

(e) Trouver (a,b,c,d) € R* tels que z,, = an+ b+ £ + -4 + o(-%).

Eléments de correction

(a) Le cours dit que tanxz = x + 9”3—3 + o(z?) en zéro.

(b) i La fonction f est définie continue sur I,, et tend vers —oo (resp. en +o0) en nm — 5 (resp. en nm + 7). Elle
réalise donc une bijection de I,, sur R. En particulier, il existe un unique z,, € I, tel que f(x,) = 0.
ii. L’encadrement nw — 3 < x,, < nm + § prouve que T, ~ nr.

(c) i. Par construction, y, € Iy =] — 7, 5|, donc

yn = arctan(tany,) car la fonction arctangente est la réciproque de la restriction de la tangente a I
= arctan(tan(z,, — nw)) par définition de y,
= arctan(tanz,) par 7—périodicité de la tangente
= arctan(z,) car f(z,) =0, c’est-a-dire tanx,, = .

Comme lim z,, = 400, on en déduit que limy,, = 3.

ii. Comme tanu ~ u quand u — 0, et comme lim(y, — §) = 0, on a bien

s s
tan (yn B 5) n%?oo Yn = E

Comme tan(u — 7) = :;EZ:%% = =B = ftaim pour tout réel u pour lequel cette relation a un sens, on a
s(u—2 ;
O R
an — —) =tan (arctanz, — - | =—————— = —— ~ ——.
Yn =3 "9 tan(arctan x,,) T nm



L’équivalent précédent montre alors que

m 1
Yn 2 nmw
c’est-a-dire que ¢ = — 1.
(d) 1l suffit d’appliquer la formule d’addition tan(a + b) = #:% avec a =y, — %, donc tana = — - et b= L.
On obtient

1 —i +tan(zL) oz, tan(=) — 1
1
n

77
tan | yp — =+ — | = =
(y 2 n7r> 1+ﬁtan( =) T, + tan()

nm

(e) Comme z,, = nT + Yy, = nw + 5 — % + 0(%), on peut calculer un développement limité du quotient de la question

précédente :
tptan(zE) —1  (nr+ 35— L +o(2)GE+ s +o(5) -1 1+5-+o(2)—-1 1 1
T, +tan(L) nt+%— - 4o(i)+ L  onm+Z+o0(d)  2n2x n?

Comme y, — 5 + % €] =%, %[, en appliquant la fonction arctangente aux résultats des deux questions précédentes,

on obtient y, — 5 + -= = tan(g5= + 0(55)) = 525= + 0(-z). Enfin, I'égalité de définition z,, = nm + y,, conduit &

T 1 1 (1)
Tp=nT+ - — —+ +o0 :

2 nm 2niw n?

22. 2024 1656 IMT PC
Soit (a,b) € R2. Pour tout n € N, on pose u,, = v/n + ayv/n + 1+ by/n + 2.

(a) Trouver « tel que u, posséde le développement suivant quand n — +00 :

un=(1+a+b)\/ﬁ+\jﬁ+o(n\1/ﬁ).

(b) Trouver les couples (a,b) tels que la série Y u,, converge.

Eléments de correction

(a) Un développement limité du terme général fournit

1\ 12 9\ 1/2
Up = VN 1—|—a(1—|—n> +b<1+n> ]

liva(is kvo (L)) et Lro(L))].

:(1+a+b)\/ﬁ+a/\2/gb+0<n31/2>.

On conclut que a = § + b.

(b) Pour que la série Y u, converge, il faut que la suite (u,) converge, ce qui nécessite 1 +a+ b = 0. On suppose
cette condition réalisée. Si § + b # 0, alors u, ~ % avec a # 0, donc la série diverge. Il faut donc aussi que

$ + b = 0. Réciproquement, si les deux conditions ci-dessus sont réalisées, alors u, = O( n;}ﬁ), donc > u, converge
(absolument).

En résumé, la série proposée converge si et seulement si a = —2b et b = 1, c’est-a-dire si et seulement si u,, est de la

forme
Un =N —2vVn+1++v/n+2.

REMARQUE. — Dans ce cas, la somme partielle S, = > _, u, est télescopique et vaut >, _ vk — 23, _ vVE+1+

ShoVEF2 =3 o VE =2 VE+ S VEF2 = 12— Vi k T+ V2 = 1+ o=t On en déduit
+oo _

que Y, Zqun = —1.

23. 2024 1575 IMT PSI

(a) Etudier la suite définie par ug > 0 et Vn € N, u, 1 = In (1 + uy,).



24.

25.

(b) Montrer que la série Y u? converge.

1
Un+1

(¢) On pose, pour n € N, v, = - i Etudier la convergence de (v,,).

(d) On admet le théoréme de Cesaro. Déterminer un équivalent de w,, lorsque n — +oo.

Eléments de correction

(a) e La fonction f : x +— In(1 + x) est telle que f(R%) C R% (il y a en fait égalité), donc la suite (u,) est bien
définie et strictement positive. Comme pour tout x € R* | f(z) < x (en étudiant la fonction x — f(x) — z), on
a Unt1 = f(un) < uy, pour tout n € N, et donc la suite (u,) est strictement décroissante.
e La suite (u,) est décroissante et minorée par 0, donc converge vers un certain & € Ry. Comme f est continue,
a est un point fixe de f, et le seul point fixe de f est 0 (toujours via I’étude de la fonction z — f(z) — x), donc
a=0.
(b) De up41 = In(1+uy,) et du fait que u, converge vers 0, on tire u, 11 = up, — 3u2+o(u?) donc uZ = 2(up —up41)+o0(ul)
et donc u2 ~ 2(u, —u,41) > 0 d’aprés (a). Or la série télescopique > (u,, —u, 1) converge car la suite (u,,) converge
donc Y~ u2 converge.

(¢) Comme u,, = 0, 0n a w1 =In(1+uy,) =u, — u?i +o(up) = un(l — % + o(u,)), d’on
1 1 1 Uy,
- :—(1+7+0(un)>7

Upt1  Un(l—up/240(un))  un

—_1 1 _1 i 1
donc vy, i= == — - =3 +o(1), ie. v, — 3.
; 1\ 101 1 1 1 1
o . ) . 1 1y _ 1,1 1 1 11
(d) Le théoréeme de Césaro permet d’obtenir - kao v = E (uk+1 Uk) = 5 (a- — %) = 3, donc finalement -~ — 3,
ie.
2
un ~) —
n

Cet équivalent montre que la série > u,, diverge.

2024 1576 CCINP PSI
Soit f: x> |z] + (z — |z])?. Etudier la continuité de f sur R.

Eléments de correction

Remarquons d’abord que, la fonction partie entiére étant continue sur R\ Z, f est continue sur cet ensemble par opérations
usuelles sur des fonctions continues. Il reste a étudier la continuité en un point n € Z quelconque. Or, ayant [n~ | =n—1
et |n] = [nT| =n, on en déduit, par opérations usuelles sur les limites :

fo)=m-1)+n-mn-1)=n; [f(n)=Ffn")=n+@n-n)?=n,
ce qui assure la continuité de f en n. Au final, f est continue sur R.
2024 1577 Navale PSI
Soit f : x — f;Q hf%. Préciser le domaine de définition et de continuité de f. Montrer que f est prolongeable par

continuité en O et 1.

Eléments de correction

La fonction g: t € R — 1 est continue sur ]0,1[U]1,+o0o[. Comme z et z* sont simultanément du méme coté de 1
lorsque = > 0, on en déduit que f est bien définie sur Dy =0, 1[U]1, +o0l.

D’apreés le théoréeme fondamental de I’analyse, f est continue (et méme dérivable) sur Dy.

g est prolongeable par continuité en zéro par la valeur g(0) = 0. On note encore g ce prolongement. Alors g est bornée
sur le segment [0,1/2] donc, si 0 <z <1/2,0n a

< [ Il de< g1 [ a1 - o)glleH2.

On en déduit que lirr%) f(z) =0, donc que f est prolongeable par continuité en zéro par la valeur f(0) = 0.
r—r

Soit Zm € ]1;2[. Pour tout t e [x'xz}, on a = < ﬁ = ﬁ < % En intégrant cet encadrement, on obtient
z [7 A < f(x) < a? f L soit #In2 < f(x) < 2*In2. Avec le théoréme des gendarmes, lim f(z) =In2.

rz—1
De méme pour 2 € ]0'1[ et t € [2%;z], on alnt < 0 donc % > b =L > & et en intégrant, 22 [, L >

—f(@) > [ AL soit 22 In(1/2) > — f(x) > x1n(1/2) ou encore z2In2 < f(z) < zIn2. Avec le théoréme des gendarmes,
lim f(z) =In2.
T—1-



26. 2024 1591 IMT PSI
Soit, pour n € N, [,, = fow/2 sin™ () dt.

(a) Calculer Iy et I;. Exprimer I,,42 en fonction de I,,.

(b) Donner une expression de I,, en fonction de n en distinguant selon la parité de n.

Eléments de correction

(a) L,:%etllzl.
Soit n € N. Une intégration par parties donne I, 15 = [— costsin™*"¢] 3/2 +(n+1) foﬂ/z cos? tsin” tdt = 0+ (n +
1) [72(1 = sin? ¢)sin™ tdt = (n + 1)(I, — Tnyo) $0it Lo = LT

n+2°"1"
2p — (2p?!2 z
(b) On en déduit par récurrence que Vp € N, { i (217?2‘1)1)!2)2
Iopt1 = (2p+1)!
27. 2024 951 Mines PSI
On définit la suite (u,) par ug = a et, pour n € N, uy, 41 = 1{:1 + 1.
n

(a) On suppose qu’il existe a € R tel que (u,) converge. Montrer que (u,) converge pour tout réel a et que sa limite
vaut 1.
(b) Montrer que (u,) converge pour a = 1.
Ny
(¢) Pour n € N* on pose S,, = Z —- Montrer que (Sn) converge vers 1.
n!
k=1

Eléments de correction

(a) Supposons qu’il existe a tel que (u,) converge. Soit (v, ) satisfaisant aussi la relation. Si on pose w,, := vy, — Uy, on

a alors, pour tout n
v U w
et = Ol = il = <n—:1 +1) N <n-:1 H) RSt

ce qui prouve que w, = ¥ —— 0. Ainsi, v, = u, + w, — lim(u,) + 0 = lim(u,). La suite (v,) converge,
n: n—-+oo n—-+oo

et ce vers la méme limite que (u,), que l’on note ¢. Pour la déterminer, on passe & la limite dans la relation de
récurrence : on y obtient / =0+1=1.

(b) Pour ug = 1, on montre immédiatement que (u,) est positive. Il suffit alors de prouver que (u,) est décroissante a
partir d’un certain rang pour prouver sa convergence. Or on a :
Up, n

U, =1———u
n+1 n+1

n-

Un+1fun:1+

N

1l suffit donc de prouver que u, > "T*l & partir d’un certain rang pour conclure. Montrons-le par récurrence.

7Pourn=1,onau1:%+1:2:%;
n+1

— Soit n > 1 tel que u, > 2L Alorsunﬂznufl—s—lzn11+1:%+12%+1+1:%ﬁ,cqfd.

(c¢) Suffirait-il de voir que cette suite satisfait la relation de récurrence précédente ? Testons :

Sh 1k m+1) &2 &
1 = = _—_— n s
n+1+ ;(n—l—l)!—i_(n—i—l)! ;(n—i—l)! St

c’est bien le cas. La conclusion s’ensuit.

28. 2024 953 Mines PSI

(a) Montrer que la série )
k>2

21 converge et calculer sa somme.

(b) Montrer que la série ) [VE+1] — [VE
k>2 k

converge et calculer sa somme.

Eléments de correction



(a) Pour tout n > 2, on a, aprés décomposition en éléments simples et télescopage :
SN | 1/ 1 1 1 1 1 1 3
Sn — _— —_ _— = — ]_ —_ — —_ -,
S = () =3 ((043) - Gra)) e
ce qui répond & la question posée.

(b) D’abord on constate que, pour tout entier n > 2, pour tout k € [[n?; (n+1)> —1]],ona [Vk + 1] — IVE] =n-n=0

et |[/(n+1)2—14+1]—]y/(n+1)2—1] =n+1—n=1. Ainsi, pour tout N > 2, en remarquant au préalable que,
WVE+1] - [VE]
k

pour k=1, 0on a

= 0, on obtient la décomposition suivante de la somme partielle d’ordre N2 —1 :

N?-1 N—1(n+1)*— N-1
R e I e ] (R . s R

= (n+1)* -

avec les notations précédentes. Ainsi, la sous-suite de sommes partielles (Ty2_1) converge d’aprés la question précé-
dente vers %. Maintenant, la série en question étant a termes positifs, la suite (7},) des sommes partielles est croissante,
et donc a le méme comportement que 'une quelconque de ses sous-suites. En particulier elle converge aussi vers %,
ce qui répond & la question posée.

29. 2024 956 Mines PSI

. L _ . - k
Soit f : R — R dérivable en 0 avec f(0) = 0. Donner ngrfoo Z f <n2>

Eléments de correction

On pose u, = Z f( > ). La fonction f admet le développement limité f(t) = f/(0)t +t0(t) en zéro, ou 6 est une fonction
de limite nulle en zéro. On en déduit que

"k =k k . oon+1

O G+ 30 =10 g

=1

avec v, = Y. % 0 (n—kz) Montrons que la suite de terme général v,, converge vers zéro. Soit € > 0 une précision arbitraire.

k=1
Il existe a > 0 tel que, pour tout z € [0,al, on ait [f(z)| < e. Posons N = [1]. Alors, pour tout n > N, ona 1 < q,
donc fz € [0, a] quel que soit l'entier k entre 1 et n. Par suite, pour tout n > N, |v,| < |9( )‘ < ”;;Lle <e. On

vient de montrer que (v,,) converge vers zéro et donc que

lim w, = 1.

n—00 2

30. 2024 957 Mines PSI

Soient x €]0,4[ et w = Arcsin (g - 1) + g

(b) Montrer que cos (

(¢c) Montrer que cos (

) .

)=yt esn(5) =5
in (3 —1) + 2 = 2Arctan Q/E)

Eléments de correction

() cos(w) = cos (Arcsin (g -1) + g) — —sin (Arcsin (g ~1)) =~ (g ~1)=1- .

(b) Z71G]71;1[doncArcsin<g71) €]-n/2;m/2] et donc w € ]0;7[, soit § €]0;7/2[.
On a donc cos (% )>0et sm(2) > 0.



(c) cos® (%) = H%b(w) =1-—2. Etcos(%) >0, donccos (%) =,/T— % = Y2,
sin2(%>:1%s(“’) Etsln( ) >0, dOHCSIH(z):\/Ezg_
(d) Il vient tan (%) = \/:, et comme ¢ €]0;7/2[, ¥ = Arctan (tan (%)) = Arctan, / ;%

Soit finalement Arcsin (g — 1) + S=w= 2Arctan\/g.

31. 2024 969 Mines PSI

" sin ((n + 1/2)3:).

1 < 1
(a) On pose, pour n € N* et x e R: D,(z) = = + Zcos(kx). Si x € R\27Z, établir : D, (z) = 3 sn(z/2)

2
k=1
(b) Soit ¢ € C* ([0, 7], R). Montrer que )\lir}rl / o(x) sin(Az) dz = 0.
—+00 0

™ +oo
1
(c) Exprimer /0 xD,,(z) dx sous forme de somme et en déduire la valeur de Z 7
k=1

-

Eléments de correction

(a) On calcule, pour = £ 0 (27) :
D, (x) -1 z”: cos(kx) = 1Re 2": ethe
" 2 2

1 1= i(2n+1)x 1 wtl, sin Tl—i-l "
= —Re (e_mze> — 5Re e—m1612 St @ —iz/2 M

1—ei® sin §

=1
sin ((n + %)a:)

inZ
sm2

(Si z =0 [27], alors D, (z) = n+ 1/2 ce qui coincide avec le prolongement par continuité de I’expression demandée.)

" A
b) En intégrant par parties, on a p(z)sin(Azr)dz = —p(7 cos( W) ) cos(Az) da.
A )\
0
La majoration ’ﬂp(ﬂ)% < I ( ) agsure que fgo(w)w — 0.
A— 400

Bien str @ —0
A—+o0

Enfin la majoration
A—+oo

< %/ |’ (z)| dz assure que %/ ¢'(z) cos(A\z) dz —— 0.
0 0

%/0 ¢’ (z) cos(Az) dz

D’ou le résultat voulu.

(¢) On calcule :

foﬂan(x)dx - 0 z 2 LS 1f0 x cos(kx)dx
= {%] +> 0 ([% sm(kx)] -1 0 sm(kx)dm)
= %2 + 3 hy 1= [cos(kz)]g = +Zk 1 = 2 =

Tein T qui est bien C! sur ]0, 7], prolongeable par continuité en 0

(par la vaeur 1) et donc prolongeable en une fonction C1 car ¢'(x) = qm(r/Qb)mEﬁacc/ozg)(rﬂ)/2 2530 1/2&)(1)' Le théoréme

On applique alors la question précédente & ¢ : & — 55

de limite de la dérivée assure que le prolongement est bien dérivable en 0 et que sa dérivée est continue en O.

Ainsi 2 n  (=1)F—1 0 et
insi, T + >0, = —Wroo e
2n  (=1)F—1 n 1 n 1 2n 1
k=1 k2 - Ele 4pZ Zle @p—1)2 = Luk=1 k2
_ n 1 2n 1 n 1 2n 1
- Zp 14p2 k1172_zp:14p - k:ll??
_ 1 2n 3
- 221)12 QEk 1k2 ' sz 1k2

n—+o00

On en déduit :

fi_?ﬁ%_l
k2~ 43 6
k=1



32.

33.

34.

2024 216 ENS PSI
Soit (a,b) € R? avec a < b.
Montrer qu’il existe (n,m) € N? tel que v/n —/m € Ja;b].

Eléments de correction

Le cas a < 0 < b est trivial, il suffit de prendre n = m(= 0). Supposons 0 < a < b.

L’idée est que la suite (y/n) est & croissance lente, vers +o00. Précisément, v/n+1— \/n = \/nT-L-\/E " 0.
n—-+0oo
-1 _ 1 —
On fixe m € N tel que m+ﬁ<b a et donc Vn > m, x/ﬁ+\/ﬁ<b a.

Comme /n — /m e oo, il existe un entier n > m tel que /n — /m > a.

n—-+0oo
Et donc ’ensemble d’entiers {k >m|VEk—m > a} est non vide, donc posséde un plus petit élément.
Soit alors n = min {k >m|Vk—m > a}.

Par construction vn—vm >a,et vVn—1—ym<a(sin>m+1lalorsn—1>metn—1¢ {k>m\\/E—\/7n>a},
etlecasm=m+1donnen —1=mdonc vVn—1—m=0<a).

Enfin /n—+/n — 1 < b—a par construction de m, donc en sommant les inégalités \/n—/m = /n—v/n — 1+y/n — 1—y/m <
b—a+a="b. On abien a < +/n—/m <b.

Enfin si @ < b <0, on a par ce qui précéde deux entiers n, m tels que —b < \/n — y/m < —a, et donc a < \/m — \/n <b.

2024 412 X PSI

Soit @ > 0. Soient (ay), (b,) et (cn) trois suites réelles telles que, pour tout n € N, a,y; = i(bn+cn),bn+1 =
L (an 4 ¢n) s Cng1 = = (an + by). Etudier leur comportement asymptotique.

Eléments de correction

an 0 1 1 0 1 1

On note X,, = | b, |, de sorte que X, 41 = é 1 0 1| X,. Par récurrence, on a donc X,, = 5 |1 0 1 Xo.
Cn 1 10 1 10

Or, notant J3 la matrice Attila, on a (Js — I3)" = >, (1) (—=1)""*J§ (car J3 et I3 commutent) soit

(Js = I3)"

(=D)™s 4 305y (o) ()" F35 1 gy
(=)"Is + 5 (g (1) (~1)" 773 = (=1)") Js
(=)™ + 5 (2" = (=1)") J5

"~ Xo + Z5EN 1 X,

3am

1l vient X,, = =1

am™

e Lorsque o > 2, on a donc X, —+> 0 soit ay, by, c, — 0.
n——+0oo

n—-+o0o

e Lorsque « =2,0na X,, —— %J;gXO soit ay,, b,,c, ——— ‘“’ergﬂ.
n—-+oo n—-+oo

2" (ag+bo+co)

e Enfin lorsque a < 2 et J3Xg # 0 soit a9 +bg+co # 0, on a an, by, ¢, ~ donc ay, by, c, —— +00

n——+oo 3an n——+o0o
selon le signe de ag + by + cg-
Si ag + by + cg = 0, on obtient X,, = %,,)LHXO soit a, = %,,)Lnao,bn = %,,)Lnbo et ¢, = jzn co. .-
2024 413 X PSI
- . o sin(In(n))
Etudier la série ) (—1)"=="=.
Eléments de correction
Soit .S,, la somme partielle d’ordre n.
Pour tout n € N, on peut écrire So,11 =Y 1_; Sin(l;,g%)) - Sin(l;,gi_klﬂ)) puisque le terme d’indice 1 vaut 0.
. _ sin(In(2n)) sin(In(2n+1)) _ sin(In(2n)) sin(In(2n)+In(14+1/2n))
Soit up = =5, =" — =51 = Tl :

On a u,, = sin(In(2n)) (ﬁ — Lsme T ) 1112(511/271)) — cos(ln(?n))7Sin(ln2(iill/2n)).



35.

36.

Comme cosln(l +1/2n) = cos(O(1/n)) =14 O(1/n?), on a 5~ — %Ill/?”) = O(1/n?). De méme sin(In(1 4 1/2n)) =
O(1/n) donc W = O(1/n?). Enfin les termes cos(In(2n)) et sin(In(2n)) sont bornés (par 1), donc u,, = O(1/n?),
et le critere de domination assure donc que Zn21 Uy, converge.

_ sin(In(2n+1))

It — 0, on en déduit que la

On en déduit la convergence de la suite (S2,41)nen, €t comme Sa, 41 — So, =
n—-+4oo

suite (Sa2,)nen+ converge également, vers la méme limite.

n cos(lnn)
n

Il s’ensuit que la suite (S, )nen- converge, c’est-a-dire que la série Y -, (—1) converge.

2024 415 X PSI
Trouver les fonctions f : R — R monotones telles que V(x,y) € R?, f(zy) = f(2)f(y).

Eléments de correction
Commencons par noter que les fonctions constantes égales & 0 ou 1 conviennent. Et ce sont les seules fonctions constantes.

Soit désormais f une solution non constante du probléme.

e v =y = 0 donne f(0) = f(0)? donc f(0) = 0 ou 1. Si f(0) =1 alors y = 0 donne Vz € R, f(0) = f(z)f(0) soit
f(x) =1. Or f est non constante, donc nécessairement f(0) = 0.

e r =y =1donne f(1) = f(1)> donc f(1) = 0 ou 1. Si f(1) = 0 alors y = 1 donne Vz € R, f(z) = f(x)f(1) soit
f(x) =0. Or f est non constante, donc nécessairement f(1) = 1.

e f étant monotone avec f(0) = 0 et f(1) = 1, f est croissante, donc positive sur Ry et négative sur R_. Et pour
x#0,1=f(1) = f(z)f(1/x) donc f est strictement positive sur R*.

e Soit z > 0.

— Une récurrence élémentaire donne Vn € N, f(a™) = f(x)".

— Puispourn€Z_,on a f(z™)f(x™") = f(1) =1 donc f(z™) =1/f(z™™) =1/f(x)™" = f(z™).

— Puis, pour r = p/q € Q (avec p € Z,q € N*), on a f(z") = f((x'/9)P) = f(z}/9)P. Et comme f(z) = f((x}/9)?) =
f(at/9)e avec f(z'/9) >0, on a f(a/9) = f(x)"/9, donc f(a") = (f(x)"/9)? = f(z)".

— Enfin soit t € R. On peut trouver deux suites (u,) et (v,) de rationnels de limite ¢t avec Vn € N, u,, <t < v,
(par exemple, les suites des approximations décimales de ¢ par défaut et par excés).
Pour tout n € N, on a donc z%» < zt < 2% (si x > 1, sinon z%» > z' > ) et par croissance de f,

fl@)tn = fat) < f(af) < fa) = fla)".
Comme f(z)u S f(x)t et f(x)om = f(z)t, on obtient en passant a la limite f(z)! < f(z') < f(z)?
donc f(at) = f(z)t.
N.B. On peut aussi introduire g = Inof o exp, additive et monotone donc linéaire, par un raisonnement similaire.
e Notant a = f(e) > 1 = f(1), on a alors Vo > 0, f(z) = f(e"®) = f(e)™* = o/*® = 2! = 2 avec a = In(a) > 0.
Pour z < 0, on a f(z)? = f(2?) = f((—2)?) = f(—2)? = (—z)** et f(z) < 0 donc f(z) = —(—z)%.

Réciproquement, pour a > 0, la fonction f:z+— 2% siz > 0, —(—x)?% si < 0, 0 si z = 0 est bien solution du probléme.

Probabilités

2024 1603 IMT PSI

Soit n € N*. On considére un graphe aléatoire non orienté & n sommets notés Ay, ..., A,. La probabilité que les sommets
A; et A;, pour i # j, soient reliés est égale & p, €]0,1], et cela de facon indépendante. On note X; la variable aléatoire
égale a 1 si le sommet A; est isolé, c’est-a-dire s’il n’est relié & aucun autre sommet. On pose S, = X1 +--- + X,,.

(a) Donner la loi de X;. En déduire E (S,,).
(b) Donner une majoration de la probabilité d’avoir au moins un sommet isolé.
1
(c) On suppose que, pour 1 > 2,p,, = CM avec C > 1. Montrer : P (S, #0) — 0.

n n—-4o00o

(a) X; prend les valeurs 0 et 1, X7 = 1 si A; est isolé c’est & dire n’est relié & aucun autre point
donc (X7 =1) = (ji_o(Ak et Ay ne sont pas reliés). Ces événements étant indépendants,
P(X; =1)=T]{_, P(Ay et Ay ne sont pas relié¢s) = [[}_,(1 — p,) = (1 —p,)" !

Donc X; < B((1 —p,)"1). Il en est de méme de tous les X; (roles symétriques)

Par linéarité de Despérance, E (S,,) = n(1 — p,)" !



(b) Par I'inégalité de Markov, P(S, > 1) < Z&nl — (1 —p )1 = o,

(¢) On suppose que, pour n > 2,p, = C ( )

(1 CHO) o0 ) b0

avec C' > 1.

n

2
_c ) O(W)
=nn"“e" " e ~n—too c1—>0
n——+oo

(—Cln(n))+(c2)+0 ( () )

= ne

Avec cela et la majoration de (b), on trouve P (S, #0) — 0.

n—-+oo

37. 2024 1609 Ensea PSI

Soit A une matrice 2 x 2 dont les quatre coefficients sont des variables indépendantes de loi uniforme sur {—1,0,1}.
Calculer la probabilité que A soit inversible, puis que A soit de rang 1.

X Y

Notons A = (Z T

), ou X ~Y~Z~T~U{-1,0,1}).
XT=YZ=1
(a) A n’est pas inversible ssi XT =Y Z ssi < ou (disjoint) XT =YZ =0
ou (disjoint) XT =Y Z = —1
e PXT=1)=P(X=1NT=1)UX=-1NT=-1))=PX=1)PT=1)+PX =-1)P(T=-1)=2
(événements disjoints et variables indépendantes)
de méme P(YZ = 1) = 2 et enfin, puisque X,Y, Z,T sont indépendantes, P(XT =Y Z =1) = &
e un calcul analogue donne P(XT =YZ =-1) = &

. P(XT:O):P((XfO) (T=0)=PX=0+PT=0-P(X=0n(T=0)=2%+3- g:g
de méme P(YZ = 0) = 3 et enfin, pu1sque X,Y,Z, T sont indépendantes, P(XT =Y Z =0) =
Finalement P(A n’est pas 1nver51b1e) &4+ &+ 2 =23 =11 et donc P(A inversible) =1 — 1 = %

(b) A est de rang 1 si et seulement si elle n’est pas inversible (colonnes proportionnelles) et elle est non nulle. Il y a
en tout 81 matrices, équiprobables, parmi lesquelles (vu le calcul précédent) 33 ne sont pas inversibles (dont une est
nulle) donc 32 sont de rang 1. On a donc P(A est de rang 1) = 22.

38. 2024 1610 IMT PSI

Soit (X1,...,X,) une famille de variables i.i.d. suivant la loi de Bernoulli B(p). On note X = card{i < n,X; =1} et

Z =card{i <n,X; = X1}.

(a) Préciser la loi de X, son espérance et sa variance.

(b) Les variables X et Z sont-elles indépendantes?

(¢) Calculer la fonction génératrice de Z puis son espérance.

(a) X représente le nombre de réussites (X; = 1) lors de n expériences de Bernoulli indépendantes et de méme paramétre
donc X — B(n,p) d’espérance E(X) = np et de variance V(X) = npq (en notant ¢ = 1 — p).

(b) vu la loi binomiale, (X = n) a pour probabilité P(X = n) = p”
(Z=n)=((X =n)U (X =0)) (réunion disjointe) a pour probabilité P(Z =n) = p"™ + ¢"
et (Z=n)N(X=n))=(X =n) donc P((Z=n)N(X =n)) =p™ alors que P(Z = n)P(X =n) = p"(p" + q")
Donc si on suppose p €]0,1[, on aura P((Z =n)N (X =n)) # P(Z = n)P(X = n) : variable non indépendantes.
(justification : si p €]0, 1] alors p™ < p et de méme ¢" < g donc p" +¢" <p+g=1)

(c) Z(©2) = [1,n]. Formule des probabilités totales, sce ((X; =0),(X; =1)) :
PZ=k=PZ=k|X:=0PX1=0+P(Z=k|X;=1)P(X;=1)
Sachant (X; = 0) on a (Z = k) réalisé ssi parmi les n —1 VA X5, ..., X,, exactement & — 1 donnent un 0 (X; est
déja compté) : on reconnait une loi binomiale B(n —1,q), donc P(Z =k | X; =0) = (’”_l)qkflpnflc

k—1
demeéme P(Z =k | X, =1) = (J_D)pFtgn*

On aalors P(Z = k) = () a9 ) a+ () ) p = (2D a9~ + ()pbe ™



La fonction génératrice de Z est

n n—1 o n—1 n—
Gz(t) = Z <<k . k4 (k; 1>pkq k) t*
k=1
S (n-1 i+1, n—(i+1)pi+1 n—1\ i1 n—(i+1)yi+1
— Z S )dte A R A t
=0
n—1

n—1
n—1 ) ) n—1 ) :
— gt t)? n—1—1 t )¢ n—1—1
at < ;) +p i§_0< ; >(p)q

On a donc G (t) = q(qt + )"~ + qt(n — L)g(qt + p)" 2 + p(pt + ¢)" ' + pt(n — 1)p(pt + ¢)" 2 (on suppose n > 2)
donc E(Z)=G%(1)=q+ (n—1)@+p+ (n—1)p*> =1+ (n—1)(p* + ¢*) (encore vrai si n = 1).

39. 2024 1314 Centrale PSI

Soient a et b deux entiers naturels non nuls et N leur somme. Une urne contient initialement a boules vertes et b boules
rouges. On effectue une suite de tirages selon le protocole suivant : si la boule tirée est rouge, on la remet dans l'urne; si
elle est verte, elle est remplacée par une boule rouge prise dans une réserve annexe. On définit deux variables aléatoires:
Ty, vaut 1 si I’on pioche une boule verte au k-iéme tirage et 0 sinon; Xy, est le nombre de boules vertes piochées lors des k
premiers tirages.

(a) Déterminer la loi de T} et celle de Ts.
a—E(X,)
N
(c) Calculer E (X,,) puis déterminer sa limite quand n tend vers I'infini.

(b) Montrer que P (T),41 =1) = . En déduire que P (T, =1) =a

(a) Les T} sont des variables de Bernoulli : leurs lois sont donc déterminées par les P(Ty = 1). Par équiprobabilité de

H _ __ nombre de boules vertes __ a s el s
chaque tirage, P(T; = 1) = EXRpeceOquesver® — L. Pour T, on utilise les probabilités totales par rapport au

systéme complet associé & T :

a a a—1a N —1)a
P(Ty =1) = P(Ty = 1Ty = 0)P(Ty = 0) + P(Ty = 1|Ty = 1)P(T} :1):N(1_N) + N:%

(b) Intéressant ! Une idée est de considérer le nombre de boules vertes restant dans l'urne aprés n tirages : c’est
exactement a — X,,. On utilise alors la formule des probabilités totales associée & X, pour calculer la probabilité
recherchée :

P(Thi=1)= > P(Top1=1|X, =k)P(X, =k)
keX,(Q)

n

= k)

1 n n
=¥ <aZP(Xn =k)— Y kP(X, = k))
k=0 k=0

a—E(X,)
N

Puisque X,,11 = X,, + Tp41, par linéarité de l’espérance on en déduit que, en notant pour tout k py := P(T, = 1) :

_ a— E(Xn) — Pn41 _ _ Pnt1
Pn+2 N Pn+1 N

ce qui prouve que la suite (p,) est géométrique de raison 1 — % = % On en déduit donc que, pour tout n > 1,

an—1 N_1)—1
Pn = (NN*I) p1 = ai( Nf)l .
n
(c) Ainsi, puisque X,, = > Tk, on a par linéarité de I’espérance et du fait que (p,) soit géométrique de raison 1 — < ;é 1
k=1

Xn):éE(Tk Zpk—pl ((1 11’)) a(l—(l—;[)n)ma



40. 2024 982 Mines PSI

(a)

(b)

Dans une urne, on trouve n boules noires et n boules blanches. On tire sans remise des boules jusqu’a ce qu’il ne
reste plus de boule d’une des deux couleurs. Soit X, la variable aléatoire qui représente le nombre de boules restantes
dans 'urne a la fin des tirages. Donner la loi de X,,.

On dispose maintenant de deux urnes contenant n boules chacune. On tire sans remise de maniére équiprobable soit
dans l'urne 1 soit dans 'urne 2 une boule jusqu’a ce qu’une des deux urnes soit vide. Soit Y, le nombre de boules
restantes dans 'urne non vidée aprés I’expérience. Donner la loi de Y;,.

e Déja, on a X,,(2) =[1; n].

e Une facon de modéliser 'expérience avec équiprobabilité est de considérer que les tirages continuent jusqu’a épuise-
ment des boules, et donc qu’on travaille avec les mots de 2n lettres avec n B et n N, tous étant équiprobables. 11 y
a (*") tels mots. Soit alors k € [1; n]. Dire que X,, = k, c’est dire que :

— soit il ne reste que k£ boules blanches, auquel cas le mot correspondant est de la forme

CRERE N B...B
M~ (2n—Fk)-éme ——
(2n—k—1) premiéres k derniéres, blanches

2n—k—1
n—1

et les 2n — k — 1 premiéres lettres contiennent les n — 1 N différents de la (2n — k)-éme : ( ) possibilités.
— soit il ne reste que k noires, et c’est pareil.

Au final, on a

2(2717;]61_1) S 20*(n—1)...(n—k+1) nn-1)...(n—k+1)

) 2a@n-1)...2n—k)  (2n—1)...(2n—k)

n

e De méme, Y,,(2) =[1; n].
e Si on note Ty, le résultat du k-éme tirage au sort (mettons 1 pour I'urne 1 et 0 pour l'urne 2), alors Ty, — B(1/2),
et le nombre de boules 1 tirées aprés p tirages est S, := > »_, Tk, qui suit par indépendance des T} la loi binomiale
B(p,1/2). Fixons k € [1; n]. On a alors, au niveau des événements (en suivant la logique de la question précédente,
mais avec un autre langage),

(Yn = k) = (SQn—k =n, SQn—k—l =n—- 1) W (SQn—k =n—- k, SQn—k—l =n—- k)
=(Son-r-1=n—1,Ton =18 (Son_t-1=n—kTonr =0).

ce qui, par indépendance et incompatibilité, donne

2n—k—-1 1 1 2n—-—k—-1 1 1 2n—k—1 1
P(Y"k)< n—1 )22n—k—12+< n—=k )22n—k—12( n—1 >22n—k—1'

41. 2024 983 Mines PSI

Soit

A un ensemble de parties de [1; n]. On suppose que, pour tous A, B € A, linclusion A C B implique 1’égalité

A = B. Soit §,, I'ensemble des permutations de [1; n]. On munit S,, de la distribution uniforme de probabilité. Si A est
une partie de [1; n], soit X4 la variable de Bernoulli égale 4 1 si 0(A) = A.

(a)
(b)

(a)

Quelle est la loi de X 4 7
Si A, B € A, les variables X 4 et Xp sont-elles indépendantes?

Puisqu’on travaille avec la probabilité uniforme, il suffit de quotienter le nombre de permutations laissant A globale-
ment invariant (on aura alors o(A) = A par injectivité et cardinal fini) par le nombre total n! de permutations. Or
se donner une telle permutation revient a se donner ses restrictions & A et [1; n]\ A : pl(n — p)! possibilités, avec
p := Card(A). On en déduit que

P(Xy=1)= #,

n

(Card(A))
ce qui détermine complétement la loi de X 4.
On suppose A # B dans A (sinon, il n’y a indépendance que si P(X4 =1)=0oul,ie. A=0ou A=1[1;n]).
L’hypothése faite sur A prouve que A ¢ B et B ¢ A. Autrement dit, si p := Card(A), ¢ := Card(B) et r := Card(AN
B), on a 0 < r < min{p, ¢}. Maintenant, X4 et Xp étant de Bernoulli, elles sont indépendantes si, et seulement si,
P(XaXp=1)=P(X4a=1)P(Xp =1). Or, au niveau des événements, (X4 Xp =1) = (6(A) = A,0(B) = B). 1l
reste & compter le nombre de permutations dans cet événement. Se donner une telle permutation revient & se donner
ses restrictions & chaque morceau de la partition

[1;n]=(ANB)w(A\B)w (B\A)w ([1;n]\ (AU B)),



chacun étant invariant par celles-ci. On en déduit qu’il y a r!(p — r)!(g — r)!(n — p — g + r)! telles permutations, ce
qui donne

P(Xs=1,Xp=1)= rp—r)l(qg—r)(n—p—q+r)

a comparer avec

Il n’y a jamais égalité : le quotient égale

rp—rla=rin—p—q+nim)? ()
pl(n —p)lg!(n — q)!n! (ZT’) (Z:f) ’

et, ayant d’aprés Vandermonde (Z) =>io(®) (Z:Z), le quotient est toujours >1 si cette somme compte au moins
deux termes non nuls. Or ceci est faux uniquement s’il n’y a qu’un seul k tel que 0 <k <pet0<qg—k <n-—p,ie.
(en supposant p < ¢ pour simplifier, les roles sont symétriques) p =g+ p —n, i.e. ¢ =n, ce qui est exclu.

On en conclut qu’il n’y a jamais indépendance si A # B.

42. 2024 216 ENS PSI

Soit n > 2. On note n = pi* ... psr sa décomposition en facteurs premiers. On munit Q = {1,...,n} de la loi de probabilité
uniforme. Pour tout diviseur d de n, on note A4 '’ensemble des multiples de d contenus dans  : Ay = {kd, k < 5}.

(a)
(b)
(c)

Montrer que si d et d’ sont deux entiers premiers entre eux, alors Aq N Ay = Agq, et en déduire que Ay et A, sont
indépendants.

On pose B = {k € Q, kAn = 1}. Exprimer B en fonction des A4,, et en déduire une expression de P(B) puis de |B|.
Cette valeur sera notée ¢(n).

Soient n et m sont deux entiers premiers entre eux. Montrer que p(mn) = o(m)p(n).

Eléments de correction

(a)

Soit k € AgNAg. k est multiple de d et d’, premiers entre eux, donc de dd’, autrement dit k € Agq . Réciproquement,
si k € Agy alors k est multiple de dd’ donc de d et d’, autrement dit k € AgN Agr.

On en déduit que P(A4NAy) = P(Aga) = %‘?ﬁﬁ’) = = L — %a;fd((‘?;)) Cg;féé‘;;) = P(Aq)P(Ay), autrement
dit A4 et Ay sont indépendants.

On montre de méme (par récurrence) que si dy, ..., d, sont des diviseurs de n premiers entre eux deux & deux alors
Ad,,- .., Aq, sont mutuellement indépendants, et donc leurs événements contraires aussi.

Or B est exactement ’ensemble des entiers k € {2 qui ne sont multiples d’aucun des p;, 1 < i < r, c’est-a-dire que
B= (1 4,,.
1<i<r

Par indépendance mutuelle, P(B) = [[;_, P(4,,) = [T\, (1 - i).

pi
Et donc ¢p(n) = Card(B) = Card()P(B) =n[],_, (1 - p%)
Soit n et m deux entiers premiers entre eux. On note p1, ..., p, les diviseurs premiers de n, de multiplicités sq,..., s,
et pri1,...,pr ceux de m, de multiplicités s,41,..., 5.

’

Alors nm = [];_, p;* donc ¢(nm) = nm H:I:l (1 - pi> =nll_, (1 - %) mH:,:TJrl (1 - pi) = o(n)p(m).



