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Programme VII - semaine du 10 novembre

Chapitre VI : Séries numériques

Rappel des criteres de convergence (comparaison de séries a termes positifs, domination, équivalence pour les séries a termes
positifs). Séries de Riemann.

Convergence et somme des séries géométriques, télescopiques. u est de méme nature que > Uy 1 — Up.
La convergence absolue entraine la convergence.

Comparaison logarithmique et regle de d’ Alembert.

n+1

Comparaison série-intégrale : si f est positive, décroissante, alors > f(n) — / f converge. Application : équivalents des
. s . . . n

sommes partielles de séries de Riemann divergentes, des restes dans le cas convergent.

Applications : H,, = Inn + 7 + o(1), formule de Stirling.

Théoréme des séries alternées. Majoration des restes.

Mise en ceuvre pratique via des développements asymptotiques.

Produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes. Application a I’exponentielle complexe.

Chapitre VII : Séries entieres (cours seulement)

Lemme d’Abel.

Définition du rayon de convergence sup {r > 0| (a,7r")nen bornée }.

Caractérisation par la forme sup {r > 0| >_ a,,r™ converge absolument }.

Regle de d’ Alembert.

Disque ouvert de convergence. Probleme du cercle d’incertitude, exemples.

Si a,, = O(b,), le rayon de convergence de 3" a,, 2" est supérieur ou égal a celui de > b, 2. Egalité lorsqu’il y a équivalence.
Le rayon de convergence est inchangé lorsqu’on multiplie les coefficients par un polynéme en n.

Rayon de convergence d’une somme, d’un produit de Cauchy.

Continuité de la somme d’une série entiere sur son disque de convergence. Cas réel : continuité sur I’intervalle ouvert de
convergence.

Intégration terme a terme d’une série entiere sur I’intervalle ouvert de convergence.

Conséquence : si f est la somme de la série entiére ), - a,2™ de rayon de convergence R non nul, alors f est de dérivable,

()0
et méme classe C*° sur | —R ;R [, et pour tout » € Non a a,, = fi'()
n!

Questions de cours

Théoréeme d’isomorphisme d’un supplémentaire du noyau sur I’image, théoréme du rang (dem).

Expression des polyndmes interpolateurs de Lagrange.

Sommes directes, caractérisation par I’unicité de la décomposition du vecteur nul (dem). Caractérisation en dimension finie.
Toute matrice inversible a gauche (resp. a droite) est inversible (dem).

Si A et B sont semblables, alors toute puissance de A (resp. tout polyndme en A) est semblable a la méme puissance de B
(resp. au méme polyndme en B) (dem).

Polyn6éme caractéristique d’une matrice compagnon.
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e Déterminant de Vandermonde.
e Les sous-espaces propres sont en somme directe (dem).
e Le spectre est inclus dans 1’ensemble des racines de tout polyndme annulateur (dem).

e Siu admet un polyndme annulateur scindé a racines simples alors u est diagonalisable et son spectre est inclus dans 1’ensemble
des racines du polyndme (dem).

e u est diagonalisable si et seulement si x,, est scindé et pour toute valeur propre A, on a my = dim Ey (u) (dem).
e Théoreme de trigonalisation (énoncé).

o Critere de Riemann pour les intégrales impropres. (dem)

e Théoreme de changement de variable pour les intégrales impropres (énoncé précis).

e Théoreme de convergence dominée (énoncé précis).

e Théoremes de continuité ou de régularité des intégrales a parametre (énoncé précis).

e La convergence absolue d’une série numérique entraine sa convergence (dem).

e H, =Ilnn+~v+o(1) (dem).

o Théoréme des séries alternées. (dem)

e Théoreme du produit de Cauchy. (énoncé précis)

e Lemme d’Abel (dem) et définition du rayon de convergence.



