Lycée J.B Say PSI* année 2025-2026

Devoir a la maison n° 2 - éléments de correction

1 L’opérateur de translation et I’opérateur de différence

1.1

1.

. Notons que 7°(P) = P. Soit k € N, supposons que 7% (P)(X

L’opérateur de translation

Soit P = Ei:o a,X*, un polyndme non nul de R,,[X], de degré d = deg(P) (i.e. ag # 0).
Alors, 7(P) est de la forme :

d d—2
P(X+1) =Y ar(X+1)" =asX?+ (dag + ag-1)X" " + > X"
k=0 k=0

Comme ag # 0, il vient| deg(7(P)) = deg(P) et cd(7(P)) = cd(P).

= P(X + k), alors 7¢T1(P)(X) = 7(7*(P))(X) = P((X +
X) =

)
k)+1)=P(X+ (k+1)). Ainsi, par recurrence‘Vk eN, 7(P) P(X + k). ‘

. Daprés la formule du bindme de Newton, Vj € N, 11, 7(P;)(X) = (X + 1)7~1 = S0 —0 (1) X" = S0, (I71)Pi. Mest

. . . . . . ()-1) pour i<j
donc triangulaire supérieure et les coefficients de M vérifient donc | Vi, j € [1,n], (M), ; = 101 sinon

[Hors-sujet] La matrice M est triangulaire supérieure, donc ses valeurs propres se trouvent sur la diagonale. Il s’agit des

nombres (;j) = 1. Comme M et 7 ont les mémes valeurs propres, | Sp(7) = {1} |

Si M était diagonalisable, elle serait alors semblable a la matrice identité, et donc égale a celle-ci. ‘ M n’est pas diagonalisable. ‘

. M étant clairement inversible (de déterminant 1), | 7 est bijective.

Puis si on considere 7 : R, [X] = R, [X], P(X) — P(X — 1), on montre qu’il s’agit d’'un endomorphisme de R,,[X].

Il vérifie : 7 o7 = T o7 = id. Donc ‘ T HP)(X)=P(X 1) ‘ Puis, comme pour la question 2), on montre que pour tout

.
k € N, 77%(P)(X) = P(X — k). Donc la formule est toujours vraie : ’Vk €Z, 7(P)X)=PX+k). ‘

Avec I'expression de 771, on applique la méme méthode qu’en 3 et on obtient : Vj € N, 1, 771(P;)(X) = (X — 1)t =
L i : o _
Yo (TR ()7 X = 0 (<1 (12]) Pa. Puis

- Sy (_1)]'—1'(];%) pour < j
Vi, jel,n], (M "), = { 0 sinon

. La k 4 1-ieme ligne du calcul V = Q x U est justement vy, = Z?:ll Qrg1,jUj—1 = Z?:o (’;)u]

kfl) pour j<k

On peut identifier (apres changement d’indice) : Q ; = { (J —1 .Onadonc|Q = ‘M

0 sinon

t

. M est inversible, donc Q = ‘M également et Q! = (‘M)~! = "(M™1). Etdonc V= Q x Udonne U = Q' x V =

t

(M) xV.
La k + 1-ieme ligne de ce calcul donne alors
n+1 n+1 n
U = 2 [tMil]k_H’j Vj—1 = Z; [Mil]j,lﬁ»l Vj-1= L [Mil}j+1,k+1 Uj
Jj= Jj= j=

Soit| uy = Zk:(l)’”’ <k_>vj .
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1.2

6.

. 6 = 7 —Id, et comme § commute avec I’identité, la formule de Newton donne | §* = Z?:o (];) (—1)F=3rd,

k
Onaici|v Z <k))\] A+ 1)F

=0

On vérifie bien que Xk:(—l)k]< ) i( ) A+ (-1 =((A+1) - 1)F =

=0 =0

L’opérateur de différence

. Avec les mémes notations qu’en 1.1.1, pour P non constant on a :

d—2 d—2 d—2
§(P)(X) = agX? + (dag + aa—1)X" "+ 0 XF — agX? — g1 X = apXE = dagXT 4+ o XE
k=0 k=0 k=0

Comme ag # 0, |deg(6(P)) = deg(P) — 1 et cd(8(P)) = deg(P) x cd(P). |

. D’apres la question précédente, si P n’est pas constant, deg(P) > 1 et deg(6(P)) > 0, donc 6(P) n’est pas nul. Ainsi, si

0(P) = 0, alors P est constant. Réciproquement, si P est constant, le calcul (simple) donne §(P) = 0. Donc | ker(d) = Ro[X] |

La question précédente montre aussi que Im(§) C R,,_1[X]. Or d’apres le théoreme du rang : dim(Im(d)) = n + 1 —
dim(ker(9)) = n = dim(R,1[X]). Donc : | Im(8) = R, 1[X]|

. Soit j < n, supposons ker(47) = R;_;[X]. Alors

P € ker(0’T!) <= §"TH(P) = 0 = §/(6(P)) <= 6(P) € R;_1[X]
Donc P € ker(6™!) <= deg(P) = deg(6(P)) +1 < (j — 1)+ 1 = j < P € R;[X] Ainsi, par récurrence,
Vi € [1,n], ker(67) = R;_1[X] |

Si P € Im(&7), alors il existe Q € R,[X] tel que P = §7(Q). Or une récurrence simple montre que deg P = deg(Q) — j si
deg P > j, donc deg(P) < n — j. Par conséquent, P € R,,_;[X], et donc Im(67) C R,,_;[X]. Le théoréme du rang assure par

ailleurs que ces deux espaces ont méme dimension, donc | V5 € [1, 7], Im(67) = R,,_;[X] |

. Si P € R,_1[X] = ker(6"), alors " (P) = 0. Donc 0 = [§"(P)|(X) = >=7_o(=1)" 7/ (})P(X + j).

Et en particulier, évalué en la valeur 0, on a E ( —1)”’j <n> P(j) =0.
: J
j=0

(@ uod?=uou?ou?]=u’=u?ou?jou=25ou. Donc‘u et 02 commutent.

(b) Comme R; [X] = ker 62, le cours indique que ‘ R [X] est stable par w. ‘

(c) SiA= < (CL Z)vériﬁeAz— ( 8 (1) >,alors

0 a o 2 A3 __ A2 o c d
(0 C>—A><A =A"=A ><A—<0 0)

a

0

Doncazdetc:O,ainsiAz( 9
0 a

b . a? 2ab e . .
a ),puls A2 = < , et ainsi nécessairement a = 0, puis 2ab = 0 ; ce

. L . L 01
qui est contradictoire avec ab = 1. Donc | aucune matrice A ne vérifie A2 = ( 0 0 )

(d) Puisque Ry [X] est stable par u, notons @ : Ry [X] — Ry [X], P — u(P). Considérons alors A, la matrice de @ dans la base
(Pl, PQ) de Rl [X]

Alors A? est égale a la matrice de  sur R;[X] donc < 8 (1) )

Or d’apres la question précédente, ceci est impossible. Donc‘ Il n’existe pas d’endomorphisme u de R,,[X] tel que u? = 4.
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7.

(a) On avu (question I.2.3) que deg(5°(P)) = deg(P) — i = d — i. Ainsi, la famille (P, §(P),...5%(P)) est une famille de
degré échelonné (de d  0). | C"est une famille libre et Vect(P, 3(P), ... 6%(P)) = Ry[X].|

(b) Soit V stable par J. Soit P € V de degré maximal d.
Alors pour tout i, on a §°(P) € V et donc Ry[X] = vect(P,§(P),...6"(P)) C V. Inversement, la maximalité de d

donne I’inclusion inverse, et donc | V = Ry[X].

2 Applications en combinatoire

2.1

1.

2.2

Quelques cas particuliers

Si ¢ est une surjection de E sur F, alors nécessairement #F < #E. Donc |si n > p, alors S(p, n) = 0. ‘

. Une surjection d’un ensemble de cardinal n sur un ensemble de cardinal n est en fait une bijection. Donc w

. Les surjections de [1; n + 1] sur [ 1; n] sont parfaitement déterminées -et de maniére unique- par :

n+1
2

e Puis, la distribution des n éléments de 1’ensemble d’arrivée, avec les n éléments de 1’ensemble de départ (un de ces
éléments étant double) : n! possibilités

1 1)!
Ainsi, |S(n + 1,n) = (n; )n!:”X(";).

e Le choix de deux éléments de [ 1; n + 1] qui auront la méme image : ( ) possibilités

Recherche d’une expression générale

. Une application de E de cardinal p dans un ensemble F de cardinal n est parfaitement définie -et de maniere unique- par la

donné pour chacun des p éléments de E d’un unique élément de F'. Donc pour chacun des p éléments de E, il y a n possibilités.
Soit | nP applications au total. ‘

. Notons, pour 0 < k < n, I 'ensemble des applications de [ 1; p] dans [ 1; n] dont I'image est de cardinal k. Alors, d’apres

la question précédente, n? = > "7 #I;.
Il reste a dénombrer I;. Or les applications ¢ de Ij, sont parfaitement déterminées -et de maniere unique- par :

e Le choix de k éléments de [ 1; n] qui constituent I'image : (}}) possibilités

e Puis, le choix d’une surjection de [ 1; p] sur I'ensemble a & éléments fixés : S(p, k) possibilités

n n

Il vient | n? = Z <Z> S(p, k) = Z (Z) S(p, k). | avec la convention S(p,0) = 0.

k=1 k=0

. On applique alors la formule d’inversion trouvée en I.1.8, (p constant)

Vp = Z (Z) U =5 Uy = i(—n”*k (Z) vk

k=0 k=0

avec v, = n?, u, = S(p, k), donc |Vp > n, S(p,n) = Z(—l)”_k (Z) kP,
k=0

. Pour p < n, le polynéme P = X? appartient & R,,_; [X], donc d’apres 1.2.5,

n n

St (e = ot (e = S ()i =0 =sip

k=0 k=0 =0

n
On peut donc généraliser la formule obtenue a la question précédente : |Vp € N, S(p,n) = Z(_l)n_k (Z) kP
k=0
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2.3

1.

Avec les questions précédentes :

n

Z(—U""“(Z) k" =S(n,n) =nl et g(—l)"—k(@ k"l =S(n+1,n) = W

k=0

3 Etude d’une famille de polynémes

3.1

1.

3.2

. Puisque §?(H},) = Hj_o, alors par linéarité

Généralités
Pour tout k € [0, n], deg(Hy) = k. La famille (Ho, Hy, ... H,,) est de degrés échelonnés, donc elle est libre. Elle est constituée
de n + 1 = dim(R,,[X]) éléments de R,,[X]. Donc ‘ (Ho,Hy,...H,) est une base de R, [X]. ‘

. 6(Hp) =1—1=0. Etpour tout k € [1,n],

k—1 k—1 k—2

6(Hk)(X):% [[x+1-5)-][X-4) :% [Ix-9) ((X+1)—(X—k+1))

=0 =0 =0

. Comme 6 = 7 — id, on a alors 7(Hp) = 6(Hy) + Ho = Hp et 7(Hy) = §(Hg) + Hy, = Hy, + Hy—1.

Ainsi M’ est exactement la matrice de T dans la base (Hg, Hy,...,H,) de R,. Par conséquent, ‘M et M’ sont semblables‘
comme matrices d’un méme endomorphisme dans deux bases différentes.

. Pour tout k, £ € [0, n], on a (par récurrence pour £ > k) :

5" (Hy) = 6" M (Hoy) = { 0

Or pour . # 0, 0n a H,(0) = 0 et Hy(0) = 1.
1 si 0=k
0 sinon

Par conséquent | 6% (H,)(0) = {

. Puisque (Hy) est une base de R,, [X], pour tout P € R, [X], il existe ag, a1, ... a, € Rtelsque P =", a,H,. Par linéarité,

on a pour tout k, 6*P(0) = >°; a,6*(H,)(0) = ay. Donc | VP € R,[X], P = Z 5% (P)(0)Hy.
k=0

Etude d’un exemple

. Notons T(X) = X?+2X2+5X+7. 1l s’agit de calculer 6*(T)(0), pour kde 02 3. Or T(X) = X3+2X2+5X+7, §(T)(X) =

3X2 4+ 7X 48, 6%(T)(X) = 6X + 10, 63(T)(X) = 6. On adonc | T = 6H; + 10H, + 8H, + 7H,. |

P = 6H; + 10H, + 8Hj + 7H, vérifie 6%(P) = 6Hs + 10H, + 8H; + 7H,. \

. Considérons (p,,) une solution particuliere. Toute autre solution (u,,) vérifie Vk € N, (w — p)gy2 —2(u—p)p4+1 + (u —p)g =

(Ugt2 — 2upt1 + uk) — (Pr+2 — 2Pk+1 + pr) = 0 Donc la suite (u — p),, est une suite récurrente linéaire d’ordre 2.
Son équation caractéristique est 72 — 2r +1 = (r — 1)?, etil existe A, B € R tel que pour tout n € N, u,, = p,, + (A +Bn)1".

Reste & trouver une solution particuliere. On a vu que §2(P)(X) = P(X + 2) — 2P(X + 1) + P(X). Avec P tel que Vk € N,
52(P)(k) = k® + 2k* + 5k + 7 et p;, = P(k), on a une solution particuliére.

Enfin, comme pour k > h, Hy(k) = #k(k —1)...(k — (h — 1)) = 7 x (kﬁi'h)' = (1), et pour k < h, Hy(h) = 0 ; ainsi

il existe A, B € R tels que pour tout k € N, u, = A + Bk +6(%) +10(5) +8(%) +7(5).
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3.3 Polynomes a valeurs entieres

1. Le calcul a été fait plus haut pour les entiers naturels. Si k < 0, ennotantp = —k,onaHy (k) = —k(k—1)...(k—(n—1)) =
n!

L)+ 1) (—ptn—1) = (i ZERZ D gyaeenoy

n! (p—1)
" si k>n

Finalement | H,, (k) = 0 si kel[0,n—1]
(=) (" R ki k<0

2. Tous les coefficients binomiaux sont entiers, donc pour tout k € Z, H,, (k) € Z. |H,,(Z) C Z |

3. Pourtout k € Z, 6(P)(k) = P(k 4+ 1) — P(k) Par différence d’entiers, il s’agit d’un nombre entier.

Donc ‘ Si P est a valeurs entiéres sur les entiers, alors il en est de méme pour 6(P). ‘

4. Si P est a valeurs entieres sur les entiers, alors par récurrence (sur h € N), pour tout entier k € Z, 5h(P) (k) € Z ; et donc en
particulier 6" (P)(0) € Z, et les coordonnées de P dans la base (Hy,) sont des entiers.

d

Réciproquement, si les coordonnées de P dans la base (Hy) sont des entiers, alors P s’écrit P = Zi:o a;H;, donc pour tout

ke ZonaP(k) = ZZ o a;H;(k) € Z (combinaison entiere d’entiers).

Ainsi, ‘ P est a valeurs entieres sur les entiers si et seulement si ses coordonnées dans (Hy,) sont entiéres. ‘

5. Supposons que P, de degré d, est a valeurs entieres sur les entiers. D’apres les questions précédentes, il existe ag, a1 ...aq € Z
tels que P = Z?:o a;H;

Etdonc d!P = Z?:o a; x d'H; = Zf:o (ai xdd—1)...(i+1) x H;;E(X - j)) soit‘ d!P est a coefficients entiers. ‘

Pour P = %Xz, de degré 2, on a 2!P a coefficients entiers, mais P(1) = % ¢ 7. ’ La réciproque est donc fausse. ‘

4 Généralisation de I’opérateur de différence et application

4.1

1.z = z + 1 est C* de R% a valeurs dans R . Par composition, = + f(z + 1) est C* sur R% . Puis par différence,
‘ d(f) est de classe C*>° de R7..

Puis pour tout z € R%, 6(f')(z) = f'(x + 1) — f'(x) et (0(f)) (x) = f'(x + 1) — f'(x). Donc‘é(f’) =(5(f)).

2. Méme démonstration qu’en 1.2.4,|Vn € N, (§"(f Z )" k( ) (x + k).
k=0

3. Soit z > 0. Appliquons le théoreme des accroissements finis a

el que 5(/)(0) = o+ 1)~ f(a) = F1(O) % o + 1 )
|1 €10, 1[tel que 3(f) (@) = f(x + 1), |

4. Soit pour tout . € N*, P, la propriété "Va > 0,V f € C*(R%), Iy, €]0,n[, Z;”:O(—l)" J( V(@ +35) = f™(z+y,)"

de classe C! sur [z,z + 1]. 1l existe 3¢ €]z, z + 1]
(c). En notant y; = ¢ — x, on a montré qu’il existe

s
f

e La question précédente montre que P; est vraie.

e Soit n € N*. Supposons P, vraie.
Soit z > 0, il existe y,, €]0, n[ (P, appliquée a 4(f)) tel que :

F ) () = 6"(6()) (@) = (8(/)™ (x +ya)

Puis par commutation de 1’opération différence et dérivation :

ST (@) = BN (@ +yn) =L@ +yn) = F (@ +yn +1) — (@ + )
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On applique 1I’égalité des accroissements finis & f("), il existe ¢ €|z + yn, z + yn, + 1[ tel que
F @ +yn+1) = F (@ +yn) = (F) (@) x (@ +yn+1) = (@ +ua) = £ ()

Enfin, d’aprés 4.1.2, 6" 71 (f)(z) = 30750 (—1)" =7 ("T) f (2 + 5) = fFD ().
Enprenant y,41 =c—x,alors yp+1 2+ Yy, —z 2y, 20ty <2x+y,+1—2 <y, +1<n+1 Ainsi,ona
donc P,, 41 qui est vérifiée.

Ainsi, | Yz > 0,Vf € C*(R?),Vn € N, 3y, €]0,n[ tel que Z(—l)”‘j (?)f(x +7) =z +y,).

j=0
4.2
1. Sojt ke N* 1l gxiste P1,---,p; des nombres premiers et ai,as...a; € N tel que k = H;le?j. On a alors k% =
H;Zl (p;.” )& = H}:1 (p§)® . 1l s’agit d’un produit d’entiers naturels non nuls, donc \ k“ est un entier naturel non nul.
2. Sia <0, alors 2% = (%)70‘ < 1, ce qui est absurde puisque 2% € N*.
3. Si «v est un entier naturel, alors fé = al etdonc fg, (atl) _ = 0 ; donc I’une au moins des dérivées de f,, s’annule en au moins
un réel strictement positif.
Réciproquement, s’il existe n € N et g > 0 tels que fc(y”)(aro) =0=oala—1)...(a =n+1)zg™ ", alors comme zy > 0,
on a nécessairement a(a — 1) ... (o —n + 1) = 0. Et donc il existe k& € [0,n — 1] tel que & — k = 0 donc o = k € N. Ainsi
o € Nssiilexiste n € Netxzo > 0 tels que £ (xg) =0.
4.3

1. D’apres 4.2.1, pour tout k entier, £ € N, donc pour tout j € [0, 7], fo(z 4+ j) € N puisque x est entier.

Puis par combinaison entiere d’entiers, on a Z(—l)"‘j (n) falz+j) N
- J
7=0

afa—1)--(a—|aj)

2. Soit o €10, nl el que Y o(=1)" 7 () fale ) = S (@ + yn) = = ST
n

Comme y,, > 0,

o< St (Jate s < SR

Tr—r+00
Jj=

. r .. . .
3. Comme cette limite pour en +oo est nulle, on peut prendre ¢ = 5; il existe A > 0 tel que pour tout z > A et entier :

n i (10 . 11
Zj:o(_l) J (])fa(f +]) E] Ty 5[
Or cette somme est entiere, donc elle est nécessairement nulle.

Ainsi, pour tout = > A, 37 (—=1)""/ (?)fa(x +5)=0=fM™(z +y,).

Donc, une dérivée de f, s’annule en au moins un réel strictement positif. D’apres 4.2.3, | « est donc un entier naturel.




