Lycée J.B. Say PSI* année 2025-2026

Chapitre X - TD
Corrigé des exercices 28 et 31

Exercice 28. [Mines]
Soient E un espace vectoriel normé et F un sous-espace de E.

1. Montrer que I’adhérence de F est un sous-espace de E.

2. Que dire de I’adhérence de F lorsque F est un hyperplan de E ? On commencera par le cas ou E est de dimension finie.

Eléments de correction :

1. D’abord, (Og) est a valeur dans F, de limite Og donc O, € F.

Ensuite, soit z,y € F et A € K. On peut trouver (z,) et (y,) a valeur dans F de limites respectives x et y. Alors Az, +
Yn —+> Ax +yavecVn € N, Az,, + y, € F. Donc Ax + y € F. Ainsi F est un sous-espace vectoriel de E.
——+00

n

2. Si F est un hyperplan, alors F est un sous-espace vectoriel de E contenant F donc F = F ou E.

Si E est de dimension finie, alors F = F. Soit en effet d = dimE, (e1,...,e4—1) une base de F, complétée en une base
(e1,...,eq) de E. Si g1, ..., pq désignent les formes linéaires coordonnées, continues car linéaires définies sur un espace de
dimension finie, alors F = wgl ({0}) est fermé comme image réciproque d’un fermé par une application continue.

Si E est de dimension infinie, on ne peut pas conclure. Précisément, F est fermé (donc égal a son adhérence) si et seulement si
c’est le noyau d’une forme linéaire continue. Dans le cas contraire F est dense.

En effet soit ¢ une forme linéaire de noyau F. Si ¢ est continue alors F = »~1({0}) est fermé. Réciproquement si F est
fermé, soit a € E tel que p(a) = 1. Alors a + F est encore fermé (stable par passage a la limite) donc son complémentaire est

ouvert. En particulier, il existe 7 > 0 tel que B(0g,) C E\ (a + F), donc B(0g,7/2) C E\ (a 4+ F). Et ¢ (m)
est donc un intervalle (image d’un convexe par une forme linéaire) qui ne contient pas 1, ni —1 par symétrie, mais qui contient
©(0g) = 0. C’est donc un intervalle inclus dans | —1; 1 [ et donc ¢ (B(T’l)) C [—2/r;2/r] par linéarité. Ceci assure que
 est 2/r-lipschitzienne donc continue.

Donnons enfin des exemples de formes linéaires continues et non continues, donc d’hyperplans fermés ou denses. Soit E =
R[X] muni de lanorme || ||oo,[—1;1]- Sia € [—1;1]alors P > P(a) est clairement continue donc F, = {P € E|P(a) = 0}
est fermé.

Etsia ¢ [—1;1], alors P — P(a) n’est pas continue (par exemple, (X™) est bornée mais pas son image par P — P(A)) donc
F, ={P € E|P(a) = 0} n’est pas fermé donc est dense.

Exercice 31. [Mines]
Soient (E, ||-||) un espace vectoriel normé, A une partie non vide de E et k € R . Soit f : A — R une application k-lipschitzienne
etg:x € E— in&{ka —y|| + f(y)}. Montrer que g est bien définie et qu’on peut prolonger f par g sur E. Montrer que g est
ye

k-lipschitzienne.

Eléments de correction :

e Montrons d’abord que g est bien définie. Soit 2 € E. {k||x — y|| + f(y), y € A} est une partie non vide de R (puisque A est
non vide), il reste a montrer qu’elle est minorée.

On fixe yo € A. Pour tout y € A, ona |f(y) — f(yo)| < klly — woll donc f(y) > f(yo) — klly — wol|-

Dautre part |[|2 — yl| — llyo — ylll < [[(z =) = (yo = Y)|| = = — ol done [lz — y|| = lly — yoll — [z — yol|. Multipliant
par k cette minoration et la sommant avec la précédente, il vient f(y) + k|lz — y|| > f(yo) — ||z — yo/|, quantité inépendante
de y. Ainsi {k||x — y|| + f(y), y € A} est une partie non vide et minorée de R, donc admet une born inférieure g(x).

e Six € A, lecalcul précédent donne, en prenant yo = x, la minoration f(y)+k||x—y| > f(z), pour touty € A. Comme de plus
f(z) est alors élément de I’ensemble {k|lz —y||+ f(y), y € A}, c’est son minimum et donc g(z) = mi[gl{k|\$ —yl+fy)}t=
ye

f(z). Autrement dit g prolonge bien f.

e Soit ,z € E. Pour tout y € A, on a comme précédemment ||z — y|| > ||z — y|| — ||z — z]|| donc f(y) + k||z — y| >
F(9) + kllz — yll — kllz — 2] > g(x) — kllz — 2| par définition de g(x).
Et donc par définition de g(z) (plus grand minorant de I’ensemble), on a g(z) > g(x) — k||z — z|| soit g(z) — g(z) < k|lz — z|.

De méme en échangeant les roles, g(z) — g(z) < k||z — z|, et donc |g(z) — g(z)| < k||z — z||, ce qui prouve bien que g est
k-lipschitzienne.



