PST* 2024-2025

Mathématiques : Correction du devoir a la maison n°7

EXERCICE n°1
a) e Siz =0, alors f,(0) =0 et donc f,(0) — 0

n——+o0o

a = <z, done f,(z) =0 et donc f,(z) — 0

n—-+o0o

e Si z €]0, 1], alors, pour n > % on

Bilan : | (f,)nen+ converge simplement sur [0, 1] vers la fonction nulle.
b) f, est clairement continue sur [0, 1| et sur |+, 1].
Comme lim f,(z) = hm n?z(1 —nx) = 0= hm fn( ) = fn(%) alors f, est continue en X
1 n n
On a f, dérivable sur [0, £[ et Va € [0, [ f’( ) =n%(1 —nx —nz) =n?*(1 - 2nx)
T T
() t - 0
5 € [0, 1], on a donc le tableau de variation suivant : fa(2)
fn() / N\
0 0 — 0

Avec fn(%) = nzﬁ(l — %) =z

) fn est bornée sur [0, 1], on peut donc justifier la définition de ||f,||

Avec les variations du b) on a méme : |Vn € N* | ||f,]| =2

d) Si (f,) convergeait uniformément sur [0, 1], ce serait vers la fonction nulle et on aurait alors

. - ) : o B
ETOO || fnll, = 0. Mais le ¢) permet d’affirmer que : ngrfoo || full o = +o00.

(fn)nen+ ne converge pas uniformément sur [0, 1].

Donc

EXERCICE n°2

a) e Si x =0, alors f,(0) =0 et donc f,(0) — 0

n—-+4o0o

. 1 _ 1
e Si x > 0, alors, exp(—) njoo exp(0) =1 et + njoo 0 donc f,(x) njoo 0

Bilan : | (fn)nen= converge simplement sur [0, +oo vers la fonction nulle.

b) e Slxe[a+oo[alor50<exp( 1) <let0< 5o < oo
,on en déduit :  sup |fu(2)| <52~ — 0

Donc Vz € [a,+oo[, 0 < f,(z) < <
" 2+ z€[a, 00| Ztna n—r+00
(fn) converge uniformément vers la fonction nulle sur [a, +00[ wour a > 0)

Donc sup |fn(z)] — Oetdonc
z€la,+oo] n—+00
ir sup |[fu(z)] — 0

e On remarque que fn(%) = 36, donc ?&lp []fn(x)] > é et on ne peut pas avoir P and
ze(0,400 zel0, o0

et donc | (f,) ne converge pas uniformément sur [0, +00|




EXERCICE n°3

1.) On remarque alors que > f,(x) est une série alternée, comme de plus (| f,(z)|)nen est décroissante et
lim |f.(z)] =0 (car x > 1 > 0) on peut appliquer le critére des séries alternées et on obtient que : > f,(2)

est convergente.

On a donc : | Y f, converge simplement sur .J.

n>0
2.) On a la norme infinie sur J de f,, qui vaut : ||f,|| ; = sup |fu(z)| = 1+n ~ 4 >0,
' teJ n2
Comme Z est une série de Riemann divergente alors | Y f,, ne converge pas normalement sur .J
n>0

3.) Toujours avec le théoréme spécial sur les séries alternées on a :
N
o(@) = > fu(2) —— < 55 — 0
n=0

< <
Comme la majoration est indépendante de x alors

VereJ, VN eN,

> fn converge uniformément sur J
n>0

4.) On cherche { = lim ¢(z).

T—r+00

Avec le théoréme spécial on a : |p(x) — 1| = |p(x) — fo(z)] < |fi(z)] < Tlﬂ o d 0

On a donc | ¢ = lim an( )= lim p(z)=1

T—+00 T—+400

Remarque : on peut aussi utiliser le théoréme de la double limite puisqu’il y a convergence uniforme.

> u, est convergente.

5.1) Par le critére des séries alternées :

n ey
~ -nn n= \/ﬁ
3 e U=
+o0o +o0o
(_l)VL N (_l)n L
; Vit+nz (nzl vn )\/E
_ +°°( Coe oy
= Vitnz Vvnz
+o00

=X (-D'"o= — 7

n=1
g:ur f est de classe C! sur [nz; 1 + nz], donc par le théoréme des accroissements finis :
\/ﬁ \/ﬁ =g(14+nx) —g(nz) = ¢'(c)(1 + nx —nx) = ;—é avec ¢ €nx; 1 + nz|
11 1
Done Vitnx Vvnx = 2(nz)%
Comme Z 7 est convergente, en notant § = < ona:|p(x)— L — F < <
TLZI n2 x 2x2

On a donc : p(z) =1 — = = O(f%) et donc :|p(x) =1+ = +O(L%)




EXERCICE n°4

Q1) e Si z < 0 alors e~*V7" ? 400 donc > e~*V™ est grossiérement divergente.
n—-+0oo

e Siz=0alors e ®v® — 1 donc > e *V" est grossiérement divergente.

n—-+0o0o

e Si z > 0, alors par comparaison exp-puissance n2e=*v" —+> 0 et donc e=*V" = 0(#). Par négligeabilité,
n—-+0o0o

comme Y -4 est absolument convergente, alors > e~V™ est convergente.

e Bilan : | D =|0, +-00]

: faot 0,400 — R L. X
Q2) e On pose pour tout entier n : - s exp(—a/m) ainsi f = nz::o fn
e Soit @ > 0. Comme x — f,(z) est décroissante et positive sur [a, +00[ on en déduit :
£l = sup |fula)] = e V™
z€la,+o0|

Comme Y e~ ®V" est convergente (c’est f(a)) alors 3 f, converge normalement, et donc uniformément, sur
[a, +00]

les fonctions f,, sont continues sur [a, +00|

(>_ fn) converge uniformément sur [a, +oo

On a alors {

On peut donc appliquer le théoréme de transfert de continuité pour les séries de fonctions et on en déduit
f continue sur [a, +00]

e On a Va > 0 : f est continue sur [a, +00.
Comme |J [a, +00[=]0, +00[= D, on en déduit : ’f est continue sur D.

a>0
Q3)Ona fo(z) =1 — let¥n>1, fulz)=e ™" — 0
T—+00 T—+00

Vn e N, lim f,(x) existe dans R
On a alors : Z—+oo

(> fn) converge uniformément vers f sur [16, +oo|

+oo
On peut donc utiliser le théoreme de la double limite pour les séries de fonctions et on en déduit : Z hril fn(x)
O(E—} (o¢]

converge et Z hm folz) = lim Z fu(x) ou encore : | lim f(z) =

n— Ox% T—> +<>o r—r-+00

Q4) Soit = > 0.

+o00
o t — exp(—x+/t) est continue sur [0, +o0o[ donc [ exp(—x+/t)dt pose probléme uniquement en +oo.
0

Au voisinage de +oo : t?exp(—x+/1) i 0 car z > 0 et donc exp(—av/t) = o(%).

“+o00 t2
Comme ¢ — t2 est intégrable sur [1, +oo[ par Riemann, alors, par négligeabilité ¢ — exp(—xz+/1) est intégrable
sur [1, +o00| puis sur [0, +00|

400
On a donc [ exp(—z+/t)dt convergente.
0



e Soit n € N.
ten,n+1]
=n<t<n+1
= /n<Vt<Vn+1
= —V/n+1<—Vt<—vn
= —zv/n+ 1 < —zvt < —x/n on utilise la croissance de exp

= exp(—xv/n+1) < exp(—xvVt) < exp(—ay/n)

n+1

On intégre entre t =nett =n+1letona:Vn € N:exp(—xyvn+1) < [ exp(—zvt)dt < exp(—z/n)

n
En sommant pour n variant de n = 0 & n = 400, comme les séries et 'intégrale convergent et par la relation

400 +oo +oo
de Chasles : > exp(—zv/n+1) < [ exp(—zvt)dt < Y exp(—zy/n)
n=0 0 n=0

Donc f(z) —1< J;fooexp(—x\/f)dt < f(z)

+oo +oo
En réordonnant on a : | [ exp(—avt)dt < f(x) <1+ [ exp(—avt)dt
0 0

Q5) Par le changement de variable C" bijectif : u = x/f (donc t = Z—i et dt =

+o0 +o0 +oo
[ exp(—zvt)dt = [ exp(—u)2dt = L [ 2uexp(—u)du
0 0 0
Puis par intégrations par parties (licite car les limites aux bornes existent) :
+o0 +00
[ 2uexp(—u)du = 2u(—e ™))+ [ 2e7dt =0—0+ [-2e7]§® =2
0 0
+oo

Donc [ exp(—zv/t)dt = 3
0

En reportant dans Q4) : %gf(x)gf—frl:lg 1) Sl—I—%Z

Par encadrement lim £& = 1 et donc f(z)

~Y
rz—0 2 xz—0 %




