Chapitre 12 : Exemples d’exercices corrigés

PSI* 2024-2025

Enoncé, Exercice 12.1

Calculer le rayon de convergence de S(z) = Y. er+n® _.n

1
=1 exp(n+:-)

z

Correction
* __e"+n?
On pose Vn € N* | a, = capnt 1)
N .
n = e"eacp(%) en 1

Donc |ay,| ~ 1 et comme on sait que Y, 2™ a pour rayon de convergence 1 alors par la régle de I’équivalent

pour les séries entieres ’S (z) a pour rayon de convergence 1. ‘

Enoncé, Exercice 12.2

Calculer le rayon de convergence de S(z) = ) %Z%H
=1
Correction
Soit z # 0, alors on pose Vn € N | u,(z) = egz;ml)z%“
On a u,(z) #0. Alors : uy(2) ~ exp?n+1)22”+1
ontl o 5 9’ 2‘
un+1(z) ~ ETP(’”IQ) ~ 92% donc lim u"+l(z) = 71
Un(z) m e n—s—too | un(z) e
9’22‘

:1<:>‘z2}:g<:>|z|:§

e
Alors, en appliquant la régle de D’Alembert :

Un+1(2)

U +1(2)
un(2)

|z| < % = lim
n—-+oo

< 1= > un(z) est convergente.

2] > ¥ = lim
n—4o0o

> 1= > un(z) est divergente.

Comme par définition, le rayon de convergence de S(z) vaut :

R = Maz({|z| , z € Cet Y up(z) convergente }), on en déduit que :

NG
le rayon de convergence de S(z) vaut g




Enoncé, Exercice 12.3

+o00
On considére la série entiére S(x) = Y n?z" !

n=1
Déterminer la rayon de convergence R de S et calculer S sur son intervalle ouvert de convergence

Correction

Par comparaison exponentielle-puissance on a : (n?z"*1),cy bornée < |z| < 1.
Comme R = Max({|z] ,» € R et (n2"!),en bornée }) alors on en déduit R =1

On va partir du résultat que on connait sur la série géométrique et utiliser le fait que I’on peut dériver
(deux fois) terme a terme une série entiére sur son intervalle ouvert de convergence. On a alors :

+00
Veel - L[, > a" =L
n=0

=Vre]—-1;1], %(ﬂoxn) = %(ﬁ)

n=0
X aln d( 1
n=0
+oo
=Vrel-1;1], ZO nz" 1t = ﬁ et de méme, en redérivant
n=
+oo 9 9
=Vrel-11[, > n(n—1)z2"" =
n=0
Alors : Vo €] — 1; 1], puisque toutes les séries considérées convergent :
S(x)
+oo
— Z n2l,n+1
n=1
+oo
=Y n((n—1)+1)z"*!
=1
7—’Li-oo +o00
= > n(n— 1)z + 3 natl
n=1 n=1
+oo 00
= > n(n— 1)z + 3 natl
n=1 n=1
+oo e
=23 Y nn—-1z" 2 +22Y na™ !
n=1 n=1
“+o00 0
=23 Y nn—-1z" 2 +22Y na™ !
n=0 n=0

On utilise les sommes calculées ci-dessus :

933 $2 —X $2 X
S($) = $3(13$)3 + 562(1,133)2 =2 (—;,x()ls ) = (1(j;)3)

Bilan :

Le rayon de convergence de S vaut R =1et Vo €] — 1;1[, S(z) = 33(21(_1:)3;,)




Enoncé, Exercice 12.4

Montrer que f(x) = arctan(2x) est développable en série entiére en 0 et donner ce développement.

Correction
fest C®surRetVereR, f’(x):ﬁ:ﬁ
On va commencer par faire le développement en série entiére de f’
On sait que VX €] — 1;1], ::zj;(—l)”X" = ﬁ
On en déduit Vz €] — 333, (22)? €] — 1;1] et donc
Fla) =2 & (<1202 = 3 (-1

On peut intégrer une série entiére terme & terme sur tout segment inclus dans son intervalle ouvert de

convergence, on a donc :
(_1)n22n+1

+o0
Ve €] = gigl, f(0) = L e 4 1(0)
Mais f(0) =0 et donc :

+o0
f est développable en série entiére en 0 et Vo €] — ;5[ , f(z) = >

n=0

(_1)71,22n+1 $2”+1
2n+1




Enoncé, Exercice 12.5

Déterminer les solutions développables en série entiére en 0 de I’équation différentielle :

E < xy(z) + 2y (z) + day(z) = 0

Correction
+oo
Supposons que y(x) = Y apz™ ait un rayon de convergence R > 0 et soit une solution de E sur |—R; R[
n=0

Comme on peut dériver une série entiére terme a terme sur son intervalle ouvert de convergence alors :

—+00
y'(z) = 3 napa"!
n=0

Vo €] — R R, =0
y'(x) = 3 n(n —1ayz""?
n=0
On a alors :
y solution deEsur]—R;R[
& Vrel—R;R[, x ()—|—2y()+4:cy() 0
& Ve €] - R R[, mz n(n — 1)apz"™ 2—1—2271@”:1:" 1—1—43;2%:13 =0
n=0 n=0
+oo
eVrel—-R;R[, Y n(n—1)az"" 1+22na " 1+Z4anx =0
n=0 n=0 n=0
< (1)

Changement d’indice : p— 1 =n+1 < p = n + 2 dans la derniére somme et p = n dans les deux
premieres.

+o0 400 +o0
(1) ©@Vz el = R;R[, X plp— Dapa?~' + 3 2papa?~" + 3 day 02?1 =0
p=0 p=0 p=2

On fait commencer les sommes au méme indice :

+00 —+o0 +o0o
(1) eVre]—R;R[, 0+0+ > p(p—DapaP L + 0+ 2a1 + > 2payaP~t + 3 dap02P 1 =0
p=2 p=2 p=2
On regroupe les sommes car elles convergent

+o00o
<1) & Vo E] - R; R[ , 201 + Z [p(p - 1)ap + 2pa, + 4ap_2]xp*1 =0
p=2

Par unicité du DSEy, puisque R >0

(1) ar=0etVp>2 p(p—1)a,+2pa, + 4ap—2 =0
Sa=0etVp>2 p(p+1)ay, +4a,2=0

Sapr=0etVp>2 apzp(;ifl)ap,g

. —4 —4 42
Recherche : as — Txgao ay — mGQ = mao
Uon = —Tam—a = 4 42 a
2n = Rn1)x(2n) Y27n—2 T @2nF1)x(2n) " 2x3x4x570



) azn+1 =0
Montrons par récurrence sur n € N que : Vn € N | (—4)n
2n = @pt1)1%0

Au rang 0 : On a déja montrer que a; = 0 et on a bien ag = ag
Hérédité : On suppose la propriété vraie au rang n et on la montre au rang n + 1

_ —4 _ —4 _
A2n+3 = Zn53)(2ngd) 201 = @ngs)enta X0 =0

. 4 (74)71, . —4 n+1 . (74 n+1
a2(n+1) = @2n+2 = m“% = @) (2nt2) Cnt )1 W0 = (@na)l 20 = Brrn+n %o

On a donc bien le résultat au rang n + 1

n =0
Conclusion : Vn € N | {a2 H (—4)
2n = pyni?o
_ n n T 2n
On a donc y(z) = ag Z (Qnil = ag Z 12)n+21 ]

+w n n
Or on sait que VX € R, sin(X) = > %

n=

On en déduit que y est de rayon de convergence 400 et que 2zy(x) = agsin(2x)

o)
ao Sm;gf) six#0

apsix=0

On a alors : y(z) = {

Comme, on a raisonné par équivalences et que R > 0 on sait peut remonter les équivalences.
Conclusion :

Les solutions développables en séries entiéres en () de E, sont définies sur R et s’écrivent :

sin(2x) . 0
y(x) = {ao 2 S? 7 avec ag € R
ag siz=0



Enoncé, Exercice 12.6

ch(@*)-1 six #0
On pose Vz € R f(x) = z?

A six=0

avec A € R
1°) Quelle valeur donner & A pour que f soit continue en 0 ?

2°) On suppose que A prend la valeur donnée au 1°).
Montrer alors que f est de classe C* sur R.

Correction

1°) Pour = # 0 au voisinage de 0 :

ch(z2)— zt o(z*))—
fla) = =l - UETHe@Zl 1 o)

Si on pose A = 1 alors on a : lim f(z) = £(0)
z—0

Il faut donc donner & A la valeur % pour que f soit continue en 0.

+oo n
2°) On sait d’apres le cours que : VX € R, ch(X) = > (XTZ)'
n=0 ’

On a alors pour x # 0 (en posant X = x?) :

+oo (12)271, +oo zAn
nz:jo G 1 1+n2::1 @y 1 +oo piAn—4 too e too 24P
f(x) - x4 - x4 - Z 2n)! — Z (2p+2)! — Z (2p+2)!
n=1 p=0 p=0

On remarque que la relation ci-dessus est valable sur R, y compris en z = 0 & cause de la valeur choisie
pour A
On a donc f développable en série entiére en 0, de rayon de convergence 400, et on a donc :

’f est C sur ]R‘




