PST* 2023-2024, Mathématiques DS n°4 : Correction

Question de cours

Voir cours

Exercice n°1

1°) Au voisinage de x =0 :

2

sin(z) —In(l+ ) = x4+ o(a?) — (x — % + o(a?)) = & + o(z?)

v

On a donc : | Au voisinage de x =0 : sin(x) — In(1 +x) = 5”2—2 + o(z?)

2°) Comme HEIEOO% = 0, on peut utiliser le 1°) pour obtenir : u, = 55 + o(-5)

1
Done : 4 on "~ 22 7 0
> -5 est une série de Riemann convergente

On a done, par équivalent pour les séries & termes positifs : | > u,, est convergente.

Exercice n°2

1°) a) Posons pour z € Ret n > 2, u,(z) = O
Pour = # 0 : u,(z) # 0, on peut calculer “ZI(IX) = (‘ﬁf:); ”ﬁz‘;l) ~ |z|

On a donc lim |%+1@
n—s—+oo | un(®)

La régle de D’Alembert permet d’affirmer que : |z| < 1 = Y u,(z) convergente (et donc R > 1)
et que : |z| > 1= > wu,(z) divergente (et donc R < 1)

RZletRSletdonc

= ||

1°) b) Pour trouver le domaine de définition de S il reste a étudier la convergence en z = 1 et x = —1
S() = X sy ot S(-1) = X w5
n>2 n>2

| )
n(n—1)

Comme Y~ -5 est convergente, alors, par la régle de Iéquivalent S(1) et S(—1) sont absolument conver-
gentes donc convergentes.

1 1
n(n—l)‘ ~ a2 >0

On en déduit que |le domaine de définition de S est [—1, 1]

2°) S est C* sur | — R, R[ comme série entiére.
On peut dériver terme a terme une série entiére sur son intervalle ouvert de convergence.

o F L ) R = O 0§ BN o (o U U e o G
On aalors Vz €] — Ry R[: S'(z) = E(ZQ ne ") = ZQH(n(n—l)x ) = 22 on T = 21 Sl
n= n= n—= p=

+o0 N
On a donc Vo €] — 1;1] S'(z) =— >, #mp
p=1



On reconnait une série entiére du cours et on a : Vo €] — 1;1[ S'(z) = In(1 + )

En intégrant par parties, avec des fonctions dérivables, 'expression trouvée ci-dessus on obtient sur
| =510 S(x) = [(z+ Din(1 +2)] — [(z 4+ 1)75de = (x+ 1)in(z + 1) — 2 + p avec p € R
Avec I'expression ci-dessus on obtient en x =0 : S(0) = p
Avec I'expression sous forme de série entiére on obtient : S(0) =0 et on a donc =0

On a finalement : |Vx €] — 1;1[ S(z) = (z+ 1)in(l4+2) — x

R Up - [_17 1] R
3°) Posons Vn > 2 : (=D" n
4 = n(n—l)x
On a alors |Un( )| < o 1) et donc ||u,||, = sup |u,(x)| < _n(n1_1)
z€[—1,1]

Comme Z

a termes posmfs : > [Junl|,, est convergente et donc la série de fonction ) u, est normalement conver-
gente sur [—1,1].
Comme la convergence normale implique la convergence uniforme alors > u,, est uniformément conver-
gente sur [—1,1].

=y est une série convergente (voir 1°) b)), alors, par régle de comparaison pour les séries

les fonctions u, sont continues sur [—1, 1]
On a donc

> u, est uniformément convergente sur [—1, 1]

On en déduit par le théoréme de transfert de continuité sur les séries de fonctions que | S est continue [—1, 1] ‘

4°) S est continue sur [—1;1] donc en particulier en x = 1. Alors :
)= lim S(z) = lim ((z+ 1)in(l1+2z) —2) =2In(2) —1=In(4) — 1
T—1—

r—1—

S(1

+oo n
On en déduit | S(1) = 3 L=V = in(4) — 1
n=2

Exercice n°3

1°) Soit x € [0, +oof fixé et n au voisinage de +oo

1+x 14z n—+o0 1+x

f: [0,400] — R

La suite (f,,)nen+ converge donc simplement sur [0, +o00| vers N o

A
14z

2°) Posons Vu > 0, A(u) =u — sin(u) et B(u) = g —u + sin(u)
Alors A est dérivable et A'(u) = 1 — cos(u) > 0, donc A est croissante sur [0, +00[, comme, de plus

A(0) = 0 alors Yu > 0 A(u) > 0 et donc u — sin(u) >0

Best C*. On a B'(u) = “7 — 1+ cos(u) et B"(u) = u — sin(u) > 0 d’aprés I'étude de A.
Donc B’ est croissante sur [0, +o0o[. Comme, de plus, B’(0) = 0 alors Yu > 0 on a B'(u) >0
Donc B est croissante sur [0, +00]. Comme de plus, B(0) = 0 alors Yu > 0 on a B(u) > 0 et donc

%—u%—sin(u)ZO@u—sm( ) < %

En regroupant les deux résultats trouvés on a : |Vu € [0, 4+00[ ,0 < u — sin(u) < %




3°) Soit = € [0, a]
nsin(; z | _ | n(sin(f)—+
[fulw) = f()] = | -

- 142

14z 14z

En utilisant la question Q3) :
x 13 x
(@) = F@)] < 25 |2 = |ful2) = f@)] < 215 = [ ful@) — f(2)] < 5 car o <1

On a donc Vz € [0,4a] , |fu(z) — f(2)| <% — O

Comme de plus, la majoration est uniforme, alors :

la suite (f,,)nen+ converge uniformément sur [0, +oo[ vers f

4) fuln) = S(n) = M = £ = MR 5, sin(1) - 140

Si la convergence était uniforme sur [0, +ool, la limite ci-dessus serait nulle.

La convergence de (f,,) vers f n’est donc pas uniforme sur [0, +oo|

S 1 1
5°) Le changement de variable y = £ donne : u,, = "ii’—féy)dy = %&f)d(x = [ fo(z)dz
0 0 0

. les fonctions f, sont continues sur |0, 1
On a, en utilisant le 3°) que : { Jn 0,1] ,on a donc, d’aprés le

(fn) converge uniformément vers f sur [0, 1]

cours : hm ffn dx—f 11m fo(z)dx

1 1 1 1
: I _ _ T _ 1-1 _
= RETOO Uy = nl—gloooff"(@dx = bff(x)d:c = of Tdr = bf Htdr = EJf(l — 7)de =1—1In(2)
1
On a donc : "fﬁw dy =1—1In(2)
0
Exercice n°4
A oo (_1)n+1
D’apres le cours, pour z €] — 1, 1], In(l +2) = > ——a"
n=1
+oo n
Donc pour = €] — 1, 1\{0} , f(z) = 2tz — 3~ CUT pn
n=1
On remarque que la formule est encore valable en x = 0 puisque f(0) = 1.
f est donc développable en série entiére sur | — 1, 1[ et par conséquent C*° sur | — 1, 1]

Comme f est C* sur |0, +o00[ comme quotient de fonctions C'* alors :

fest C® sur ] —1,+o0]




Probléme : La fonction In(I") (ccINP PC 2024 exo 2)

1. Soit & > 0, alors, au voisinage de n = +00 :
up(z) = aln(l+2) —In(1+ %) =z( + O(:5)) — (24 O(35)) = O(55) (granto)

n
Mais Y =5 est absolument convergente, donc par domination, > u,(z) est convergente.

On en déduit que : | Y u, converge simplement sur |0, +o0o|

2. Pour z €]0, +oo[ , z + % > 0, donc pas de probléme avec le In et donc u,, est C' comme composée
de fonction C1.

On a alors : Vo >0, ul,(x) :Zn(1+%)_ lfﬁ :ln(1+%>_n_-1m

Posons alors : €, = uj,(z) — ;oi = In(1+ ) = — monrsy = In(1+ 1) — n?nixx =In(l+1)—-1

Effectuons un développement asymptotique de ¢,. Pour n au voisinage de +o00 :
1 1 1 1 1
En:;—w‘f—O(ﬁ)—ﬁ 2n2+0( ) W<0
Donc [e| ~ 55

Comme Y~ -5 est convergente par Riemann, alors, par équivalent, Y |e,| est convergente, donc Y. €,
est absolument convergente.

On adonc :| (uy,),>1 est une suite de fonctions de classe C' sur |0, +oc[, et il existe (€,)qen= telle que :

V(n,x) € N*x]0, +oo , up(2) = iy + e

3. Soit [a, b] un segment inclus dans ]0, +o0|.

Soit = € [a, b]
Alors : |ul (x)] < n(7|zx-i‘-z) + e, < n(n+a) + €,
En passant au sup sur = € [a b] on obtient :
98— sup [u, ()] < n(n+a) + €,

z€la,b]

w5

b

ey ~ % >0et ) # est convergente par Riemann, donc, par équivalent » | ﬁ est convergente.

Alors Z[ +en] est convergente comme somme de deux séries convergentes, et par comparaison :

> HunHoo est convergente.

On en déduit ) u!, converge normalement sur [a, b].

Bilan : | > u!, converge uniformément sur tout segment de |0, +oo|




4. o Avec Q14) et Q16) on a :
les fonctions u, sont de classe C! sur |0, +o00]
> u, converge simplement sur |0, +00]

> ! converge normalement et donc uniformément sur tout segment de |0, +00|
On peut donc appliquer le théoréme de classe C! pour les séries de fonctions et on en déduit que :

+00 too
T Y up () est de classe C* sur J0, +oo et Vo > 0, L(u,(z)) = Y u,(2)

n
n=1 n=1

Comme x — In(x) est aussi C! sur |0, +o0] alors ¢ est C! sur ]0, +-o0].
+oo
e Onadeplus: Ve >0, ¢(x)=—2+ > u,(x)
n=1
n+x

+oo
On a déja calculer ul,(z) et donc : ¢/(z) = =2 + 3 [In(1+ 2) — =]
n=1

Soit (z,y) €]0,+o0[, 0 <z <y
Alors ¢ (y) — ¢'(x)

00 +oo
=t S D) ) S+ D) - )
+o00
—1_ 1 1 1 .
=:—5+ nz::l[nﬂ | par convergence des séries
+o00

_ y—=z y—a fot
=Lt Zl[(n+x)(n+y)] par convergence des séries
n—=

Donc comme y —x > 0 alors ¢'(y) — ¢'(z) > 0 et donc ¢’ est croissante sur |0, +-00|

e Soit z > 0. Alors :
+o0 oo
oz +1) = @) = (=@ + 1)+ X wn(e+1)) = (= (@) + 3 w(x))
n=1 n=1
Comme les séries sont convergentes :
+o00
olx+1)—px)=In(z) —In(x+ 1)+ > [u(z+ 1) — up(x)]
n=1

Mais u,(x + 1) — u,(x)
= [(&+ Din(1 + 1) — in(1 4+ Z2)] — [zln(1 + ) — In(1 + 2)]
=In(1+2) = In(1+ =) + In(1 + £)

=In(1+ %) — ln(%ﬁl) + ln("T”)
=In(1+ ) — In("EEH)
= In("H) — In(2H)

= [In(n+1) —in(n)] — [In(n +z+ 1) — In(n + x)]

Donc i[un(m + 1) — up(x)] = % <[ln(n + 1) —In(n)] = [In(n+z+ 1) —In(n + x)]) donc par

n=1 n=1
télescopage :
N
> [un(z+1)—uy(2)] = In(N+1)—in(1)— (In(N+z+1)—In(1+z)) = In(FE) +in(1+2) N7 In(142)
n=1 00

On a donc +E:Oj[un(x +1) —up(x)] = In(l + 2)

On reporte plus haut et on a: p(x + 1) — p(z) = In(x) —In(z + 1) + In(x + 1) = In(x)



+o0 +oo
o p(1) = —1n(1) + 3 (1) = 3 ()
Mais u,(1) = In(n+ 1) — In(n+ 1) = 0 et donc ¢(1) =0
i) pest de classe C! sur ]0, +o0]
i) V 0 1) — =1
Bilan : H) ©>0, ple+1) = ¢(z) = Inlz) et donc | ¢ est une solution de (C)

iii)

¢’ est croissante sur |0, +00]

iv) ¢(1)=0
5.0napour x >0: h(z+1)—h(z) = (p(x+1) —p(x)) — (9(x + 1) — g(x)) mais comme ¢ et g
vérifie (C'i7) alors
h(zx+1) — h(z) = (=In(x)) — (=In(z)) = 0 et donc h(z + 1) = h(x)

Comme de plus par (Ci), ¢ et g sont C! alors h est C' et ont peut dériver la relation ci-dessus pour
obtenir : A'(x + 1) = h/(x)

Donc :

Ve >0, h(z+1)=h(z)et h(x+1)=hn(x)

6. ¢ Pour x €]0,1[et p e N* : p<p+ 2 <p+1, comme ¢ et ¢’ sont croissantes on a alors :

(¢'(p) ésﬂp + ) és@’(p +1)
{w’(p) <@p+z)<Pp+1)
gp)<g@+p) <gp+1) —g'(p+1) \S/—g’(p + ) \S/—g’(p)

Alors [1]+[3] donne : ¢'(p) —g'(p+ 1) < ' (p+2) —g'(p+a) =H(p+z)
et [2]+[4] donne : K'(p+2)=¢'(p+x) —g(p+x) <P (p+1)—g(p)

On a donc, en combinant les deux inégalités obtenues :

Vz €]0,1], VpeN", ¢'(p) —g'(p+1) <W(p+2) <¢(p+1) —g(p)
e De plus : ¢'(p) —g'(p+1) =¢'(p) —g'(p) +9'(p) —g'(p + 1) =HW(p)+4)—-9gP+1)
Or g(z) — g(x + 1) = —In(x) qui se dérive en ¢'(z) — g (:L‘ +1)=
Reporté avec 2 = p ci-dessus, on a : |[Vp e N* | ¢'(p) —¢'(p+1) = h’(p) -2
e Comme ci-dessus : ¢'(p+1) —g'(p) = ¢'(p+1) —¢'(p) +¢'(p) —g'(p) = [¢'(P+1) —¢'(P)] + I'(p)

Mais p(z + 1) —

¢(z) = In(z), donc ¢'(z + 1) —
p+1)—gp) =+

¢'(x) = - , appliqué en & = p et reporté ci-dessus :

e Avec double inégalité trouvée en début de question, on a :
W(p) =1 <Wp+z)<HW@p) -+

S s <NWp+a)-NWp) <,
I (p+ ) = W(p)| < 5
On a donc : |Vz €]0,1] , Vp;nN* | |W (p+2) — W (p)| < 110




7.0navuen Ql8) que: Ve >0, h'(x+1) = h'(x), donc Vp € N* |
En reportant ceci dans la derniére inégalité de Q19), on a : |h/(x) — A/

Comme on peut faire tendre p vers 400 on a, par encadrement, :
|W/ () — h'(1)] <0 donc |h'(z) — h'(1)| =0 et donc h'(z) = h'(1)

h' est donc constante sur |0, 1], et comme A'(z+1) = h/(z) sur |0, +-o00[ alors

8 D’aprés Q20) : Ja e R, Vo >0, W(z) =«
En intégrant, on obtient : 36 € R, h(z) = ax + 3
Mais Vo >0, h(z+1) =
h est bornée sur [1,2] donc sur |0, 4+o00].
On en déduit o = 0 et il reste h(z) = .
Comme h(1)

On en déduit :

W(p+w) = N(x) et W(p) = (1)
W<

h' est constante sur |0, +00]

h(z) donc h(R) = h([1,2]), et comme h est continue (car C') sur [1,2], alors
[

= (1) —g(1) =0—0=0 (puisque ¢ et g vérifie Civ)) alors h est nulle sur ]0, +00|

9. un(3) = 3in(1+ L) —In(1+ 5) = L{ln(n+ 1) — In(n)] — In(2n + 1) + In(2n)
Donc 712::1 Uun(3)
= 1[In(N +1) — In(1)] - ln(nlji(Qn +1)) + ln(nl]i(Zn))
= 3n(N +1) — In(B) +1n (H (2n))

nl;[l(Zn) =t

= 1n(N +1) —In((2N + 1)!) + 2ln(ﬁ( 2n))
=1n(N+1)—In(2N+1)!) + 2ln(2NN')

=In(v/N +1) —In((2N)!) — In(2N + 1) + 20n(2V N!)

N / N 2
Donc : |VN € N* | exp( 2—31 Un(%)) = 2]]\\1[4:1 (2(2]1\[\{)!!)
10. Par définition : ¢(1) = 0.In(2) + ¢(3) + (1) —5in(r) = ©(3) — 5in(T)
~—~
=0
1 RN = S
Or o(35) = —ln(3) + > un(3)

n=1

Il est temps d’utiliser Q22) avec la formule de Stirling :

N

g: VNF1 (2VN1)? VNFL (2NV2rNNNe N)2 N+1 4NogN2N+1,—2N VN1 /7N
exp(n,1un(2)) - 2N+1 (2N)! ~ oN+1 \/27r(2N)(2N)2Ne—2N 2N+1 2./mV/NN2N4Ne—2N ~ ON+1 VN
+oo
On en déduit donc exp( Y u,(3)) = ‘/77?
n=1
En prenant le In et en reportant dans le calcul de ¢(3)
p(3) = —In(d) + () = In(2) + Lin(r) — In(2) = L(In(r)
Donc 9(1) = p(3) — 2in(r) =0
On a donc : |¢(1) =0




11. Montrons que 1 vérifie (C)

e i) Comme ¢ est C! sur |0, +o0[ alors par composition 1 est C'! sur ]0, +o0.

) vérifie 1)

e ii) Soit x > 0. Alors :
U(z+1) —Y(x)

=[(z+1-1in(2)+
— n(2) + p(25) + p(2 + 1) — p(2) = (=2

=1n(2) + ¢(5 + 1) — ¢(§) mais ¢ vérifie (C)
= In(2) —|—ln( )
= (n(2) + In(x) — In(2)
= In(z)

1 vérifie i)

e iii) Calculons ¢’ pour = > 0 : ¢/(z) = In(2) + 3¢'(%) + 3¢/ (%)
Mais = +— 3, 2+ ””TH et ¢’ sont croissante, donc v’ est croissante.
Y vérifie iii)

e iv) est vérifiée par ¢ par la question Q23).

On a donc ¢ vérifie (C') et par unicité : ¢ = ¢

Donc Vo > 0, ¢(x) = ¢(x)
& (o - 1)in(2) + p(3) + (55 — 3in(m) = ¢()
& (2= Din(2) + ¢(5) + o(5) = ¢(z) + 5in(r)

On a donc : |Vz >0, (z — 1)In(2) + ¢(%) + ¢(Z1) = p(z) + 3in(T)

Ly

p(H) + () — %ln(ﬂ)] — (@ = )in(2) + (3) + (55



Centrale PC mathématiques 2 , 2018 : début du sujet

QL) > n% est une série de Riemann, on sait d’aprés le cours qu’elle converge si et seulement si x > 1.

On en déduit : | D¢ =|1, 4+00]

Q2) On pose : Vn e N*: " MHZOO[ : HE
400 400 "
On a alors : Vo € D¢, ((x) = Y uy(z), donc Y u, converge simplement vers ¢ sur D,
n=1 n=1
Soit @ > 1. Posons Ny oo(un) = sup  |uy(x)] alors Nyoo(u,) = sup & = =&
z€[a,+o00] z€[a,+o00]

Comme a > 1, on a Y N, yoo(uy) qui est convergente et donc ) u, converge normalement sur [a, +00|
et donc converge uniformément sur [a, +oof

les fonctions u, sont continues sur [a, +oo|

On a donc ¢ £ . ;
u,, converge uniformément vers ¢ sur [a, +00]
n=1
On en déduit par le théoréme de transfert de continuité pour les séries de fonctions que ( est continue

sur [a, +00]

On a, pout tout @ > 1, ¢ est continue sur [a,+oo[, comme [ [a,+o00[=]1,+oo[= D, on en déduit
a>1

alors : | ¢ est continue sur D,

Q3) Soit x,y € D¢. Alors :
v <y=ziln(n) <yln(n)=>n"<n¥= L <L

ne

pour tout n € N

+00 +00
. N , . . . 1 1
En sommant de n = 1 & +00, comme les séries convergent, on obtient : z <y = > — < > - =
n=1 n=1

((y) < ((z)

On a donc : | ¢ est décroissante sur Dy

Q4) Clairement, ¢ est minorée par 0 sur D, comme de plus ¢ est décroissante alors on sait que :

’C admet une limite en —l—oo‘

Q5) Soit x € D¢ et n € N tel que n > 2
Alors > 1 et [n — 1,n+ 1] CJ0, 400 et donc ¢ — = est décroissante sur [n — 1,n + 1]

Donc:Vt € [n,n+1], £ < L.

nI
n+1
On peut intégrer cette inégalité sur [n,n + 1], donc : [ #dt < n—lL
n
De méme : Vt € [n—1,n], & <L

) npT — T

n
On peut intégrer cette inégalité sur [n — 1,n], donc : an < [ tizdt
n—1

n+1 n

En regroupant les deux inégalités précédentes, ona:|Vn € N\{0,1} , Ve € D; , [ fdt< L < [ L

n n—1




Q6) Soit N € N tel que N > 2. Alors en sommant de n =2 a n = N la double inégalité de Q5), on
apour x € Dy :

> rasstey |

n=2 n=2

1
N+1 N N-—

Par la relation de Chasles : [ dt Z < %
) 1

Comme on sait, par Riemann que [ % est convergente puisque x > 1 et que de plus ((x) est

1
convergente, on a donc, en faisant tendre N vers +oo :

+o0o +o0o
[ Edt<((z)—1< [ Edt

2 1
= [ x+1t I+1]+OO < g( ) -1 < [ z+1t I+1]ii-oo

avec lim t ™! =0 puisquez >1= —2+1<0
t—+4o00

Alors : —==27"T((z) — 1 < =5 ce qui se rééerit : |Vo € D¢ | W +1<¢(2) <1+ %

Q7) On a: lim 2°7' =1et lim -% = 0, donc, avec I'inégalité de gauche de Q6) on obtient :

z—1t a1+ 1
li
lim ¢(z) = +o0
im ——s— + 1 = 1, donc par encadrement, avec la double inégalité de on obtient :
Q8) lin (I1§2 1=1,d d t la double inégalité de Q6 btient
T—r+00
1
A o(o) =
Q9)
Q10) Si x = —n avec k € N* alors x +n = 0 et on ne peut pas définir HLn puisque 'on diviserai par
0.

Dongc, si on note —N* ={—k , ke N*}ona: —-N*ND;=1(

fo + R\(-N*) — R
t —_ -

n-+x

Si x ¢ —N alors : f,(z )—T—%:%(ﬁ—l)

Posons : Vn € N* :

3 |’—‘3 (=

(1+0(;) = 1) = O(3z) (granto)

Comme ) = est absolument convergente, alors, par domination ). f,(z) est convergente.

Bilan : | Dy = R\(—N*) | ou encore Dy = <UO] —k-1, —k[) Ul =1, 4+00]

k=1

10



On a f, dérivable sur son domaine Dy et Vo € Dy, f(x) = (nli)Q
Donc f,, est décroissante sur chaque intervalle de son domaine.

Soit [a, b] un segment inclus dans Dy.
On vient de voir que f, était décroissante sur [a, b],
done Va € [a,b] , | fu(2)] < max(|fa(a)], [ fa(B)]) < [fula)] + [ fu(D)]
On en déduit || £,]| 5" = sup| fu(8)] < |fu(a)] + [£a(0)]

a,b
Comme a € Dy et b € Dy, alors avec Q10) on a : > |fn(a)| et > |f.(b)] sont convergentes.
Donc 3 |fu(a)] + | f2(b)| est convergente et donc par comparaison, comme || f,|“" < |f.(a)] + | fa(b)|
alors > || fn||([>‘2’b] est convergente et donc Y f,, converge normalement sur [a, b].

{les fonctions f,, sont continues sur [a, b done, par le théoréme de transfert
?

> fn converge normalement et donc uniformément sur [a, b]
de continuité pour les séries de fonctions, on a : S continue sur [a, b|.

Comme S est continue sur tout les segments de son domaine alors : | f est continue sur Dy

e Soit / un intervalle inclu dans Dy.
On a déja vu f,, décroissante sur I, donc pour (z,y) € I :
r <y= fo(xr) > fu(y) et en sommant de n =1 & 400, comme les séries convergent :

r<y= +z‘ffn@:) > i’jfnw) = f(2) > ()

On en déduit : ’ f est décroissante sur chaque intervalle de son domaine.

Remarque : attention, f n’est pas décroissante sur Dy.

+oo

Q12) Soit k € N, on a donc k € Dy et f(k) = Y (% — )
. NN Ntk N Ntk ko
Pour N € N*on a: Z(n+k E)ZZ1W_ZE: > ;=2 = 2 2. Dbar télescopage.
n= n=1 p=k+1 p=1 p=N+1 p=1

N+k
Comme lim Y. =0 car c’est une somme FINIE de termes tendant vers 0, alors on a :

Vk:eN*,f(k):—zkj

Q13) e Posons : Vn € N* | a, = ( > %) —In(n)

k=1
Alors (pyi1 —
1 1
= n_+1 _l”(”+1) +in(n) = =45 +ln(1 - ?) =l ot (n+1)2 +O((n+1) ) = 2(n+1)2 +0<(n+1)2) ~
<0
2n2

Comme ) = est absolument convergente, par équivalent : Z(an+1 — a,) est convergente.
Par lien suite-série, on a (a,) est convergente, donc 3y € R | a,, = v+ o(1)

n

En revenant a la définition de a,, on a : ) = In(n) 4+ v+ o(1) et donc Z % In(n)

k—1 n—-+o0o

=
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e f est décroissante sur |0, +o0o[ et donc pour z > 1, comme |z| < x < |z] + 1 alors f(|z] +1) <

fl@) < f(z])

En utilisant Q12) : — L<flr)y< =>4
p=1 P p=1 b
L] . ) |z )
-y mmsf@s-2y
p=1 p=1
lz]
Comme — Oet que — Y, 2~ —In(Jz|) ~ —In(x) alors on en déduit : | f(x) ~ —In(x)
LJ+1 T—+00 p T—>+00

p=1

Q14) e Vu la forme de Dy on a directement z € Dy, = x + k € Dy
+oo +o0o
f($+/f)—f($)2n2(m %)—Z(#x_%)

N
Pour N > 12: Z(m n) Z(”‘*‘”C - n)

n=1 n=1

Ntk é\/: ,
pFit1 ptx =1 ptx

N-+k k

= > zﬁ - > p— par télescopage
p=N+1 p=1
N+k
Mais lim )] ﬁ = 0 comme somme finie de terme de limite nulle., donc f(x + k) — f(x) =

Onadonc:|z €Dy, =x+keDret flx+k)— flz)=-> -

Q15) De Q14) on déduit : f(x) = f(z + k) + Zijfz flx+ k:)—l—(kz_:lﬁ)—i—ﬁ

Comme | — 1, 4+00[C Dy alors, par Q11), f est continue en 0 et donc x1_1>n_1kf(x +k)=f(0)=0
R = L
On a aussi : xlg{lkpzzjlm :pz:lka eR

k-1
1 1
Donc f(z) = f(x + k) + +
M = I+ Y
~~ — +o00
— csteR z——k
z——k
T 1
On en déduit : | f(x) ==
De I’équivalent ci-dessus, on déduit : | lim f(z) = —occet lim f(x)=+o0
z——k~ z——kt
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Q16) Comme lir+n ((z) = 1 d’apres Q7) alors |[(—1)((k + 1)| ~ 1 et donc la série entiére considérée
T—>+00

a méme rayon de convergence que Y. z* c’est-a-dire 1. On a donc R = 1.

Comme, avec la remarque ci-dessus > (—=1)*C(k + 1) et > ((k + 1) sont grossiérement divergentes
alors, il n’y a pas convergence en R et —R.

Bilan : ’R = 1l et il n’y a pas convergence en :I:R‘

(—1)kk!

Q17) On a déja vu que : f!(z) = m Par récurrence on a : Vk > 1 fT(Lk)(x) =
Comme dans Q11) on considére [a, b] un segment inclus dans Dy.

0| = Maa 0@ [ 1 0)

ff(bk)(a)‘ ~ n,’cﬂl > 0 et que k+ 1, on a, par comparaison a une série de Riemann ) ‘f,gk)(a)‘ est

Comme les f*) sont monotone par intervalle, on a : ‘
oo

Comme

convergente.

k) . [a,b]
Et donc, avec le calcul de fr~ ci-dessus, on a, Vk > 1, ’

convergente.

1"

On a donc, Vk > 1, les £ convergent uniformément (et donc simplement) sur [a, b].

o0

les fonctions f,, sont de classe C™ sur [a, b]
Donc, YN € N* | {VEk e [0: N —1], 3 f% convergent simplement sur [a, b]

> f,(LN) convergent uniformément sur [a, b]
On a donc f de classe C¥ sur [a, b].

Comme ceci est vraie pour tout N € N* et tout segment [a, b] inclus dans Dy alors on en déduit :

+o0 .
fest C® sur Dy et Vk € N* |, Vo € Dy, f®(z) = Zl((*l—y‘.’“

n+x)ktl

Q18) Soit k € N* et z €] — 1,1[. Alors : f®)(z) = 1+x e ALC IS Z nﬂkﬁl
Par inégalité triangulaire : (et puisque n+z >z — 1> 0) | f¥(z)| < k! ( 1+z 1 + Z o= 1)k+1>

En posant : A = Z —k+1 on a donc :

Vke N*  Veel—1,1],

®()| < k(e + A)

Q19) On utilise la formule de Taylor avec reste intégrale.

Veel—1,1], f(x )—Zf()( ¥ + R, (z) avec R,(z :%fx—t n D) (4) dt
0

k=0

Avec Q18) : |R,(2)| < =

gu—ﬂ< mmA+05Hgﬁ'

donc |R,(z)| < (n+1)

lz —t|" (A + W)dt‘
0
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On distingue 2 cas :

Cas1:2€[0,1]

z 1
AlOI‘SZ ’R ( ’< n+ 6[ W)dt
<At1
done |Ry(2)] < (n+1) [ o = t]" (A+ D)t = (n+ (A + D[ZEE ] = (A+ Da™! — 0
0 n o0
Donc par comparaison : R, (z) — 0
n—-4o00
Cas2:xz€]—1,0]
0 L 0 ,
T n+1 —(—x n+1 T n+1
On a facilement, : f (t —z)"dt = |- tn+)1 10 = (n+)1 — |n|+1
; e\ 1 ()"
D’autre part n+1 f 1+t"+2 :(n+1)f<m> mdté (1+x)2f<1_+t> dt
xr X X
< 1
= (4a)2
Mais 0 < tT < 1T donc, en reprenant le calcul ci-dessus :

0 0
1 n+1 " 1 \33|n+1 _ —x —T \n
(n+1) J(t—a)" (1+t)"+2dt < (1:@2 mf (13) dt < Ota)2 A-a)" (1+:B)2(1—_x)

Etudions ¢ : z +— % sur [~1,0]
¢ est dérivable sur [—1,0] et ¢'(x) = 71(1(;”52(7"”) = (1+ 7 <0
On a donc ¢ décroissante sur [—1,0] de ¢(—1) = 1 & ¢(0) = 0 et donc 0 < ¢(x) < 3

0
n+1 l ndt (n+1)z]

0
Donc, on a alors : (n+ 1) [(t — $)"(1+t1)n+2 < e J ()"t < i

T

s it 1
En regroupant tout ¢a : |R,(z)| < lfl‘ﬂ + éfgjglz e 0 et donc R, (x) o 0

Bilan des deux cas : Vo €] — 1,1, R,(x) — 0

n—-+o0o

Puisque : f(x) = Z f( 0) 7¥ + R, (z) alors on en déduit que : Yn € N, f(x) = Z f(k)

+00 oo
Mais d’aprés Q17) : f®)(z) = 3 % et donc f®)(0) = (—1)Fk! Y- L = (=D*KIC(k + 1)
n=1

—+00

On a donc : |V €] — 1,1[, f®(z) = S (=1D)FE!IC(k + 1)2*

n=1
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