PSI* 2024-2025

Feuille d’exercices fin d’année

e3a PC 2020

Soit a € R et la matrice M, =

o O =
— O
o = O

1. Pour quelles valeurs du réel a la matrice M, est-elle diagonalisable 7

2. Pour quelles valeurs du réel a la matrice M, est-elle inversible ?
1

o = O
i )

3. Montrer que lorsqu’elle n’est pas diagonalisable, M, est semblable a la matrice | 0
0

e3a PC 2020

On considére la suite (a,)nen définie par ag = 1 et la relation de récurrence :

n

1 ag
Vn € N, ntl = )
" Gnt1 n—i—lkz:%n—k‘—i—Q

1. En utilisant un raisonnement par récurrence, démontrer que : Vn € N, 0 < a,, < 1.

2. On counsidére la série entiére ) . a,2™. Justifier que son rayon de convergence est supérieur
ou égal a 1.
Jr
Pour z €] — 1, 1], on pose f(z) = > ") a,z"

n

3. (a) Déterminer le rayon de convergence de la série entiére ) -, -,

"

(b) Déterminer 'ensemble réel de définition de la fonction x +— > 1% sl

(¢) On pose, lorsque cela est possible, (7% a,z™) ( e 25) = S wyua™, produit de

Cauchy réel des deux série D -, a,x"™ et > 5.
Justifier que le rayon de convergence de la série entiére ano w,x™ est supérieur ou égal

a 1 et donner pour tout entier naturel n, une expression de w, a l'aide de la suite (a,).
7 . - + n
(d) En déduire que 'on a pour tout = €] — 1,1], f'(z) = f(z) >, 2 755
+o00 $"+1
n=0 (n+1)(n+2)"

5. En déduire, pour tout = € [0, 1], une expression de f(z) a 'aide de fonctions usuelles.
1 1 1

o 2, ? . —_— —_—  —
On utilisera sans le redémontrer que 'on a : G0 = ol nie

converge et calculer sa somme.

4. Démontrer alors que pour tout z € [0, 1], In(f(z)) =

6. Justifier que la série >

n>0 2”



e3a PSI 2019

On considére la suite (uy)nen définie par : ug = a > 0 et la relation de récurrence :
Vn € N, Upt+1 = Up + Ui
1. En utilisant sa monotonie, étudier la convergence de la suite (uy,).

1
2. On pose, pour tout entier naturel n : v, = o In(uy,).

1 1
(a) Prouver que on a: V(n,p) € N2 0 < vy4pi1 — Upip < ) In (1 + U_n>

(b) En déduire que 'on a, pour tous entiers naturels k et n :

1 1
0<vpipr1—vp < —In{1+4+ —
AL Up,

(c¢) En utilisant sa monotonie, montrer que la suite (v,,) converge vers une limite L que 1'on
ne cherchera pas a calculer.

. On r ur tout entier naturel n : t,, = "%, Démontrer que l'on a : u,, ~ t,.
3. On pose alors pour tout entier naturel t e?
“+00

4. On pose alors pour tout entier naturel n : s, =t,, — u,.

(a) Trouver une relation entre s,1, S, et u,.
(b) Prouver que la suite (s,) est bornée.

(¢) Montrer qu’il existe un réel b tel que l'on a : u, = tn +0+o0(1)
n—-+0oo

e3a MP 2020

Pour tout réel x et tout entier naturel n non nul, on pose :

T
-1 (2.
@0 =L (:
k=1
el + et
2
1. Montrer que, pour tout x réel, la suite (P,(z)),en+ est croissante.

ou vVt € R, ch(t) =

2. Déterminer ensemble J des réels o pour lesquels la suite (P,(z))nen+ est convergente.
On pourra utiliser la suite (In(P,(z)))nen:-

3. Soit z € J. On note ¢(x) la limite de la suite (P,(x))nen:-

(a) Etudier la parité et la monotonie de la fonction ¢ sur J.
(b) Démontrer que la fonction ¢ est continue sur J.

1 1
est intégrable sur R et calculer [ —.
ch(t) g Ch

On pourra utiliser un changement de variable.

4. (a) Prouver que la fonction ¢ +—

1
(b) En déduire I'intégrabilité de la fonction —.
¥



