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Pour le jeudi 23 janvier 2025

Devoir à la maison n°9 de Mathématiques

Exercice 1 : e3a PSI 2021, Exercice 1

On note F l'espace vectoriel des fonctions dé�nies sur J = ]−1,+∞[ à valeurs réelles.
Soit p ∈ N. Pour tout k ∈ [[−1, p]], on dé�nit les fonctions fk sur J par :

∀x ∈ J, f−1 (x) = ln (1 + x) et ∀k ∈ [[0, p]] , fk (x) =
1

(1 + x)k
.

1. Etude du sous-espace vectoriel engendré par ces fonctions

1.1. Soit (ak)k∈[[−1,p]] des réels tels que
p∑

k=−1

akfk est la fonction nulle.

Démontrer que a−1 = 0.

1.2. Démontrer que la famille B =(fk)k∈[[−1,p]] est libre.
On note E = vect (B).

1.3. En déduire la dimension de E.

2. On note u l'application qui à toute fonction de E associe la fonction g dé�nie sur J par :

∀x ∈ J, g (x) = (1 + x) f ′ (x) .

2.1. Déterminer, pour k ∈ [[−1, p]], les images de fk par u.

2.2 Véri�er que u est un endomorphisme de E.

2.3. Déterminer le noyau et l'image de u.

2.4. Préciser u−1 ({f−1}), l'ensemble des antécédents de f−1.

2.5. Déterminer la matrice M de u dans la base B.
2.6. L'endomorphisme u est-il diagonalisable ?

2.7. L'endomorphisme u2 est il diagonalisable ?

3. Résoudre sur J l'équation di�érentielle (ED) : f−1 (t) = (1 + t) y′ (t).

4. Soit h2 la solution de l'équation di�érentielle (ED) nulle en 0.

4.1. On note h3 la solution de l'équation di�érentielle h2 (t) = (1 + t) y′ (t) nulle en 0.
Expliciter h3.

4.2. En itérant le procédé, pour tout entier naturel k ≥ 2, on note hk la solution nulle en 0 de
l'équation di�érentielle hk−1 (t) = (1 + t) y′ (t).
Expliciter hk.

5. Etude de la série de fonction
∑
k≥2

hk

5.1. Montrer que la série de fonctions
∑
k≥2

hk converge simplement sur J et calculer sa somme H.

5.2. La fonction H est-elle dans E ?

5.3. En utilsant la question 5.1. véri�er que H est dérivable et que H ′ ∈ E.
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Exercice 2 : e3a PSI 2021, Exercice 4

Soient E un C-espace vectoriel de dimension �nie n ≥ 1, u un endomorphisme de E, m ∈ N∗ et
λ1, . . . , λm m nombres complexes distincts deux à deux.

1. On suppose que u est diagonalisable et que son spectre est {λ1, . . . , λm}.
On rappele que dans ce cas E =

m⊕
j=1

Ej où chaque Ej est le sous-espace propre associé à la valeur

propre λj.
Montrer qu'il existe une famille (pi)i∈[[1,m]] de projecteur non nuls de E tels que :

∀k ∈ N, uk =
m∑
j=1

λk
jpj (∗)

2. Dans cette question, on ne suppose plus u diagonalisable.

On suppose qu'il existe une famille (pj)j∈[[1,m]] d'endomorphismes non nul de E et que la famille

de scalaires (λj)j∈[[1,m]] véri�e (∗).

2.1. Véri�er que l'on a : ∀P ∈ C [X], P (u) =
m∑
j=1

P (λj) pj.

2.2. Montrer que u est diagonalisable.
On pourra chercher un polynôme annulateur de u scindé à racines simples.

2.3. Pour tout j ∈ [[1,m]], on considère le polynôme Lj (X) =
∏

k∈[[1,m]],k ̸=j

X − λk

λj − λk

.

2.3.1. Déterminer, pour tout couple (i, j) ∈ [[1,m]]2, Lj (λi).

2.3.1. Prouver que la famille B =(Lj)j∈[[1,m]] est une base de Cm−1 [X].

2.3.2. Soit P ∈ Cm−1 [X]. Déterminer les composantes de P dans la base B.

2.4. Prouver que l'on a : ∀j ∈ [[1,m]], pj = Lj (u).

2.5. Démontrer en�n que les λj sont les valeurs propres de l'endomorphisme u.

Problème : ccINP PSI 2024, problème 2 : Blocs de Jordan

Soit p un entier naturel supérieur ou égal à 2. On note Mp(R) l'ensemble des matrices carrées de
taille p à coe�cients réels. Pour tout λ ∈ R, on dé�nit la matrice Jλ ∈ Mp(R) par :

Jλ =


λ 0 . . . . . . 0

1 λ
. . .

...

0 1
. . . . . .

...
...

. . . . . . . . . 0
0 . . . 0 1 λ

 . (1)

Les matrices Jλ, dites � matrices de Jordan �, sont particulièrement importantes dans la mesure où
on peut montrer que si le polynôme caractéristique d'une matrice est scindé, alors elle est semblable à
une matrice diagonale par blocs dont les blocs sont formés de matrices de Jordan.
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On se propose de montrer dans un premier temps une propriété d'irréductibilité des blocs de Jordan.
Dans un second temps, on étudie le caractère borné des solutions du système di�érentiel linéaire associé
à une matrice de Jordan.

Une matrice M ∈ Mp(R) est dite nilpotente s'il existe k ∈ N, tel que Mk = 0. Dans ce cas, le plus
petit entier naturel k tel que Mk = 0 est appelé l'indice de nilpotence de M .

On note B = (e1, . . . , ep) la base canonique de Rp.

On dit qu'un sous-espace vectoriel V de Rp est stable par un endomorphisme f de Rp si pour tout x ∈ V ,
f(x) ∈ V .

On note E = Mp,1(R) et pour tout A = (aij)1⩽i,j⩽p ∈ Mp(R) et tout X =

x1
...
xp

∈ E, on dé�nit :

N (A) =

(
p∑

i=1

p∑
j=1

|aij|2
) 1

2

et ∥X∥ =

(
p∑

i=1

|xi|2
) 1

2

. (2)

On admet que N et ∥·∥ dé�nissent des normes respectivement sur Mp(R) et E.

Partie I - Irréductibilité de Jλ

Soit λ ∈ R. On note uλ ∈ L (Rn) l'endomorphisme canoniquement associé à Jλ.

1. Calculer u2
0(ej) pour tout j ∈ [[1, p]] et en déduire J2

0 .

Calculer de même Jp−1
0 et Jp

0 . En déduire que J0 est nilpotente d'indice p.

2. Montrer que Sp(uλ) = {λ} et déterminer le sous-espace propre associé.

3. Soit V un sous-espace vectoriel de Rp. Montrer que V est stable par uλ si, et seulement si, V est
stable par u0.

Soit V un sous-espace vectoriel de Rp stable par uλ, de dimension k ∈ [[1, p]]. On note ν l'endomorphisme
induit par uλ sur V et (ẽ1, . . . , ẽk) une base de V , que l'on complète en une base B̃ = (ẽ1, . . . , ẽp) de Rp.

1. Quelle est la forme de la matrice de uλ dans la base B̃ ?

2. En déduire que le polynôme caractéristique de ν divise le polynôme caractéristique de uλ et que
ep ∈ V .

3. Déduire de la question précédente qu'il n'existe pas de décomposition Rp = V ⊕W où V et W
sont des sous-espaces vectoriels de Rp stables par uλ non réduits à {0}.
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Partie II - Stabilité du système linéaire associé

On s'intéresse dans cette partie aux solutions du système di�érentiel :

(S) X ′ = JλX.

Une solution de (S) est une fonction :

X :


R → E

t 7→ X(t) =

x1(t)
...

xp(t)


de classe C1 telle que pour tout t ∈ R, X ′(t) = JλX(t).

Pour tout t ∈ R, on dé�nit la matrice carrée de taille p notée exp(tJλ) par :

exp(tJλ) = eλt
p−1∑
k=0

tk

k!
Jk
0 .

1. Montrer que si X0 est un vecteur propre pour Jλ associé à la valeur propre λ, alors X̃ : t 7→ eλtX0

est une solution particulière de (S).

2. On dé�nit la fonction φ :

{
R → Mp(R)
t 7→ exp(tJλ)

.

Montrer que φ est dérivable et que pour tout t ∈ R, φ′(t) = Jλ exp(tJλ) = exp(tJλ)Jλ.

3. Justi�er que pour tout t ∈ R, exp(tJλ) = eλt
+∞∑
k=0

tk

k!
Jk
0 .

Montrer que pour tout t ∈ R, exp(tJλ) est inversible, d'inverse exp(−tJλ).

4. Montrer que X : t 7→ X(t) est solution de (S) si, et seulement si, Y : t 7→ exp(−tJλ)X(t) est
constante.
En déduire que les solutions de (S) sont exactement les fonctions X : t 7→ exp(tJλ)X0 où X0 ∈ E.

5. Montrer que si λ > 0, (S) admet une solution non bornée sur R+.

6. Montrer que pour tout A ∈ Mp(R) et tout X ∈ E, on a ∥AX∥ ⩽ N (A) ∥X∥.
En déduire que si λ < 0, toutes les solutions de (S) sont bornées sur R+.

7. Que dire concernant l'existence de solutions de (S) non bornées sur R+ si λ = 0 ?

FIN

Problème : Mines-Ponts 2022, mathématiques 2

matrices de Hurwitz
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