PST* 2024-2025

Mathématiques : Correction du devoir a la maison n°8

EXERCICE n°1

a) On pose Vz € C , Vn € N | u,(2) = cos(In(1 + L))Znan 2043

Pour z =0, ) u,(z) est convergente car u,(z) = 0 pour n > 1.
n 2n+3 < 2
Pour z # 0 : |a,| ~ 1 x Z22*3 % ~|z]? (%)” >0

1z yn est alors une série géométrique de raison 1z convergente si et seulement si 12 <l&e |zl <2
4 4 4

Par la régle de I’équivalent : » u,(z) convergente < |z| < 2 (valable aussi en z = 0)

On en déduit que |le rayon de convergence de > (— 1)”3”1%#%”“ vaut R = 2

b) Pour z € C tel que z # 0 on pose u,(z) = ()" = @)l n - Alors u,(z) # 0 et

n

Un+1(2) ((2n+2) 'z""'l @2 | | (2n+2)(2n+1)2
u+1z ((n+1)! (2n)lzm | ’ (n+1)2 njoo |4Z|
2] < 1= 42| <1= lim “Z*éz()z) < 1= > un(z) est convergente
Par la régle de D’Alembert : nreo @
2] > 1= 42| > 1= lim |22 > 1= Y u,(2) est divergente
4 n—-+o0o u"( )
Donc |le rayon de convergence de > (2”—11!)!2" vaut R = 7
¢) On distingue deux cas.
CAS1:|al <1
Alors £ J‘:l” ~ 1 donc par la régle de I’équivalent pour les séries entiéres : “njln z™ a méme rayon de conver-

gence que Y 12" qui est une série entiére du cours de rayon de convergence 1.

CAS2:|a| >1
n N . . s LN
Alors ¢ j:l” 2= donc par la régle de I'équivalent pour les séries entiéres : ) | ¢ :1” z™ a méme rayon de conver-

n
gence que ) 2"
Par dérivation, cette série entiére a méme rayon de convergence que : »_ a"z" =Y (az)"
On reconnait une série géométrique de raison az, convergente si et seulment si |az| < 1 < |2] < ﬁ

1
Le rayon de convergence de »_ & j_rl”z vaut alors R = o (a #0)

1 .

o sl ja| > 1
Bilan : Le rayon de convergence de ) ¢ :1" vaut : [R =< lol al

lsifal <1

On peut résumer ceci en | R = Min(1, ﬁ)




EXERCICE n°2

—(1—%_ 4
1°) Pour x # 0 au voisinage de 0 : f(z) = I_CZ‘Z(IQ) = =a ijo(x D = 1 +0(1)
Si on pose A = % alors on a : lim f(z) = f(0)
z—0
‘II faut donc donner a A la valeur % pour que f soit continue en 0. ‘
o0 nx2n
2°) On sait d’aprés le cours que : VX € R cos(X) = Z
On a alors pour x # 0 (en posant X = z?) :
1*3030 4(_1)(2(332)% 1*1*30:0 ‘(_32)”)14” pAn—4 oo +1,4 4
B = n)! o = n)! o yrgin—4 (—1)P P (=1)Pz?P
fla) = —=—2 = 2 ——Z Tl e Z @)
On remarque que la relation ci-dessus est Valable sur ]R, compris en x = 0 (a cause de la valeur choisie pour
y

A au 1°%))
On a donc f développable en série entiére en 0, de rayon de convergence +oo, et on a donc que :
’f est C'™° sur R‘

Autour de la fonction Zéta alternée de Riemann : (d’aprés ccINP MP 2008)

1°) ® ((z) est une série de Riemann, on sait donc que ((z) est convergente si et seulement si x > 1.
Le domaine de ¢ est donc bien |1, +o0]
De plus, on a alors x > 1 = F(z) est absolument convergente et donc z € Dp avec D le domaine de F.

e Siz <0 alors (_n# ne tend pas vers 0 et on a alors F'(x) divergente et donc = ¢ Dp

e Si z €]0, 1], la série F'(x) est alternée, (‘ (—i)n Jnens est décroissante et tend vers 0, on a donc par le théoréme

spécial que F'(x) est convergente.

On a donc | Le domaine de définition de F est Dp =0, +00]

2°) Comme (—1)""' = (=1)*(=1""! = (=1)"*!, on a directement avec le résultat donné dans 1’énoncé :
——
=1

F(1) = in(2)

3°) @ Posons : Vo € Dp , Vn € N* | fn( )= n?n.
On a alors : Vo > 2, Vn € N* | ]fn( )| < =5

Done [[flljg 1o0p00 = SUP < ;7 et comme Z est une série de Riemann convergente alors, par la régle de
’ ’ T€[2,+00]
comparaison pour les sériés a termes positifs, > || f|[j5 ;o[ €St convergente et donc

> fn converge normalement sur [2, +oo[ vers F.

e Deplus Vn > 2, lim f(x) = lim CD"—0et lim fi(z)= lim 1=1

T—+00 T—+00 T—+00
On peut appliquer le théoréme de la double limite car la convergence normale implique la convergence uni-

+oo +o0 +oo
forme et on a: lim F(z)= hrf Yo fulz) = > hrf falz) =14+ > 0=1
z—+00 n=0 X1t n=1

Tr——+00

On adonc| lim F(x)=1

T—+400




4°) a) Soit # > 0. On pose Vt >0, a(t) =
Alors a est dérivable sur ]0, +oo[ et : d/(t) = 1= + In(t) 55 = l_tﬁ”l(t)

1—2in(t) <0& 1 <In(t) ©erp(f) <t

On a donc t lexp(2), +00]

La suite (h;f:))neN* est donc décroissante a partir du rang |exp(L)] + 1

4°) b) e f,, est dérivable sur |0, +oo[ et Ve >0, f,.(x) = (_1”):71 = ex(p_(lliz)lm) = (=1)"exp(—in(n)z)
Donc f;(x) = (=1)""}(=In(n))exp(~In(n)z) = FZ

e Soit a > 0. Posons n, = |exp(2)] + 1.
In(n)

Comme z — exp(2) est décroissante, on a, d’aprés le 4°) a) , que (“552),>n, est décroissante pour tout z > a
Comme de plus : fj(x) —> 0, alors, par le théoréme spécial a certaines séries alternées on a que :

+o00
Ve >a, >, fl(x) est convergente et en posant : ¥Yn > n, , R,(x) = E fi(z) on a:

n=ng k=n-+1
In(nt+1) _ In(n+1
i 2 [Ra@)] < |fia@)] = SR <
In(n+1) £ 1at .
On a alors : |[Ryll(, 4 oofo0 < e 0 et on en déduit que :

Va >0, > f/ converge donc uniformément sur [a, +00|

les fonctions f,, sont C! sur [a, +00]
e Soit a > 0. On a : ¢ la série de fonctions ) f, converge simplement vers F' sur [a,+oo[ donc, par le

> f! converge uniformément sur [a, +o0]
théoréme de dérivation terme a terme des séries de fonctions, on a que F est de classe C! sur [a, +00] et que :

Ve>a, Fla)= 3 fi(2)
n=1

Comme de plus | [a, +00[=]0, +o0] alors on a :
a>0

+o0
F est de classe C' sur ]0, 400l et Vo >0, F'(z) = > f/(z)
n=1

5°) Pour x > 1 on a :

Fla) = (o) = 35 0 - SE o SY e

nll

Comme la série est absolument convergente, on peut séparer les termes d’indice pair, et les termes d’indice
impair (sommation par paquets) et on en déduit :

Fla) = (o) = & St + 3 S 0+ 3 ik

F(z) — ¢(x) = 52¢(z) et en isolant F(z) on a:|Vz > 1, F(z) = (1 —2"")((x)

eOna: xEToo 2177 = 0 et donc : ((z) ~ F(x) au voisinage de +0o, et compte tenu de la question 3°) on
> | ) =




+oo
6°) a) Si x > 1 alors on a déja vu que : > -5 est absolument convergente.
n=1
On sait, d’aprés le cours que l'on peut faire le produit de Cauchy de deux séries absolument convergente et

on a: (%#)(%%) :Jriocn(a:)

n=1 n=1 n=2
+o00 too
Et donc : |Vz > 1, Y c,(x) est convergente et . c,(x) = F(z)?
n=2 n=2

6°) b) e Par définition, rappelée dans ’énoncé, pour n > 2 :
n—1 n—1
—1 k —1 n—k n
() = 32 (kz) ((n—)k)l = (=" X [k:(nik)]z
k=1 =1

n—1
Donc : |c,(z)| = ]; m

e Etudions : ¢ : t — t(n —t) sur [0,n]. ¢ est dérivable et ¢/(t) = (n —t) —t =n — 2t)

t |0 n/2 n
JO| _+ 0 - 2
On a donc le tableau de variation : (n/2) avec ¢(n/2) = =
(1) /! N\
0 0
: 11 1 o4r
Donc : Vk € [2,n] , T AF = 30F 2 =
n—1
En reportant ci-dessus : |c,(z)| > = (";2124
k=1

On a donc : ||, (2)] > 41512;1)

e 0<z<i=0<2r<1= =5 >2et, reporté ci-dessus : |c,(z)| > 421 — 4% > 0, donc
2 n n

. p—4oo

o (2)| ne tend pas vers 0 et donc |- |c, ()] est grossierement divergente pour 0 < z < 1

7)a) e Ona:| by = (% +ilx)

e On reprend du 6°) b), comme z =1 :




7°) b) Hynn _ H, _ (nt1)Hn1—nH,

n n+1 n(n+1)
n—1 1

: Hy_ n (n+D)Hp_1—n(Hp1+1)  H,_ -1 =P
Mais Hn - Hn_l + % donc : Tl o nH_—H - nzn-&-l) : - n(ni—l) - np(nj-l) Z 0 (pour n = 2)

H,_ L
Donc <"Tl> est décroissante.
n>2

7°) ¢) Comme H,, ~ [n(n) alors % — 0 et donc , avec le 7°)b) et le 7°a), on peut applique le théoréme

n—-+oo

spécial a > ¢, (1) et en déduire : | Y ¢, (1) est convergente.

8°) a) F est de classe C' au voisinage de 1 (voir 4°) done, par la formule de Taylor-Young on a, pour h au
voisinage de 0 : F(1+h) = F(1) + hF'(1) + o(h)
Comme, par le 2°) F(1) = [n(2) on a alors : | pour h au voisinage de 0 : F(1+ h) = In(2) + F'(1)h + o(h)

8°) b) Pour h au voisinage de 0, en posant x = 1+ h :
1—207 =1 - 2" =1 — eap(—hin(2)) = 1 — (1 — hin(2) + LOER2 1 o(h2)) = hin(2) — 2L B2 4 o(p2)

On a donc |1 — 2172 = hin(2) — le + o(h?)

8°) ¢) On compile a) et b) avec la relation du 5°) : Vo > 1, F(z) = (1 — 2'7*)((z). On obtient :
¢(x)

|
— 12l-=

F(x)

1 /
hln(2) @) h2+ ") [In(2) + F'(1)h + o(h)]
= hln(2) — ln(?) hto(h) [ln(2) + F'(1)h + o(h)]
L4 FO )1+ 2@ 1 o(h))

+ o
in F'(1
+ ) + ln((2)) + 0(1)

_ 1, In2
h 2

On a la forme voulue et pour z au voisinage de 17, on a : [ {(z) = -1 + @ + Z((;)) + o(1)

9°) a) Pour z € [ t — 7 qui est décroissante sur [n,n + 1] (avec n € N*) donc :

2] on a:
<1<+ En 1ntegrant entret=nett=n+1:

Vt e [n,n+1], (+)
n+1 1 L n+1 L ) 1 n+1 . L L
(n+1)w S f pt < o= - < - { 1At < =G = 0 o5 — { 1At < o5 — e
: 1 1
On a donc : [0 < v,(z) < 5 — e
N

9°) b) Par téléscopage, Zl(n—lz — m) =1- ﬁ N 1, donc Y (-5 — (n++)“”) est une série conver-

gente.

Avec l'inégalité du a), on a, par régle de comparaison pour les séries a termes positifs que : > v, (x) est
convergente.

On a donc |pour z € [1,2] , > v,(z) convergente.
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N N N n+l N N+1 N
Y@ =Y - [ E=Y [ wdt= Y - [ttt
n=1 n=1 n=1 n n=1 1 n=1
(x # 1 pour le calcul de la dérivée)
N N
_ 1 1 1
n; Un () = nz::l ne [(7x+1)(N+1)m—1 - 7:c+1]

Si on fait tendre N vers +o0o (puisque les convergences sont assurées), on obtient,(avec z > 1) :
+o0

> un(7) = (@) — 75

n=1

9°) d) En sommant la relation du a) de N + 1 a 400 on a, comme au 7°)b) :
+oo

Vel 0 3 ) < grb < v
n=N+

Comme Nlim = 0 (indépendamment de x) alors
H

1
oo N+

> v, converge uniformément sur [1, 2]

9°) e) e On a : Vx €]1,2] | v,(z) = n% - ﬁ(nz{l - (n+11)171)
vn(1) = 2 —In(n + 1) + In(n)
La continuité des v, est évidente sur |1,2]. Montrons 14 en = 1. Pour h > 0 au voisinage de 0 :

(14 h) — v,(1)

1 1 1

exp((1+h)ln(n) h(exp(hln(n)) - e:cp(hzi(nﬂ))) - % +in(n+1) —In(n)
= =+ 0(1) = +(1 — hin(n) + o(1) — (1 = hin(n + 1) + 0(1))) — = 4+ In(n + 1) — In(n)
= gy — 1 (Aln(n) — hin(n +1) + o(1)) — & + In(n + 1) — In(n)

Donc 1im+ Un(1 4+ h) = v,(1) et donc v, est continue en = = 1.
h—0

e Comme les v, sont continue sur [1,2] et que > v, converge uniformément sur [1,2] on a alors > v,
continue sur [1, 2]

+00 +oo
En particulier, pour z au voisinage de 17 : >~ v, (z) = > v,(1) + o(1)

En utilisant le 7°)c) et la notation v : ((z) — =5 =~ + o(1) et donc

pour z au voisinage de 1% : {(z) = -5 + v+ o(1)

r—1

10°) On regroupe le résultat du 7°)e) et celui du 6°)c). On obtient, pour x au voisinage de 1% :

) =75+ 22+ T8 +0(1) = 25 + 7+ 0(1)

r—1

donc par unicité du développement limité : @ + Z((;)) =~v=F'(1)=1In(2)y — M

Comme dans le 4°)b) on a démontré que :

ISi X (1))
Ve >0, F'(z) =) f)(x) =) = alors on a finalement :
n=1

n=1
—+00 “+oo
—1)"In(n n(2))? —1)"Lin(n n(2))2
2—31 D" nm) )n () In(2)y — (In(2))” (2)) ou encore 21 Y in(n) - () —In(2)y + (n@)) (2))




