PSI* 2024-2025

Chapitre 15 : Equation différentielles linéaires scalaire
fonction de la variable réelle & valeurs dans R”

Enoncé, Exercice 15.1

Résoudre sur I =] — 1; 00| Iéquation différentielle : Eq < (z + 1)y/'(z) — (z — Dy(z) =1

Correction

On remarque que Fq est une équation différentielle linéaire d’ordre 1, d’équation homogéne associée :
Ep < (z+1)y'(z) — (z — Dy(z) =0
Alors, comme sur fonaxz+1#0,0n a: Fy <y (z) = i—j&y(m)

f;ﬁdx—f“'l e f(l—%)dx:x—2ln(|x+1|)::L'—an(x—i—l) (car z+ 1> 0 sur I)

On sait alors d’apres le cours que :

Ey < y(z) = aexp(z —2ln(z+ 1)) © y(z) = )2 avec o € R

e +1
Pour résoudre Eq on va utiliser la méthode de variation de la constante. On cherche donc les solutions

de Eq sous la forme : y(x) = A(x)yo(x) avec yo(z) = (ziil)Q

Ce changement de fonction inconnue est licite car yo(z) # 0 sur I

Alors o (z) = AM@)yo(z) + X (2)yo(z)

On a donc :

Eqe (x+1)y(z) - (z - Dy(z) =1

(

& (2 + DA=)yp(z) + N (2)yo(2)) — (x = DA(z)yo(z) = 1
& A@)[(z + Dyp () — (2 = Dyo(a)] + +(z + DN (z)yo(z)) =
Mais yo est solution de Ey donc (z + 1)yy(z) — (z — D)yo(z) = 0 et donc

Eq& (z+ 1)N(z)yo(x) =1
& (x4 1))\’(33)% =1
& N(z) = (z + 1)e on fait une intégration par partie avec des fonctions C*
(z) = [—(z+1)e ]+ [e “dx
(x)=—(x+1)e*—e*4+aaveca €R
Az) = —(z +2)e”" + a mais y(z) = A(x)yo(x)
() = (~(2 +De~* +0) -5
(z) =

y x x+1)2
+2 @
y(@) =~z T age
Bilan : | Les solutions de Eq sur | — 1; 00| s’écrivent y(z) = — (fjf)g + oz(xf'l)Q avec a € R




Enoncé, Exercice 15.2

Trouver les fonctions y de classe C*° sur R, & valeurs réelles, vérifiant :

VeeR  y'(z)— 4y (x) + 13y(z) = 169z

y(0) =0
y'(0) =5
Correction

On a une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants, et second membre continue
avec conditions initiales. On notera F cette équation différentielle.
L’unicité de la solution est assurée par le théoréme (de Cauchy) du cours.
L’équation homogene FEy associée est y”(z) — 4y’ (x) + 13y(z) = 0, comme elle est a coefficients constants,
on peut considérée son équation caractéristique :
r2 —4r +13=0de A =16 — 52 = —36 = (64)?
Les solutions conjuguées sont donc r; =2+ 3¢ et ro =2 — 34

Les solutions de Ey s’écrivent donc y(x) = exp(2x)(Acos(3z) + Bsin(3x)) avec (A, B) € R?

Vu la forme du second membre on va chercher une solution particuliére sous la forme
yp(z) = ax + b avec (a,b) € R?

Alors : y, solution de E sur R
& Ve e R y,(r) — 4y, (z) + 13y,y(v) = 169z
& VreR 0—4(a)+ 13(az + b) = 169z or un polynome nul & tous ses coefficients nuls
—4a+13b=0 a=13
-
13a = 169 b=14

Une solution particuliére de E est donc y,(z) = 13z + 4

On a une équation différentielle linéaire donc la solution générale s’écrit comme la somme d’une so-
lution particuliére et d’une solution de 1’équation homogéne.
Les solutions de E s’écrivent donc y(z) = 13z + 4 + exp(27)(Acos(3z) + Bsin(3x)) avec (A, B) € R?

Alors y/(z) = 13 + 2exp(2z)(Acos(3z) + Bsin(3z)) + exp(2x)(—3Asin(3x) + 3Bcos(3z))
donc 3/ (0) =134+ 2A+3B.Onaaussi: y(0) =4+ A
Les conditions initiales donnent donc :
y(0) =0 4+A=0 A=—4
= g
y'(0) =5 13+2A+3B=5 B=0

Finalement, notre probléme de Cauchy admet une unique solution donnée par

Vr € R, y(x) = 13z + 4 — 4e**cos(3x)




Enoncé, Exercice 15.3

Déterminer les solutions sur I =]0; +oo[ de E < 22y"(z) — xy'(z) + y(z) = 0 en les cherchant sous la
forme : y(z) = xA(x)

Correction

Remarque préliminaire : E est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 homogéne, a coefficients
continue sur I (puisque x # 0 sur I) on sait donc que I'ensemble des solutions est un R espace vectoriel
de dimension 2.

Posons Va € T, yo(z) = x.
Alors : Vx € I, x2 Yo (x) — zyi(x) + yo(z) =0 —x + 2 =0,
Yo est donc une solution particuliére de E

Comme yo(x) # 0 sur I on peut utiliser le changement de fonction inconnue :

y(z) = A(@)yo(z) = zA(2)
Alors 3/ (z) = M) + 2N () et y'(x) = 2N (z) + 2\ (x)

Esvrel, 229y (z) — 2y (z) +y(z) =0
svVeel, x (2/\/( )—i—x/\”( ) — x(/\(x)+ N (z)) + 2z (z) =0
svVrel, ?)N'(z)+ (222 — 2?)N(x) =
sVrel, zN'(z)+N(x)=0

On pose A(z) = N (z) pour se ramener & une EDL
Esvrel, A(z) = =LA(z)
[ =tdx = —in(z) (car z > 0 sur I) et donc d’aprés le cours :
E<svVrel, A(z) = aexp(—in(x))

svVrel, Ax)=N(z) =al aveca € R

sVrel, Mz)=aln(z) + b avec (a,b) € R?
s Vo el y(r) = axin(x) + bz avec (a,b) € R?

Bilan : les solutions de E sur I s’écrivent |y(z) = axin(z) + bz avec (a,b) € R?




Enoncé, Exercice 15.4

Calculer la dérivée nieme de f(x) = (22 + 1)e**

Correction
Déja f est C*° sur R.
On pose Vo € R, a(z) = 22 + 1 et b(z) = €**
Alors a et bsont C® et Vk € N, b(F)(z) = 2ke2®
De plus a/(z) = 2z, a”(z) =2 et VEEN |, k>3 = a®(2) =0

Par la formule de Leibniz on a f = ab = Vn e N, f(™ ()= > (")a(k) (x)b(”_k) (x)

Avec les calculs précédents :

+1)2me2 4 n(2a)2n e 4 ML) (9)gn-2p20
= (22 +1)2"e%® + na2"e®® + %2”@21
=[(x®+1) +nx+ %]2%25”

= [42? 4 4nx + (n? — n + 4)]2n 22

—~

On remarque que la formule est valable pour n < 2 et donc :
Vi e N, f0)(z) = [42% + dna + (n? — n + 4|20 23

Enoncé, Exercice 15.5

1 cos(t) sin(t)
Soit (a, ) € R? deux constantes fixés. On pose : Vt € R, A(t) = |1 cos(t+a) sin(t+ a)
1 cos(t+pB) sin(t+p)
a) Montrer que la fonction A est constante.
b) En déduire une expression simple de A(t)

Correction

a) Le déterminant est multilinéaire et les fonctions coordonnées de la matrice sont dérivables, donc A
et dérivable. En utilisant le cours (on dérive les colonnes I'une aprés 'autre) :
0  cos(t) sin(t) 1 —sin(t) sin(t) 1 cos(t) cos(t)
A'(t) =10 cos(t+a) sin(t+a)l+|1 —sin(t+a) sin(t+a)|+|1 cos(t+a) cos(t+ )
0 cos(t+pB) sin(t+pB)] |1 —sin(t+pB) sin(t+pB)| |1 cos(t+B) cos(t+ )
Quand il y a deux colonnes égales (ou une colonne nulle) un déterminant est nul donc A’(t) =0
Comme on est sur un intervalle : ’A est constante. ‘




b) D’apres le a) Vi € R | A(t) = A(0) On développe par rapport a la premiére ligne.
A(0)

1 1
=11 cos(a) sin(a)

1 cos(B) sin(B)

_ |cos(a) sin(a)| '1 sin(a)
cos(B) sin(p) 1 sin(B)
= cos(a)sin(f) — cos(B)sin(a) + sin(B) — sin(a) = sin(f — ) + sin(B) — sin(a)

1 cos(t) sin(t)
Onadonc:|Vte R, A(t)=|1 cos(t+ ) sin(t+a)| = sin(f — a)+ sin(f) — sin(a)
1 cos(t+B) sin(t+ pB)

Enoncé, Exercice 15.6

a'(t) = a(t) + 2y(t)

Résoudre le systéme différentielle suivant : (S) & {
y'(t) = =3x(t) + 6y(t)

Correction
_ (=) i (12
On pose X (t) = <y(t)> On a alors : X'(t) = AX(t) avec A = <_3 6>
Soit, P4 le polynome caractéristique de A.

PA(X) =det(XI, — A) = Xg_l X__26 = X2 -7X +12= (X —-3)(X —4)

A € sp(A) & Pa(A) =0 on en déduit sp(A) = {3;4}

-2 2y =20
<I> € ker(A —30) < vty < x =y donc ker(A — 315) = vect( (1)
Yy —-3x+3y=0 1

-3 2y =0

(ac) € ker(A—41) Ty & =3z + 2y = 0 donc ker(A —41,) = vect(<2>
Y —3z+2y=0 3

A est diagonalisable. On obtient une base diagonalisant A par réunion des bases des sous-espaces

propres. Par la formule de changement de bases : A = PDP~! avec P = <1 g) et D= <3 2)

) & X'(t) = AX(t) & X'(t) = PDP~1X(t). On multiplie & gauche par P~! et on pose

Alors : (S
H\ -
)> P7IX (1)

Yt) = < Et

'(t) = 3ul(t
Donc () & P~1X'(1) = DPX(1) & Y'(1) = DY (1) & { /() = 30
V' (t) = 4o(t)

On a deux équation différentielle linéaire d’ordre 1 & coefficients constants homogéne.
u(t) = aexp(3t)
V' (t) = bexp(4t)

z(t) = ae3 + 2bett
y(t) = ae3’ + 3bett

Donc d’apres le cours : { avec (a,b) € R?

Y=PX=X(t)=PY(t)= On a bien les solutions du systéme cherché.




