PSI* 2024-2025

Feuille d’exercices n°40 : chapitre 16

Exercice 332. a) Montrer que N* est dénombrable.

b) Montrer que 'ensemble des nombres pairs est dénombrable.

¢) Montrer que l’ensemble des nombres premiers est dénombrable.
d) Montrer que si p € N* alors N x [0; p] est dénombrable.

AetB t dé brabl
e) Montrer que si 4 r: B _Soq)n cnomoranies , alors AU B est dénombrable.

Exercice 333. Dans cet exercice on veut démontrer, par Uabsurde, que Q = {0; 1} est non-
dénombrable.
Supposons que ¢ est une bijection de N dans Q. On note o(n) = w On a donc w € Q.

On pose Vn € N 0, =1 — (w)(n).

a) Montrer que 0 € ().
b) En utilisant 0 arriver a une absurdité et conclure ’exercice.

Exercice 334. (x)

Soit (fn)nen une suite de fonctions de N dans N. On définit F' sur N, par :
VneN, F(n)= fu(n)+1

Montrer que F' ¢ (fn)nen

NN est-il dénombrable ?

Exercice 335. (%)
Dans cet exercice on veut montrer que R n’est pas dénombrable. Pour cela on raisonne par ’absurde

en supposant qu’il existe (up)nen telle que R = |J {u,}
neN
a) Construire deuz suites adjacentes (ay)nen €t (bn)nen telles que :¥n € N | u, & [ay, by]

(on pourra "tricoter"”)
b) Montrer que R n’est pas dénombrable.
¢) Montrer que [0, 1] n’est pas dénombrable.
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Exercice 338. Montrer que la famille ((

m)(p,q)@\p est sommable pour a > 2



