PST* 2024-2025, Mathématiques DS n°5 : Correction

Question de cours

Voir cours

Exercice n°1

Q5) Une lecture directe de I’énoncé donne : P(C) =
On a aussi les probabilités conditionnelles : P(M|C) = 4,
Calculons la probabilité quun arbre soit malade.

Par la formule des probabilités totales sur le systéme complet d’événements (C, F, H) on a :
P(M)=P(M|C)P(C)+ P(M|F)P(F)+ P(M|H)P(H)

—_
—

Application numérique : P(M) = Lo% - %% - %i = 13—0 + % - % =t

ot

Q6) Par la formule de Bayes on a :
P(C|M) = PMOPQ@) pp|ary = PMDEE) o ppp|pf) = PMIDPE)

P(M) P(M) P(M)
P(C|M) = i =
2

Application numérique : { P(F|M) = 22 =1
bl

P(HIM) = b =1
10

Sachant qu’un arbre est malade, la probabilité que ce soit un chéne est de % = 30%

Sachant qu’un arbre est malade, la probabilité que ce soit un fréne est de % =20%

Sachant qu’un arbre est malade, la probabilité que ce soit un hétre est de % = 50%

Q7) On remarque que P(M|C) = & = P(M).
Alors P(M|C) = P(M) = Z55° = P(M) = P(M N C) = P(M)P(C)

’Par définition, les événements M et C' sont indépendants.‘




Exercice n°2

Q8) Sur I on a x # 0 et donc (F) < y"(z) + @y’(m) + 2@ () = 0

xX
(E) alors une équation différentielle linéaire d’ordre 2, homogeéne, a coeflicients continues sur I.

D’apreés le théoréme de Cauchy-Lipschitz du cours, on a alors : ’ S est un espace vectoriel de dimension 2.

Q9) On effectue un changement de fonction inconnue licite car « # 0 sur 1.
Comme y est deux fois dérivable (car solution de (E)) alors Y est deux fois dérivables et on a :

y(x) = @ et 'on notera y = £ (abus de notation classique)
y=-—ptiety =% -25+
Alors : y € S

< y solution de (E) sur I

eVrel, zy'(z)+2(x+ 1)y (z) +2(x + 1y(z) =0

evVrel, (28 + Y 12+ D)(-L+ D) 122+ )X =0
evVrel, & 2 4y 12+ 1)(-% + Y
sVrzel,2Y =22 +22Y" +2(x +1)(-Y +2Y") +2(x + 1)zY =0
sVeel, 2?2V + (22" +2(x+ D)V +(2—2(z+ 1)+ 22(x +1))Y =0
sVrel, 22Y" +22%Y" +22%Y =0

sSVerel,Y'+2Y'+2Y =0

<Y est solution de (F) sur [
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+
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+
=
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I
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On a bien | Y solution de (F') sur /

Q10) (F) est une équation différentielle linéaire d’ordre 2, homogeéne, a coefficients constants, d’équa-
tion caractéristique :
P4+2r+2=0&(r+1)0 +1=0(r+1)2?=fsr=—-1+iour=-1—i

On sait alors d’apreés le cours que : |3(A,B) € R?* , Vx € [, Y(z) = e *(Acos(z) + Bsin(z))

Q11) Comme dans Q9) on a raisonné par équivalence on a, en utilisant Q10) et la relation liant y et
Y : y solution de (F) sur I
& 3(A,B)eR? Ve e, Y(x)=e*(Acos(x) + Bsin(z))
s 3J(A,B) eR? , Ve el, yl) = ¢~ (Acos(x)+Bsin(z))

xT

Y R

On a donc : | S =

8o~

Z(Acos(x)+Bsin(x)) > (A7 B) € RQ}

xT

—
—

Q12) Soit y une solution de (E) sur I, alors, on sait que :

El(A’ B) c RQ ’ Yo >0 : y(a:) _ e*T(Acos(zx)-i-Bsin(x))
(-otoe)(Atolr)+ Brtow) _ (tBr—Avtos) _ A 4 (B — A) + o(1)

Alors, au voisinage de 0 : y(z) =

A=0 A=0

On en déduit que : lim y(z) =1 < &

z—0+ B-A=1 B=1
Il existe, donc une unique fonction y; dans S telle que lim+ yi1(xz) =10

z—0
I — R
C’est la fonction h =% sin()
r —> —




Q13) On remarque que Y; vérifie Y1 = FG sur J avec
G : R — R

F  J — R_m ot szr;(m) siz>0
r = € xr .
1 six=20
Comme F' est C'* sur J, il reste & montrer que G est C* sur J.
Pour cela on va montrer que G est C* sur R.
. s N . P (—1)"g?nt! % sin(x) w (=)"z3n
Mais, d’aprés le cours : Vo € R, sin(z) = Z:OW, doncVz € R*, G(z) = === = zo Gn i)
n= n=
Comme la relation est aussi valable en 0, on en déduit, puisque une série entiére est C'*° sur son intervalle
ouvert de convergence, que G est C'° sur R.

Avec, ce qui a été vue précédemment on a bien : | Y] est de classe C* sur J

Exercice n°3

Q14) Par définition :y4(X) = det(X 13 — A), donc
xa(X)

X-1 -1 0

—| 22 X—1 —1|C C—20C

0 -2 X-1

X -1 —1 0

= 0 X—-1 =1 | Ly<+— L3+2L,
20X -1 -2 X-1

X-1 -1 0

= 0 X —1 —1 | par blocs

0 -4 X -1

= (X —1)(X? - 2X — 3)

= (X —-1)(X+1)(X —-3)

On a donc : | xa(X) = (X —1)(X +1)(X — 3)

Comme Y 4 est scindé simple, on sait d’aprés le cours que : ’A est diagonalisable.

Q15) De Q14) on déduit : Sp(A) = {-1,1,3}

= -2z
e |y]| cker(A+ L) (20 +2y+2=0 <:>{y
z=—y=2
< 2u4+22=0
1
On a donc ker(A+ I3) = Vect(| —2
2



T y=20 _
o |y| €ker(A—L) e 20 +2=0 @{y_
5 2 = 0 z=—2z
1
On a donc ker(A — I3) = Vect(| 0
-2

x —2rx+y=0 5
= 2r
o |y]| cker(A-3L) 20 -2y+2=0 <:>{y_

< 2u—22=0 iEy=2
1
On a donc ker(A — I3) = Vect(| 2
2
1
ker(A+I3) = Vect(| —2
2
1
Les sous-espaces propres de A sont ¢ ker(A — I3) = Vect(| 0
-2
1
ker(A — 31I3) = Vect(| 2
2

Q16) On sait déja, par Q14) que A est diagonalisable

On obtient une base diagonalisant A par réunion des bases des sous-espaces propres.

Par la formule de changement de basesona:| A = PDP~! avec D =

-1 0 0
0 10
0 0 3

et P =

QL7) (5)
u'=—u
Sev=v on a des EDL; homogéne a coefficients constants
w' = 3w
u(t) = ae™?
< | v(t) = bet avec (a,b,c) € R
w(t) = cedt

On a bien résolu (S’)




Q18) Si on pose Y = P71 X alors :

X' =AX
& X' = PDP~'X on multiplie & gauche par P!
&P 'X'=DP'XonY =P'X
<Y’ = DY on utilise Q17)

u(t) = ae™*
< < u(t) = bet avec (a,b,c) € R? on utilise X = PY
w(t) = cet
z(t) = ae™ + be! + cet
& | y(t) = —2ae™" + 2ce
z(t) = 2ae~t — 2be’ + 2ce3t
x(t) = e
Q19) @ Sion prend a =b=0et ¢ =1 alors ¢ y(t) =23 et X n’est pas bornée.
z(t) = 23
z(t)=e""
e Sionprend a=1etb=c=0alors ¢ y(t) = —2¢* et X est bornée.
z(t) = 2e7?



Probléme : Probléme 2 deCCinp : PSI 2019

Probléme 1

n
Q20) On a la i-éme coordonnée de Az qui vaut ) a; ;jz;, la i-éme coordonnée de Az valant A\z; on a
i=1

donc : |Vi e [1,n] , A\x; =D a;jz;
j=1

Q21) En appliquant Q20) en ¢ = iy on obtient : Az;, = > a4, ;%
j=1

n n
Par I'inégalité triangulaire, comme |x;| < |z;| on a @ [Azi| < D7 |ai i) 2] < D7 |ai | ||
=1 =1

n
Comme x # 0 alors |z;,| # 0, donc on peut simplifier ci-dessus et obtenir : [A| < >~ |a, ]
j=1

n n n
> | < max Y |a; ;| est évident et donc : ||| < max {) |a;;|}
j=1 ’iE[[l,n]] j=1 iE[[l,n]] j=1

Q22) A, («, ) est une matrice symétrique réelle, on sait donc d’aprés le cours et le théoréme spectral,
u’elle est diagonalisable dans M,,(IR), ses valeurs propres sont donc réelles.
q g ) prop

Les valeurs propres de A, («, ) sont réels.

Q23) La somme des valeurs absolues de tout les termes d’une ligne de A, («, 8) donne |a| + |3] ou
ol + 215
L’application directe de Q21) donne que : |\ € Sp(A, (o, B)) = [N < |a| + 2|p|

Q24) On applique Q23) avec « = 0 et =1, on a donc |A| < 2. On peut donc pose 0 = Arccos(’%)

puisque 3 € [—1,1] et on a alors cos(#) = 5 et § € [0, 7] par définition de Arccos.

On a donc |36 € [0;7] , A = 2cos(6)

X -1 0 ... 0

-1 . . oo

Q25) Xa,0n(X) =10 . . 00

f U S |

o ... 0 -1 X

En développant par rapport a la premiére ligne :

X -1 0 ... 0 -1 -1 0 ... O
-1 "o el 0 X -1 :
Xaon(X)=X]0 . . - o|=CDlo -1 X . 0
: .o—1 R -1
0 0 -1 X 0 0 -1 X




En développant par rapport a la premiére colonne dans le deuxiéme déterminant :
X, 0,0 (X) = XX, 00)(X) = Xa,-2001) (X)

Donc x4,0,1)(2X) = (2X)X4,_1(0,1)(2X) = Xa,_»0,1)(2X)

On a alors : |U,(X) = 2XU,_1(X) — U,—2(X)

Q26) On fixe 0 €]0, 7, donc sin(f) # 0

Montrons par une récurrence double que : Vn € N* | U, (cos()) = %ﬁo)

Initialisation au rang n =1 et au rang n = 2 :

2X -1 9

On calcule : Uy(X) = 2X et Us(X) = 1 9yl 4X°—1

Pour n =1 : Uj(cos(0)) = 2cos(0) et Sms(i(iz;;)e) = sj;(f:)) = 25”;2?1)(600)5(6) = 2cos(0)

Pour n = 2 : Uy(cos(f)) = 4cos*(0) — 1 et

sin((241)6)

sin(0)

_ sin(29)005(9‘)—&—(861')71(9)003(29)
= Z‘Sm(9)COS(G)ijé?g;rsm(g)cos(%) = 2c0s?(0) + cos(20) = 2c0s*(0) + 2cos*(0) — 1 = 4cos*(0) — 1

La propriété voulue est bien vraie au rang n = 1 et rang n = 2
Hérédité : Soit n > 3. On suppose la propriété vraie au rang n — 1 et au rang n — 2.

On a : Uy,(cos(0))

= 2c0s(0)U,,—1(cos(0)) — U,—2(cos(#)) on utilise les hypothéses de récurrence

= 2003(9)52?71((7;6)) — smgz(—gi)a) on sait que 2cos(b)sin(a) = sin(a + b) + sin(a — b)
_ sin((n+1)0)+sin((n=1)0)  sin((n—1)0) __ sin((n+1)6)
sin(6) sin(6) sin(0)

On a le résultat au rang n + 1

On a montrer par récurrence que : |Vn € N* U, (cos(0)) = %W

Q27) On sait que les valeurs propres de A, (0, 1) s’écrivent A\ = 2cos(6) avec 0 € [0, 7].
On a aussi A € sp(A4,(0,1)) € Xxa,01)(A) =0 xa,(01)(2c05(0)) = 0 < Uy,(cos(0)) =0

Mais U, (cos(#)) =0

st D6) — 0 o sin((n+1)0) =0 G eN, (n+ 1) =jreo I eN, §= I

= sin(6) n+1

On veut 0 €]0, 7[, on obtient alors n valeurs propres distinctes pour A, (0, 1) données par 2003(%)
pour j € [1,n], distinctes car cos est injective sur [0, 7]

Comme A,(0,1) € M,(R) admet au plus n valeurs propres alors, au bilan :

A, (0,1) admet n valeurs propres simples et son spectre vaut : Sp(A4,(0,1)) = {2005(%) ;7€ 1,n]}




I
Q28) Si =z = : | est un vecteur propre de A,(0,1) associé & la valeur propre 2cos(6;) alors
Tn
Ax = cos(6;)x, ce qui donne, en isolant le calcul sur la premiére ligne et sur la derniére :

—2c0s(6;)x1 + 2 =0
xp—1 — 2c08(0j)xp + 251 =0, Vk € [2,n—1]
Tp_1 — 2cos(0;)z, =0

Q29) E est 'ensemble des suites vérifiant une relation de récurrence linéaire d’ordre 2, homogéne, a
coefficients constans, donc d’aprés le cours : ’E espace vectoriel de dimension 2.‘

Q30) L’équation caractéristique associée a la relation de récurrence linéaire d’ordre 2 est :
R? —2cos(0;)R+1 =0 avec A = 4cos*(0;) — 4 = —4sin?(6;) < 0 car 6; €]0, 7|
Les solutions sont donc R = cos(6;) + isin((0;) = exp(if;) et R = cos(8;) — isin((0;) = exp(—ib;)
D’apres le cours, on sait qu’il existe (A, B) € R? Vk € N | uy, = Acos(kb;) + Bsin(kb;)

Alors: 4 0~ 0 & A=0 . & A = 0 puisque santln+1)6,) =0
Uns1 =0 Acos((n +1)6;) + Bsin((n +1)6;) = 0 cos((n +1)8;) =1

L’ensemble des suites de E vérifiant uy = 0 et u,,1 = 0 est donc :

I'ensemble des suites de la forme {B(sin(kf;))ren) , B € R}

Q31) On sait, d’aprés Q27), que les valeurs propres sont simples et donc que les sous espaces propres
associés sont de dimension 1.
En utilisant Q30) et Q28), on obtient que 'espace propre de A, (0, 1) associé a la valeur propre 2cos(;)
sin(6;)
sin(26;)

est : | Vect(

sin(nb;)

Q32) Si f =0 alors A, (a, B) = al,, alors A,(«,0) admet une seule valeur propre « et le sous espace
prop associé est ’espace total.

Si f # 0 alors A, (o, B) = al,, + fA,(0,1)

On sait que A4,(0, 1) est diagonalisable (par Q22)), on connait les valeurs propres (qui sont simples),
par Q27) et une base de vecteurs propres par Q31). ‘
On a donc 3P € GL,(R) , A,(0,1) = PDP~" avec D = diag(2cos(:5) , j € [1,n])

Alors @ A, (o, f) = al, + $A,(0,1) = aPL, P~ + BPDP~" = P(al, + fD)P~! = PDP!

avec D = diag(o + 2003(%) , j €[1,n])



A, (a, B) admet n valeur propres simples distinctes les a 4 28cos(6;) avec j € [1,n]

sin(6;)
sin(26;)

pour lesquelles les sous espaces propres sont Vect(

sin(nb;)

Q33) Directement, puisque CD—DC = 0,, car C' et D commutent : (A B) ( D 0n> _ (AD —BC B

¢ D)\-C I, On,

D

)

Q34) En effectuant un déterminant par blocs dans la relation de Q33) :

det( @ g) )det(D) = det(AD — BC)det(D)

Mais, si D est inversible, alors det(D) # 0 et on peut simplifier la relation ci-dessus et on a :

det( <é g)) — det(AD — BC)

L’égalité (1) est vraie si D est inversible.

Q35) Si sp(D) n’est pas réduit & {0} on peut poser p = inf{|A| , X\ € sp(D) et X\ # 0}.
Si sp(D) = {0} on pose arbitrairement p = 1.
Dans les deux cas on a p > 0 et | — p,0[Nsp(D) =0

Alors, comme % — 0, il existe py € N* tel que Vp > pg —p < ’?1 < 0 et on a alors D + %In est

p——+00

inversible car _71 ¢ sp(D)

Donc : |dpp e N* , Vpee N* . n>ng= D + %[n est inversible.

A B
C D+ %In
que det est continue donc, en faisant tendre p vers +o00, on a par continuité :

det( (é g)) — det(AD — BC)

Q36) Par Q34) et Q35) ona: Vp > py , det(( >) = det(A(D + Z%In) — B(C'), mais on sait

Q37) Soit xn le polynéme caractéristique de N alors :

XI, -1,

xn(X) =det(X 1y, — N) = M X1

Comme M et —X I, commutent on peut utiliser la relation (1) et on en déduit :
Xn(X) = det((X1,)(X1,) — (=M)(=1,)) = det(X?I,, — M) = xm(X?)

On a done X (1) = 0 xar (42) = 0

On en déduit : | Sp(N) ={p € C, u? € Sp(M)}




I
Q38) Soit p € sp(N) et x = | : | un vecteur propre de M associé a la valeur propre u?.
Tn
Alors Mz = px

oy (2) = (3 82) () = (1) = (1) = ()

Comme ( est non nul, c¢’est bien un vecteur propre de N associé a la valeur propre pu.
1%y

Q39) Pour commencer si M est inversible alors 0 ¢ sp(N) et donc N inversible.

Comme M est diagonalisable alors 3B; = (x1,...,2,) une base de vecteurs propres de M avec x;

associé a la valeur propre \;
Comme \; # 0 (M inversible) il existe p; € C, pu? = \; et p; #0

OnposealorsB:((( ml),...,(x">,< 1 ),...,( n ))
H1T1 HnZn —H1T1 —HUnTn

Montrons que B est une base.

; Q; ( x, ) + Zlﬁi (—ila: ) = 02y = ;(Oﬁ + Bi)xi = 0y, et ;(Miai — wiBi)xi = Op

o+ 0 =0
pic; — pif5; = 0
o; + ﬁz =0 o o = 0
a—pi=0 pi=0

On en déduit donc que B est un base. Comme c’est une base de vecteurs propres de N alors N est
diagonalisable.

Comme Bj est un base on a alors Vi € [1;n] , {

Mais p; # 0 done Vi € [1;] , {

On a donc : ’Si M est diagonalisable et inversible alors IV est diagonalisable et inversible.

(1) = 2}
Qagy {1 B (2] = 2 & X' = BX
xh =11 — 29 () = =221 + x4

(xh) =) = 21 — 229
0 0 10 1
o 0 01 0, I e
wee B=1 9 1 0 0 (A2(—2, 1) 02) A=y
1 =2 00 xh

On a donc : a:—2etﬁ:1‘

Le théoréme de Cauchy linéaire permet d’affirmer que :
I’ensemble des solutions de ce systéme est un espace vectoriel de dimension 4.

10



Q41) On pose C = Ay(—2,1 ( ) qui se diagonalise de la maniére suivante :
1 1 1
_ -1 _
C=QAQ " avec Q = (1 _1) et A = < 0 _3)
De plus —1 = 42 et —3 = (1/3i)?

On en déduit, a I'aide de Q38, que B = PDP~! avec

0
iv/3
0
0

0
0
—1

0

= O O O

Donc |les solutions de Y/ = DY s’écrivent avec (a,b,c,d) € C*

1 111 —ivV3 0 0 0
| -1 -1 1 1 B 0 W3 0 0
P=1w3 w3 =i i|®P= o o =io
i3 —iV3 i 0 0 0 i
On a donc | B diagonalisable et Sp(B) = {—iv/3,iV/3, —i,i}
1 1 1 1 —iv3
Q42) 0 Qi) que:|B=PDPtavec P—| = L L 1legpo]| 0
navuen que:|B = avec P = i3 i3 i e =
V3 —iV3 —i i 0
Q43) On sait résoudre des équations différentielles linéaires d’ordre 1 homogéne a coefficients constants.
yi(t) = —iv3yi (1)
Or:Y'=DY & y,(t)_zfyz()
ys(t) = —@ys( )
Y(t) = ya(t)
yi(t) = aexp(—iv/3t)
ya(t) = bexp Z\/gt)
) =

(

( (
ys(t) = cea:p(
ya(t) = dexp(i )
Q44) X' =BX < X' =PDP ' X< P 'X'=DP'X<Y =DY avecY = P ' X & X

21(t) = ae~ V3 4 belV3 4 cemit 4 et
= — —iv/3t _ b /3t —it | Jeit
Donc X = PY = ©2(t) C,w ,fe .—i—ce\f—i—'e . .
7 (t) = —iv/3ae V3 +iy/3be’V3t — ice + die’
24 (t) = iv/3ae ™3 — i\/3be™V3 — jce it 1 die’

11
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a+b+c+d=1
—a—b+c+d=0
—V3a+V3b—c+d=0
V3a—V3b—c+d=0
(a+b+2c=1
—a—b+2c=0
—V3a+V3b=0
lc=d

( 1

C:Z

—a—b=-1
“ 2 sa=b=c=d=1
—a+b=0

d=1

1
La solution de (2) avec la condition initiale (z1(0),z2(0),27(0),25(0)) = (1,0,0,0) est donc

{xl(t) =
o(t) =

Les conditions initiales donnent :

On fait L3 + L4, on obtient ¢ = d donc on a :

On fait L1 + Lo, on obtient ¢ = 411 donc on a :

[e71V3E VBl it 4 git] o Jmt) = eos(v/3t) + cos(t)]
[—em V3t V3l it g (i) o(t) = H[—cos(v/3t) + cos(t)]

N
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