PST* 2024-2025

Mathématiques : Correction du devoir a la maison n°11

Exercice 1 : e3a 2024 PSI, exercice 3

L) V(i,j) € [1;n]*, mij = my; donc M est symétrique réelle et done, d’aprés le théoréme spectral :

M est diagonalisable dans M,,(R)

2.1) X € M,,;(R) et XT € M;,,(R) donc les formats sont compatibles.
On a :|Ux € M,(R) et son terme général ( (i,j)-éme terme) vaut z;z;

Ux est symétrique réelle donc par le théoréme spectral : ’U x est diagonalisable.

2.2) On a directement I'm(Ux) = Vect(X) et comme X est non nul (sinon X et Y ne serait pas linéaire-
ment indépendant), alors : |rg(Ux) =1 et Im(Ux) = Vect(X)

2.3) Soit Z € ker(Ux) et Y = Im(Ux)
Comme par 2.2) : Im(Ux) =Vect(X)ona:3daeR, Y =aX

Z € ker(Ux)
=UxZ =0
= XX"Z=0
=
:>(XTZ)\X/:O:>XTZ:O:>(X]Z):O:>(aX|Z):O:>(Y|Z):0
#0gn
Donc VZ € ker(Ux) , VY = Im(Ux) , (Y|Z) =0 et donc | ker(Ux) et Im(Ux) sont orthogonaux.

2.4) D’aprés 2.3) : Ker(Ux) + Im(Ux) = Ker(Ux) & Im(Ux)
On adonc dim(Ker(Ux)+Im(Ux)) = dim(Ker(Ux)®Im(Ux)) = dim(Ker(Ux))+dim(Im(Ux)) = dim(R")
par le théoréme du rang.

On en déduit R" = Ker(Ux) @ Im(Ux) et donc
Ker(Ux) et Im(Ux) sont deux espaces vectoriels supplémentaires dans R”.

2.5) (Ux)? = (XXT)(XXT) = X (X"X)XT = (XTX)XXT = (XTX)Uy
€eR

On remarque que XX = 5" 2? = tr(Ux)
i=1
On a donc U% = tr(Ux)Ux.
On remarque que : tr(Uyx) = X7X = || X|]?

Un polynéme annulateur de degré 2 de Uy est done X? — || X||* X




2.6) Soit (e1,...,e,-1,X) une base adaptée & R" = Ker(Ux) ® Im(Ux)
Alors les e; sont dans ker(uy) et donc u(e;) = Ogn
ux(X) = (XXT)X = X (XTX) = (XTX)X = || X|’ X
~——

eR
0 0 0
La matrice relativement a une base adaptée a la décomposition de 2.4) est donc
: : 0
2
0 ... 0 ||X]|

3.) On remarque que : M = I, + aXXT + BYY7T, donc, si 8 =0 alors : M = I, + +aX X7
Dans la base du 2.6) I,, est la méme et donc | M est semblable a diag(1,...,1,1+||X|[*)

41.1) MX
= (I, + aXXT + pYYT)X
— T T o 2
=X+aX X' X +0Y Y'X =(1+a||X||)X +8(X, Y)Y
[|1X]2eR (X]Y)eR

On a donc : |[MX = (14 a||X|]))X + B(X, Y)Y

4.1.2) Avec l'expression de 4.1.1) on a : MX € F.
De méme, par symétrie : MY = (14 3|[Y|]*)Y + a(X,Y)X est dans F

Comme F' = Vect(X,Y) alors, par linéarité de f : ’F est stable par f‘

0

4.2) Soit Z € F* alors (Z,X) = (Z,Y) =
,Z)Y alors MZ = 7 et donc MZ € F+

Mais Comme MZ = Z 4+ o( X, Z)X + B(Y,

F* est stable par f et f|pr = Idp.

MX =(1+a|X|P)X +8(X, Y)Y
MY = (14 B[[Y|P)Y +a(X,Y)X
Comme (X,Y) est supposée étre une base de F :

4.3.1) Avec 4.1.1) (et 4.1.2) : {

G est la matrice de 'endomorphisme induit sur F' par f dans la base (X,Y)

Remarque : (X,Y) est libre car X et Y sont linéairement indépendant, ¢’est donc une base de F.

4.3.2) Dans la base adaptée a la décomposition £ = F @ F*, la matrice de f s’écrit : (%; ]0 )
n—2

4.3.3) M est symétrique réelle, donc M est diagonalisable dans M,,(R),
donc f est diagonalisable,
donc la restriction de f a des sous espaces stables est diagonalisable dans R,

donc |G est diagonalisable dans M(R) et ses valeurs propres sont réelles.




2
4.3.4.) Posons G' =G — I, = <O‘ X" a(X, Y))

BXY) BIYIP
Le polynome caractéristique de G vaut : Per(X) = det(X 1, — G') = X? — tr(G') X + det(G') donc :
Por(X) = X* — (a||X|P + BIIYIP)X + aB [|X|P|IY]]° — aB(X,Y)?
Son discriminant vaut :
2 2 2 2
A= (allX]P A BIYI)” —4faB [|X][7[[Y] — aB(X, Y)’]
= (a[|X|I° = BIIY])* + 4aB(X,Y)?

Comme on sait que G (et donc G') a des valeurs propres réelles, on a forcément A > 0.

Les valeurs propres de G’ sont donc

_ allX[PHBIY 1P+ (@l X]2=B1Y )2 +4aB(X,Y)?2 tny = ol X|P+BIY 124/ (@l X [P =BV [*)2+4aB(X,Y)?
m = 2 € T2 = 2

Les valeurs propres de GG sont donc

2 2 2 2 2 2 2 2
1y = 1 4 AXPBIV I XPANIP 05N o g 4y XAy (ol XAV I +A0f (X V)

Remarque : je n’ai pas trouvé d’expression plus simple ...

4.4) Compte tenu de 4.3.2), les valeurs propres de M sont 1 et les valeurs propres de G 1+ n; et 1+ 82
trouvées en 4.3.4).

sp(M) ={1,1+n,1+ 1}

Exercice 2 : ccINP 2024 PC, exercice 1

1.) Calculons le polynéme caractéristique de A

X—-4 12
XA(X):’ | g = XPo0X 8= (X - 1)(X - §)

Comme X € sp(A) < xa(A) =0, alors, on en déduit que : sp(A) = {1,8}

A € My(R) et A admet deux valeurs propres distinctes, donc A est diagonalisable dans Ms(R).
Comme on connait le sprectre de A, alors :

0 8

P € M,(R), inversible, telle que : A= PDP~! avec D = (1 0)

2.) B racine cubique de A

& Bi=A

& B3 =PDP!

& P IB3P =D

& (P7'BP?} =D

& P~!BP est une racine cubique de D

Bilan : | B racine cubique de A si et seulement si A = P~!BP est une racine cubique de D

AD = AA3 = A*

3.) ® A racine cubique de D donne A® = D. Donc
DA = A3A = A?

et donc |A et D commutent. |




e Sion écrit A = (a b
c d

DA—AD:(G b)_(a 8b>:>b—c—0:>A—(a 0>:>Aestdiagonale.

) avec (a,b,c,d) € R* alors :

8¢ 8d ¢ &d 0 d

On a donc ’A est diagonale. ‘

4.) e Avec les notations du 3.) :
ANM=Dsd=letd®=8a=1etd=2 (dans R)

D admet une unique racine cubique : A; = <(1) g)

e Avec le 2.) : | A admet une unique racine cubique : PA; P71

5.) D’aprés le cours : ’u est la rotation vectorielle d’angle 6. ‘

6.) En pensant aux rotations, une racine cubique de u est la rotation d’angle g, donc :

cos(§) —sm<§>)

sin(§)  cos(%)

une racine cubique de M est la matrice (

7.) Si N est une matrice orthogonale de déterminant —1 alors N est une matrice de réflexion, donc de
symétrie, donc N2 = I, et donc N? = N ’N est alors une racine cubique de N.

8.) Comme t — t* est une bijection de R dans R alors A admet une racine cubique dans R, que I’on note

V. On a (V)P =\

Alors, directement : |une racine cubique de H,(\) est H,(v/\)

9.) A est semblable par blocs & : D = diag(Hp, (M), ..., H,,(Ag)) donc une racine cubique est A =
diag(Hy, (V1) .., Hp,(V/\a))
On a donc 3P € GL,(R) , A= PDP!
Une racine cubique de A est alors : PAP™!

10.) Puisque A est inversible alors 0 n’est pas valeur propre de A et donc :

’les nombres Aq, ..., \; sont non nuls. ‘

11.) On cherche les solutions de z*> = A sous la forme z = re' avec p € R et 7 > 0 puisque 2 = 0 n’est

pas solution ( parce que A € C*)
Alors : 23 =\
& riexp(3ip) = pexp(if)

r=p

3p =0+ 2km avec k € Z

— 3

A {T _ﬁkﬂ

p =% avec k € Z

& 2 = Ypexp(2ET) avec k € Z

Par 27 périodicité de 6 — exp(if), on a que :
z* = X admet exactement 3 solutions : /pexp(%), ypexp(PEE) et ¢/pexp(52E )




d , 3

12.) Avec la question 11.) @ s’écrit Q(X) = [] ( [T(X —/Lk’i)) ou les puy 1, fg2 et 3 sont les trois racines
k=1 \i=1

cubiques distinctes de A\

Si k # k' alors jux; # py; car sinon en élevant au cube on aurait A\ = A\

Finalement : ’Q est scindé simple sur C‘

13.) A est diagonalisable, donc d’apreés le cours :

d
R(X) = [] (X — A\g) est un polynéome annulateur de A.
k=1

Donc R(A) = O, ). Comme B = A alors R(B?*) = 0y, (r) et donc Q est un polynoéme annulateur de B.
B admet donc, avec 12.), un polynéme annulateur scindé dans C, donc, d’aprés le cours :

B est diagonalisable dans M,,(C)




Probléme : Mines-Ponts 2024 PC, Chaine de Markov en temps continu

1) » Soit A € My(R). Alors Vi € [1;n] , (AU)[i] = 3> Ali, /JUL] = 32 Ali,j

J=1 J=1

On en déduit : | A vérifie (Ms) &= AU =U

e Soit A et B deux noyaux de Markov. On pose C' = AB.
Alors Cli, jl = > Ali, k] B[k, kj] > 0
e ] N — N —~

>0 >0
Et de plus, CU = ABU = A(BU) = AU =U
Avec ce qui précede, C vérifie (M) et (Mz) et donc C' = AB est un noyau de Markov.

Bilan : ’Si A et B sont 2 noyaux de Markov, alors AB est un noyau de Markov.

2) Soit K un noyau de Markov.
Montrons par récurrence sur n € N que K" est un noyau de Markov.

Initialisation : Pour n = 0, K" = K" = Iy qui est bien & coefficients positifs. De plus IyU = U donc K°
est un noyau de Markov.

Hérédité : Supposons que K™ est un noyau de Markov.
Alors, avec le 1) : KK™ = K™ est un noyau de Markov.

Bilan : ’Si K est un noyau de Markov, alors : Vn € N | K™ est un noyau de Markov.

< [

— n[

3)Ona0< K"i,j] <1donc0< tnK:![i’ﬂ

P . , "
Par la série exponentielle réelle que 'on reconnait on a : > % convergente.

. K" i
Donc, par comparaison, | » % est absolument convergente donc convergente.

4) @ Comme t € R* alors 0 < K"[i,j] < 1 donne 0 < & Kn[”} <
En sommant de n =0 & 400 on a: 0 < Hy[i, j] < e’ et donc O <e th[z j <1
H, vérifie donc (M)

e Pouri € [1; N] , Z Hy[i, j] =

Jj=

TMZ

ZOO VLK’!L
Comme la somme sur j est finie et que les séries en n sont convergentes alors :

ZHt[z = et S S el oS t"ZK”w‘

n=0 j=
\“,_/
=1

En utilisant alors que K™ est un noyau de Markov on a :

N 400
S Hifi,jl=etY D =etet =1
j=1 n:O

H; vérifie donc (Ms)

e |Pour t € R™, H; est un noyau de Markov.




N
5) Par définition du produit matriciel : (HH;)[i, 7] = > Hli, k| Hs[k, j]
k=1

+OO n nls +OO n n > +OO n nls +OO n n N
Mais H,[i, K|H,[k, j] = (6% Sk Kn!{z,k}> (675 E Km[k,al> _ e%m)( YUK w) ( 3 K Uw])

n=0 n=0 n=0 n! n=0 n!
On a le produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes donc :
Hyli, k]H [k, J]

_ o —(t+s) tpr[zk] n—P K" Pk 4]
= et (35 e )

n=0 p=0

= (4 8 stttk K )
pEPY

— ef(tJrs <

Done (HH.)li.j] = 3 [e‘“*”(i L pé) () (LB, k) ()" [k, 1) |

k=1

(1) (LE[i, K] (s )"k, 5])

Comme on a des sommes finies et une série absolument convergente :
N

mmwmmmzwm(zmzo§]>hMMWﬁmm

(e J/
-

([(EK)Px (s K)"=P][i,j]

Alors <H£OH )[Zn: jl
_ () <nz_: pz:jo( )[(EK)? x (sK)”_pD[i,ﬂ
_ e—(t+s)<n§ ,[pé)( )(EK)P x (sK)"_p]D[iJ]

Par la formule du binoéme (cas tK et sK commutent) :

(HH)lsg) = 0 (3 B + 5K i) = 9 (3 e+ 580

On a donc (HH,)[i, j] = Hyisli, J]

Ceci, pour tout ¢ et tout j, donc HyH; = Hy g

Bilan : |V(t,s) € (RT)? , HH, = Hyy,

6) @ Pour tout (¢,7) € [1;n]* on a K[i,j] = p;; € [0,1] car on a une probabilité. On a donc K qui vérifie
(M).

e Pour i € [[1 n[.

n

Z K[Z j] ;P(ZkJrl = Z’Zk = j) = 2 P(Zk:j)(ZkJrl = Z)

Mais on sait, d’aprés le cours que Pz, —;) est une probabilité, et on a aussi que (Zy41 = J)jn[1;n] €St un
systéme complet d’événements.

On a donc Y Ki,j] = 1 et donc K vérifie (My).
j=1

° ’K est un noyau de Markov. ‘




7) Montrons par récurrence sur n € N que : Vj € [1;N] , P(Z, =j) = K"[1, /]

Initialisation : au rang n = 0 on veut montrer P(Zy = j) = Iy[1, j|

L
Mais Zp = 1 done Vj € [1; N] , P(Zo = j) = S Iy, ]
0 sij#1

On a donc amorcer la récurrence.
Hérédité : Soit n € N tel que : Vj € [1; N] , P(Z, =j) = K"[1,]]

Alors, par la formule des probabilités totales sur le systéme complet d’événements (Z,, = ©);cpi;ny o1 a :

N
V]Gﬂl N]] P( Zps1 =J) = ;\P(Zn—&-lzﬂzn:i)AP(Zn:i)

-

K[irj) K1,

N
En utilisant, la relation de récurrence : P(Z,11 = j) = > K"[1,i]|K[i, j]

i=1
Puis par définition du produit matriciel de K par K" : P(Z,,1 = j) = K""[1, ]

Conclusion : |VYn € N, |Vj € [1;N], P(Z,=j) = K"[1,]]

8) Comme Y; suit une loi de Poisson alors (Y = p),en est un systéme complet d’événements.
Par la formule des probabilités totales sur ce systéme complet d’événements on a alors :

P(40) = 5 P(41; 01 (Y =)

Mais (4g; 1 (Y =p)) = (2, = j) donc : P(Ay;) = z P((Z,= )N (Y =p))
Comme les événements (Z, = j) et (Y = p) sont 1ndependants alors :
P(Ay;) = ZP( =Py =p)

En utlllsant 7 ) et la définition de Y :
P(Ay;) = Z KP[1, jle _”I = H,[1,j] par définition de H,

On a donc : |Vt € RT | Vj € [1;N], P(A:;) = Hi 1, ]

9) On remarque que u est un endomorphisme autoadjoint positif.
D’aprés le théoréme spectral et le cours :
’u est diagonalisable dans une base orthonormée pour <, > et les valeurs propres de u sont positives.

10) Soit B = (ey, ea,...,€,) une base orthonormée de E diagonalisant u de telle sorte que :
Mp(u) = diag(0, Ay, Az, ..., Ap)
Ce choix est possible quitte a échanger 'ordre des vecteurs propres.

n
Pour = € F on écrit alors : z = > xre;, dans la base B.
k=1

On remarque alors que p(z) = x1e; et donc que z — p(x) = ) xpex



On a alors :
qu(r — p(z))
=<u(z —p(x)),z — p(z) >

n n
=< u(d xrey), > Trex >
k=2 k=2

n n
=< T A€y Y Tpep >
=2 k=2

k
= > \ezi on a utilisé que B est une base orthonormée

k=2

n

> 3" Xoz?  (définition de \9)

k=2
EREDIE

k=2 )

> A [[z = p(a)|]

On a donc : |Vz € E , qu(x — p(x)) = Ao ||z — p()]*

11) Soit j € [1; N]. Alors : (nK)[j] = >_ w[k] K[k, j]
k=1
On utilise la propriété de m-réversibilité et on a : (7 K)[j] = > K[j, k]r[j]
k=1

Mais, comme K est de Markov et vérifie (M) alors : > K[j, k] =1
k=1
On a donc : Vj € [1;N] , (vK)[j] = 7[J]

On a donc :

12) Soit : (X,Y,Z) € My1(R) et A € R. On a alors :
N

i) < X+ Y, Z >= Y (X[i] + AV[i]) Zilwli] = ﬁxmzmwm +A % Yi|Z[inl] =< X,Y > A< Y, Z >

N
i) < X,Y >= > X[i|Y[i|n[i]| =< YV, X >
=1
N
i) < X, X >= > X[i]*> n[i]] >0

iv) < X, X >=0

N
= > X[i]*n[i] = 0 on a une somme de terme positifs qui est nulle
] N——

=1
>0

= Vi € [1; N] , X[i]?*x[i] = 0 mais 7[i] # 0
= Vie[L;N], X[]=0
= X = OMN,l(R)

On a donc les quatre points qui permettent d’affirmer que : | <,> est un produit scalaire sur My ;(R)

13) e Comme 1 est valeur propre simple de K, alors dim(ker(K — 1I,,)) =1
Comme K est un noyau de Markov, alors KU = U donc U € ker(K —1,,)) = ker(I,—K), et par la dimension :
ker(I, — K) = Vect(U)
On a donc ker(u) = Vect(U)



e [, est autoadjoint, K est autoadjoint et 'ensemble des endomorphismes autoadjoint est un espace vec-
toriel donc u = I, — K est autoadjoint.

e Bilan : |u est un endomorphisme autoadjoint et ker(u) = Vect(U)

14) @ q,(X) =< u(X), X >=< (In—K)X X >= <X KX, X >

Done gu(X) — iivfl(X[i]—(KX)[iDX[ﬂw[i]: (Xl - zK[z X)Xl
MaiSiK[i,j]zldonc:qu( )= i%( KJi, JIX i — K, X)X il (i
> (X) = 2 X - X)X KLl < (1)

On utlhse la proprlete de m-réversibilité et on a :

0u(X) = ZZ( [i] = XD XK, dnlj]

i=1j=
On échange les rote de ¢ et j (changement d’indice 't = 5/, 'j =¢’) et on a :

1u(X) = % % (X[j) — XX, jlli] & (2)

On additionne les deux expressions (1) et (2) et on a :

20,(X) = 3 5 [(XTj] = XEDXL] + (X[ - X[ X[3] Ko, i

1

g

1

.
I

M=
M=

Il
—

(X[ + X[a)* = 2X [ X [5]) KT, j]wli]

Il
—

1=1j

On a finalement : | g,(X) =

X = XK )l

\\Mz

(;

e Soit A € sp(u), alors 3X € My (R) , u(X)=AX et X #0
Alors d’une part : ¢, (X) =< u(X), X >=< AX, X >= \||X]|°
Et avec Pexpression précédentes ¢,(X) > 0 donc , comme ||X|[> > 0, alors A > 0

N[ —=

’Les valeurs propres de u sont donc positives. ‘

Remarque : u est autoadjoint positif.

15) e Les coefficients de H, sont des fonctions de ¢ qui sont C*°, comme produit de la fonction C* (¢ — e™")

+Oo n nls 4 . . .

et de la fonction (¢ — Zo tKn#) qui est C™ en tant que série entiére de rayon de convergence +00 (compa-
n—=

raison a la série exponentielle).

On en déduit que ¥ est dérivable sur R comme combinaison linéaire de fonction dérivables.

e Par définition : Vj € [1; N] , Ux(t)[j] = %H i, /1X[i] =3 (e —t+z PRI X ]

n.
i=1 i=1 n=0

On peut dériver cette somme terme a terme, car on a une somme finie avec des séries entiéres de rayon
de convergence +00 (donc on est sur Uintervalle ouvert de convergence).

10



/ . N ¢ too tnflK'n[Z] —t t"K"Z]]
W()[]=;(6 ;W— Z ) X[i]
Changement d’indice dans la premlere somme puis réorganisation :

V() = 3 (e 55 ey TR
Hy[i,5]
= —Zth X[+ 3 et 5 R
(HtX)[J]
On a: K" i j] = ; "li, k| K[k, j], donc :
N oo ¢ 5 KOKIKLRS
W) =~ (0] + et $ S

n=0

La série est absolument convergente et les autres sommes sont finies, donc on peut intervertir :

W) =~ + 5 AT (30 et S T )
) (HX)[H] ’

—(HX) 5]+ Z KTk, j](H X)[K]

—(H:X)[j] + (K(HtX))[ l
= (=(y — K)H: X)]j]

Ceci Vj € [1; N] donc :

Uy est dérivable sur Ret Vit € R | U (t) = —(Iy — K)H, X

16) On a: (,DX(t) =<< \I[X(t),\I/X(t) >
L’application <, > est bilinéaire et U est dérivable, donc ¢x est dérivable sur R. De plus : Vi € R
Py (t) =< W (1), Ux(t) > + < Wi (1), Uk (1) >=2 < Wi (1), Ux(t) >
En utilisant la question 15) et la définition de ¥ :
P(t) =2 < —(Iy — K)H, X, H X >= —2q,(H;X)

On a donc : |px est dérivable et Vt € R | ¢\ (t) = —2¢,(H:X)

17) On a ker(u) = Vect(U) et on a < U, U >= " U[i]U[i|n[i]
i=1
Mais Uli] = 1 donc < U,U >= ) m[i] = 1 car w est une probabilité.
i=1
On a donc U unitaire pour |[.|
Alors p(HtX) =< HtX, U>U
Comme en Q13) on a admit que H, était autoadjoint alors : p(H; X ) =< X, HU > U
Mais on aussi admis que H; était un noyau de Markov donc H,U = U donc p(H:X) =< X, U > U = p(X)

On a donc : |Vt € RT | p(H,X) = p(X)

11



18) @ Avec Q16) : ¢} (t) = —2q.(H,Y)
Mais H;Y = Hy (X — p(X)) = HX — Hyp(X) or, comme p est la projection sur Vect(U), p(X) € Vect(U) et
Hip(X) = p(X) puisque H,U =U
On en déduit : H;Y = H X — p(X)
On a alors : ¢} (t) = —2¢.(H: X — p(X))

On utilise alors Q10) pour avoir :
Qu(HiX = p(X)) = M[HX — p(X)| & —2q,(HX —p(X)) < —2)[[HX — p(X)|

En reportant ci-dessus : ¢ (£) < —2X [|H,X — p(X)||* = =2X\ [|H,Y||* = —2Xpy (t)

On a donc : |Vt € RT | o) (t) < =2 py (1)

e Posons, pour tout t € RY : A(t) = e My ()
Alors, A est dérivable (car gy lest et que t — e=2M lest aussi) et :
A'(t) = e ML (1) — 20e Py (1) = e M4 (1) — 2y (t)] < 0 d’apres le début de cette question Q18).

On a donc A décroissante sur R et donc Vt € Rt | A(t) < A(0)

Mais A(0) = ¢y (0) = |[HoY||* = [|InY||* = ||Y|* = [|X — p(X)|[*
donc A(t) < A(0)
= e Moy (t) < ||X —p<X>|2|2 )
=y (1) < V|| X — p(X)[|” mais oy () = [[H.X = p(X)]|
= [|H,X — p(X)[|> < M [|X — p(X)]

On a donc : |Vt € R, ||H,X — p(X)||> < e2M||X — p(X)])?

19) On va appliquer Q18) avec X = E;. Alors p(F;) =< E;,U > U

Mais < E;,U >= " E;lk] Ulk]r[k] = E;[i] U;[i] w[i] = =[i]
i PN —
—0 i hti -1 =1

donc p(E;) = 7[i|U
Alors E; — p(E;) = E; — w[i]U dont toute les coordonnées valent —[i| sauf la i-éme qui vaut 1 — 7[i
Alors ||E; — p(E)|”

N

= > (Ei — p(Ey))[k]*7[k]

Alors Q18) donne : ||H,E; — #[i)U|]* < e2(1 — n[i])n[i] < ePMrfi] car 0 < 1 —7x[i] <1
En prenant la racine carrée, on obtient :

Vi€ [L;N], vt e RY , ||HE; — n[i|U]| < e™y/xli]
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20) 3 (Hyals K = k) (gl ) — 7l

é:: Hypoli, K1 Hypolk, 3] — w[j] é:lHtm[ia k] — éﬂ[k]Ht/zWﬂ +

M=

(k][]

B
Il

1
Pour le premier terme on reconnait (H;2Hy0)[i, j) = Hyli, j| d’aprés Q5).
N
Comme M5 est un noyau de Markov alors : > Hyjli, k] =1
k=1
Par 7 réversibilité on a : wk|Hy o[k, j] = Hy o[, k|7[J]

N
Et pour le dernier terme ) w[k] =
k=1

Donc Z(Hm[ k] — w[k])(Hyp2[k, j] — m[5])

Hili, j] = =lj] = EHt/2[>k] i1+ Pl

N

Z t/2J, k| m[j] car Hy/» noyau de Markov
k=

=1

Donc é(fh/z[z, K] — w (k) (Hyyalk, ] — wlj]) = Hili, ] — [j]

21) Par m réversibilité H, (i, k|n[i] = Hysolk, i]m (k]
Donc Hyjsli, k(i — wliln[k] = Hyjolk, i|n[k] — w[i]m[K]
Doue (Al K — r{H) = rl8)(Hool. 1] 1)
Hyjolik]l—m[k]  Hyjplk,i]—mli

(k] (i)

Ou encore :

Avec Q20) on a donc :
N

Huli ) — 75 = 32 (Hugalis K] = 7)) (Blyalk, ) — mlj)) = 5 2858 gt 5] — ]yl

k=1 k=1

N
Avec la relation précédente : Hy[i, j| — 7[j] = > W(Hm[k jl — wlj)) (k]
k=1

Notons W le vecteur tel que WIk] = Hyjslk,i] — w[i] et W’ le vecteur tel que W'[k] = Hy sk, j| —

Alors : Hyi, j] — 7[j] = W[Z] <W,W'>
On remarque alors que W = H, o E; — w[i]U et que W' = Hyp E; — w[j|U
Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz : |H,[i, j| — 7[j]| < ﬁ W] [|[W/|

Mais par Q19) (avec t/2 au lieu de t) : ||W]| < e /2, /x[i] et ||W'|| < e /2\/7[j] donc :
i, ) — 7l < e 2\ ae 2 /7T7] done | il ) — nlj)] < = /2B

Comme ) est la plus petite valeur propre non nulle de u alors A > 0 et donc e — 0

t—+o00
Avec l'inégalité ci-dessus on en déduit : hm H.[i, j] — w[j] = 0 et donc 1ir+n H.[i, j] = 7j]
t——+o00
w[l] =[2] ... @[N]
) . . (1] w[2] ... 7[N]
Remarque : On peut aussi écrire thin H,=H avec H=Ur = ) ) .
— o0 : : :
(1] w[2] ... 7[N]

Comme 7 est une probabilité alors H?> = H et H est un noyau de Markov.
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