Mathématiques :

Exercice 1

a) Onpose: Vt €R, Vn €N, a, = (*") et u,(2) = ant"

Pourt=0:n2>1= u,(0) =0 et donc ) _ u,(t) est convergente.

Pour t # 0, on a u,(t) # 0 et on peut donc considérer :

uni1 ()| @ne)ntt g2 (2n42)(2n+1)
un(t) | (D2 Ce2)E" T (nt1)? ’t| n—>+oo4’t‘

On peut alors appliquer la régle de D’Alembert, et on en déduit :

un+1( )

it < 1= lirf ENOR (z) convergente
n—+oo n

it > 1= lirf “Z*Et()t) > 1= > u,(z) divergente
n—+oo n

Comme R = sup({t € R, > u,(t) convergente }) alors on en déduit :

R:

=

PST* 2024-2025

Correction du devoir a la maison n°10

b) e Tout d’abord, comme f est une série entiére, alors f est C* et dérivable terme a terme sur son

intervalle ouvert de convergence |

On en déduit en particulier que
e En reprenant le calcul du a)

Pour t €]

_ R,R]
+oo
YVt €] — R, R[, f'(t)= > na,t"*
n=1
(pourt =1)ona: =t = (2”?&%@“) = 4"+2 L done (n+1)apsy =

On peut faire ceci car tout les séries entiéres considérées ont méme rayon de convergence R.

+00

On obtient :

+00

Yo(n+ Dapt" = > (4n + 2)a,t™ on pose p = n + 1 dans la premiére somme

+oo +00 “+o00o
= > pa,tP Tt =43 na " +2 > ant"

pl nO n=

0

= Zpaptp V=4 Z na "t + 2 Z ant"

p=1 n=0

= f(t) = 4tf'(t) + 2/ (1)

n=0

(4n+2)a,

— R, R[ on multiplie cette derniére égalité par t" et on somme pour n variant de n = 0 an = 400

Donc : | f est solution sur | — R, R[ de I’équation différentielle linéaire d’ordre 1 homogéne :
E o (1-4)f'(t) = 2/(t)

) [ Zpdt = Ftin(1 — 4t)
D’aprés le cours on sait que : E < f(t) = Aexp(S5tin(l — 4t)) = \/iﬁ avec A € R
On a de plus f(0) = ap = 1 donc A =1 et donc : |Vt €] — R, R[, f(t) = =

d) e Pour ¢t = R, avec les notations du a) :

n n)!

) = () = 2
On rappelle la formule de Stirling : n! ~ v/2mnn"e™™ et on alors :




1 4mn(2n)2me—2n 4 VA4mn4n 1
Un(4) ~ T ommmne—2n 4n Y T onp 4n ™ Umn >0
Comme ) \/Lﬁ est une série de Riemann divergente, alors, par la régle de ’équivalent pour les séries a
o . l .
termes positifs, on a ) u, () divergente.

e Pour t = —R alors > u, () = Y (—1)"u,(5)
1 . | unti(®) (2n+2)(2n+1) ‘ ‘ _ 4n’+46n+2
4 - U (1) n-l—l)2 4n2?+8n+4

An? +6n+2<4n? +8n+4 < 0 < 2n+ 2 et la derniére inégalité est évidente.

En reprenant encore le calcul du a) pour t = < 1 puisque

On a aussi lim ‘un Tl)’ = 0 avec I'équivalent trouvé précédement.
n—-+0o0o
1 2
> un(7) est alternée
1 forn:
=1))nen est décroissante

—_1)’:0

On a donc (‘un
lim

n——+o0o

On peut alors appliquer le théoréme spécial et on en déduit : ) un(_Tl) convergente.

Bilan : | " u,(t) est convergente pour ¢t = =* et divergente pour ¢ = 1

Exercice 2

1°) Calculons xy, le polynome caractéristique de M,.
X—-1 a 0
Xum, (X)) =det(XI3—M,)=| 0 X -1
0 -1 X
Par blocs : xp, (X) = (X —1)(X?2—-1)= (X - 1)*(X +1)

Comme A € sp(M,) < xu, () =0, alors sp(M,) = {—1;1} avec 1 qui est une valeur propre double.
-1 est valeur propre simple donc dim(E_1(M,)) = dim(ker(M, + I3)) =1
On a alors : M, diagonalisable

< la somme des dimensions des sous-espaces propres vaut 3 (car M, € M3(R))
~ dzm(E_l(Ma)) + dzm(El(Ma)) =31+ dlm(El(Ma)) =3 & dzm(El(Ma)) =2

x ay =0 0
Qa =
Oor |y| e M) =ker(M, — L) & { —y+2=0 < { Y

< y—z=0 v==
Cas1:a#0
1
Alors ay = 0 < y = 0 et donc Ey(M,) = vect(es) avec ea = | 0 | et donc dim(E1(M,)) =1 et M, n’est pas
0
diagonalisable.
Cas2a=0

Alors ay = 0 < 0 = 0 et donc Ey(M,) est le plan d’équation y = z, donc dim(E(M,)) = 2 et donc M,
diagonalisable.

Bilan : | M, diagonalisable dans M3(R) < a =0




2°) det(M,) = —1 # 0 (par Sarrus par exemple) donc ’Ma est toujours inversible.

3°) Comme M, n’est pas diagonalisable alors a # 0

x 20 4+ay =0
2r = —ay
y| € E.y(M,) =ker(M,+13) < Sy+2=0 @{
z=—
< y+z=0 Y
a
Donc E_1(M,) = vect(er) avec e = | —2
2
x
On cherche e sous la forme e3 = | y | pour que Aes = e3 + ey
z

ay =1
=1
Alors Ae3=e3+ e (—y+2=0 <& {ay Posons donc e3 = (possible car a # 0)

y==

QR Im O

y—z=0

Notons B’ = (ey, €2, e3) et B la base canonique de R?

a 1
Alors detg(B') =|-2 0
2 0

= % # 0 et donc B’ est une base.

QIR = O

A61 = —€1
Comme B’ est une base et que 'on a les relations { Ae, = e, alors par la formule de changement
Aeg =e3+ €9

a 1

de base : M, = P,TP; ' avec P, = | =2 0
2 0
0

1

1

Q== O
@
—+
N
Il

-1

A est donc semblableaT = | 0
0

o = O

4°) Si on note (.5) le systéme différentiel posé et X'(t) = | y(t) | alors X'(t) = AX(t) avec A = M,
On a donc A = PTP~! avec P = P,

Alors X'(t) = AX(t) & X'(t) = PTP~'X(t), en multipliant & gauche par P~! on a :
u(t)
(S) & P71X'(t) =TP'X(t) & Y'(t) = TY(t) en posant Y (t) = P71 X(t) = | v(t)
(t)

w'(t) = —uf(t)
On a alors (5) < ¢ V/(t) = v(t) +w(t)
w'(t) = w(t)
La premiére et la troisiéme équation sont des équations différentielles linéaires d’ordre 1 & coefficients
u(t) = ae™
constants homogénes. On a donc : (S) & < w(t) = Be' avec (, ) € R?
V'(t) —v(t) = pet



Il reste & résoudre v'(t) — v(t) = Be'.
On peut chercher v sous la forme v(t) = A(t)e' (changement de fonction inconnue possible car e # 0).
Alors v/(t) — v(t) = pet
S N(t)e + A(t)et = A(t)e = et & N(t) =< A(t) =+t avec v € R & v(t) = (B +t)e’ avec v € R

—t

ae
On a donc Y (t) = [ (B +~t)e
w(t) = pet
110 o(t) = ae™ + (B +t)e!
Mais Y (t) = P7'X(t) = X(t) = PY(t) avec P= | =2 0 1] donc|{ y(t) = —2ae’ + Be!
2 01 2(t) = 2aet + Bet

On a donc les solutions de (S) avec (a, 3,7) € R3

Exercice 3

0°) a) On a P(P|L}) = P(P!|L;) = P(F;|L}) = P(F!|L;) = 0 car, par exemple, si on ne lance pas la piéce
1, on ne peut pas obtenir pile ou face avec cette piéce.

0°) b) On a clairement : |L; = C et L} = C’

1°) a) Si I est un ensemble fini ou dénombrable non vide et si (A;);cr est une famille d’événements alors :
la famille (A;);c; est un systéme complet d’événements

si et seulement si V(i,7) € I? i #j = A;NA; =0 (A; et A; incompatibles) et |J A; = Q
il

Comme C = ¢’ alors | (C,C") est un systéme complet d’événements.

1°) b) Par équiprobabilité P(C') = P(C") et comme (C,C") est un systéme complet d’événements
P(C)+ P(C")=10n adonc: |P(C)=P(C) = 3

2

2°) a)

®
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2°) b) Par la formule des probabilités totales sur le systéme complet d’événements (C, C")
On a P(P1) = P(P|C)P(C) + P(P|C")P(C") = P(Py|L1)P(Ly) + P(Py|Ly) P(Ly) = pig + 05 =

Donc | P(P) = &

2°) ¢) De méme (on peut s’aider de 'arbre du a) : | P(Fy) = 1521, P(P)) = 2 et P(F]) = &2

3°) a) Si on effectue le second lancer avec la piéce 1 (événement Ly), c’est que le premier lancer a été
effectué avec la piéce 1 et & donné pile, ou que le premier lancer & été effectué avec la piéce 2 et a donné face.
On a donc Ly = Py U F|, comme P; et F| sont incompatibles alors : P(Ly) = P(Py) + P(F])

On utilise les résultats du 2°) et on a: P(Ly) = & + 1222 = Lipi-p2

1+p1—p2

La probabilité d’effectuer le deuxiéme lancer avec la piéce 1 est donc de | P(Ly) = —5

3°) b) On cherche P(L}|Ls) = P(C'|Ls)

Par la formule de Bayes : P(L}|Ly) = %

D’aprés le 2°)c) P(Ly) = “2L=P2 on sait aussi que P(L}) = P(C") = 3.
On a: P(Ls|Ly) = P(F{|L}) =1—ps
Donc P(L}|Ls) = (U=p2)y _ _1-po

1+p1—p2 1—po+p1
2

Si on effectue le second lancer avec la piéce 1, la probabilité que le premier lancer est été effectué avec la

1—po
1—pa2+p1

piéce 2 est de

4°) a) L’événement A correspond a I'événement obtenir dans cet ordre la série | PFPF| que ce soit en
commencant par la piéce 1 ou la piéce 2.

40) b) Comme A1 :PlﬂFngéﬁFi
par la formule des probabilités composées on a :
P(Ay) = P(P)P(F,|P)P(Pj| PN Fy)P(Fy|PrN FyN Py)
P(P| PN Fy) = P(Ps|Ly) = po
P(F|P) = P(Fy|Ly) =1 —py
De plus P(P;) = & par le 2°) b) donc
P(Al) = %(1 —pl)p2(1 —pz) = plp2(l_+l)<l_p2)
De méme : P(Ay) = P(P))P(F3|P))P(Ps|P{ N Fy)P(Fy4|P{ N FyN Ps)
En inversant le role des deux piéces : P(Ay) = w
Comme A; et A, sont incompatibles alors P(A) = P(A;) + P(Ay)

Donc P(A) = pip2(1 —p1)(1 — pa2).

Bilan : | P(A) = pipa(1 — p1)(1 — po)




5°) a) Pour n =1: Dy = C donc p(D;) = 3
Pour n > 1 : Si on utilise la piéce 1 pour la premiére fois au n-iéme lancer, ¢’est que la piéce 2 a été choisie en
premier et donc lancer le premier coup et qu’ensuite on a obtenue des piles jusqu’au face du n-1 iéme coup
qui fait que 'on change pour la premiére fois de piéce et que 'on utilise P1.
Onapowrn>2:D,=PNP,Nn.NP_,NF_,=( (1 P)NEF_,

1<k<n—2
Par la formule des probabilités composées on a :

P(D,) = P(P|)P(Py|P{)P(Pj|P,NF})..P(P, ,|JPLNPyN..NP._)P(F, _|PiNP;N..NP, _,)
On sait que : P(P{) = & part le 2°)c).

Pour les autres lancers on sait que 1'on lance la piéce 2, les P(F}]|...) valent donc ps et
P(F'_|PINP,N..NP_)=1—p,

On a donc P(D,) = 2(p2)" 3(1 —p2) = L (zl_m)

Bilan : | P(D,) = 202 i 5, > 9 et P(D,) = L

5°) b) > P(D,) est une série géométrique de raison py avec 0 < py < 1 donc elle est convergente.
n>2

n—2 1— 1— n—
Y P(Dn) = P(Dy) + 3 B Com) — 14 1om Dy
Somme des termes d’une suite géométrique, on sait donc d’aprés le cours que :
1, l-pp 1 1,1 _
2 P(Dn) =3+ 5, =g tg =1
Bilan : | Y P(D,) =1

n>1

5°) ¢) Considérons J I'événement ne jamais utilisé la piece 1.
Alors J = | D,
n>1

Comme les D,, sont incompatibles deux & deux alors : P(J) = Y. P(D,,) et donc P(J) = 1 par le b).

n>1

Comme P(J) =1— P(J) alors P(J) =0

’L’événement ne jamais utiliser la piéce 1 a donc une probabilité nulle. ‘




