PST* 2024-2025

Mathématiques : Correction du devoir a la maison n°9

EXERCICE n°1 : e3a PSI 2021, Exercice 1

p
— _ QK _
(1.1) OnaVz e J, aqydn(l+2z) = kz::() Fa)F om0

Orsiag #0ona: |aqin(l+z) o, e
T—r—+00

On a donc

p
(1.2) En utilisant (1.1) il reste : Vo € J , }° gty =0
k=0
p
donc, en multipliant par (1+2)? : Vo € J, Y ap(1+2)P* =0
k=0

p
En posant y = 14z, on a : Vy €]0,+00[ , Y ay? ™" =0
k=0
Comme pour tout k, p — k > 0, on a un polynéome nul sur une infinité de valeurs et on en déduit :

Vk e [0;p] , ar =0

On a donc : ’% est une famille libre.‘

(1.3) Par définition, # est génératrice de E. On vient de voir que c’était une famille libre. Finalement
c’est une base de E donc dim(FE) = card(%) et donc |dim(E) =p+ 2

(2.1) Posons Vk € [—1,p] , gr = u(fx)
Alors Vx € J | g_l(a:):(1+x)ﬁ:1:f0( )donc u(f-1) = fo
Pour k € [0,p], on a : gx(z) = (1 + ) (1+;§€k+1 = = et donc u(fy) = —kf

(1+:Jc)

On a donc : |u(f-1) = fo et VE € [0,p] , u(fr) = —kfk

(2.2) Avec (2.1) on a u(#AB) C A et donc par linéarité u(F) C E
Par linéarité de la dérivation, on a : V(f,g,\) € B2 x R | u(f + Ag) = u(f) + Mu(g), donc u est linéaire.

Finalement : ’u est un endomorphisme de E‘

(23)eu(f)=0gevVred, 1+a)f'(z)=0Veed, fllx) =0«& f € Vect(fo)
On a donc ker(u) = Vect(fy) et donc dim(ker(u)) = 1.

e Avec le théoréme du rang on a : dim(Im(u)) = dim(E) — dim(Ker(u)) =p+2—-1=p+1
De plus, avec (2.1) : Vect(fo, f1,-.-, fp) C Im(u) car fo = u(f_1) et Vk € [2,p] , fr = u(= f’“)

Pat égalité des dimensions Im(u) = Vect(fo, f1,.--, fp)

e Bilan : | ker(u) = Vect(fy) et Im(u) = Vect(fo, f1,---, fp)

(2.4) Comme la famille # est libre et que Im(u) = Vect(fo, fr,...,[f,) alors fo1 ¢ Im(u) et donc
uH(fo) =0




(2.5) Avec (2.1) ona:|M = (1?)1 122) avec A, = ((1) 8) et Ay = diag(—1,-2,...,—p)

(2.6) M est triangulaire, donc ses valeurs propres sont sur la diagonale et on en déduit que 0 est valeur
propre double. Or dim(ker(u)) = 1 donc ’u n’est pas diagonalisable. ‘

(2.7) M? = diag(0,0,—1,—2,...,—p), donc M? est diagonale et donc |u? est diagonalisable.

(3) (ED) & In(1+1) = (1+ )y (t) = ¢/ (1) = (In(1+t))In(1 + t) < y(t) = LEE 4 o avec a € R

Les solutions de (ED) s’écrivent : Vt € J | y(t) = M +a avec o € R

(4.1) Avec (3) on déduit : Vt € J , hy(t) = (2007
ha(t) = (14 1)y () < ¢/ (t) = (In(1 + t))y O o ) = OO 4 g avec 5 € R

Comme on veut hg(0) = 0 alors : |Vt € J , hs(t) = (l”(li;!rt))s

(4.2) Montrons par récurrence que : Yk > 2 Vt € J | hi(t) = (l”(lk—TtW

La propriété a été initialisée pour k = 2 et k = 3 a la question (4.1).

Hérédité : soit k > 3, on suppose que : Vt € J |, hyp_1(t) = %

Alors © (1+ () = hy_y(t) = hi(t) = (In(1 + 1)) 0D = by (1) = (U 4o avec 4 € R,
Mais hx(0) = 0 donne v = 0 et donc hi(t) = W

Conclusion : [Vk > 2, Vt € J, h(t) = (l”(lkft))k

(f=)"
k!

Remarque : h, =

+00
(5.1) Pour t € J, > hy(t)
k=2
_ Jio (In(140))k

k!
k=2
—+00

= 3 G5~ dn(1 1) =1
k=0
=exp(ln(l+1t)) —In(1+1t)—1
=t—In(1+1t), on a reconnut la série exponentielle qui converge sur R.

On a donc : | Y hy converge simplement sur J vers H : ¢t — ¢t — In(1 +t)
k>2

(5.2) Raisonnons par 'absurde : si H € E
Alors H+ f 1€ FEetdonc G:t—teFE
Mais on remarque que les éléments de 2 sont, au voisinage de 400, négligeable devant G, donc par linéarité,
tout élément de F est négligeable devant G au voisinage de +oo et donc G = o(G)!!'! Absurde!!!

Bilan :
(5.3) Avec (5.1) onaVt € J , H'(t) =1 — 115 = fo(t) — fi(t) et donc



EXERCICE n°2 : e3a PSI 2021, Exercice 4

1. On note, pour j € [1,m], p; le projecteur sur E; parallélement & @ Ej
ke[l,m]
[

Comme FE; est non vide alors p; est non nul.

Soit % une base adaptée a la somme directe £ = @@ E; et d; = dim(E;).
j=1
Alors Mj( ) = dzag(/\ Idl, /\QIdz, .. )\ [d ) et M/g(pj) = diag(0d1+ +dj,17]dj>0dj+1+-~+dp)

On remarque alors que u = Z A\ip; et que : Vk e N, uF = Z )\kp]
7j=1

I existe donc (p;)ie[1,m) une famille de projecteurs non nuls tel que : Vk € N, v = >~ A?pj

=1
2.1) Si P =Y axX* alors P(u) = > aguf = 3 ap 3 Nep;
k=0 k=0 k=0 j=1
Les sommes sont finies donc on peut les intervertir et donc P(u) = > apu” = ) [Z axN]p; = 32 P(A))p;
k=0 7j=1 k=0 7j=1

On a bien : |VP € C[X], P(u) = i P()\j)p;

:13

2.2) Posons @ = [] (X — A;) qui est scindé simple.

I
—

—~ .

Alors, avec (2.1) : Q(u) = i Q\j)p; =0
j=1

Donc @) est un polynéme scindé simple, annulateur de u et donc ’u est diagonalisable.

2.3.1) Comme les \; sont distincts, on reconnait les polynémes d’interpolation de Lagrange.
Osii+#j
lsit=7

Alors, d’aprés le cours : |V(i,j) € [1,m]* , L;j(\) = {

2.3.2) e Chaque L, est de degré m — 1, donc £ est une famille de C,,_;[X].
e Soit (aq,...,q,) € C™ tel que : i a;L; =0
Soit 4 € [1,m]. ~
En évaluant la relation ci-dessus en \; on obtient : il a;L;(\;) =0, et avec la relation de 2.3.1) : \; =0

On en déduit que la famille £ est libre.

e % est une famille libre de C,,,_1[X] et posséde dim(C,,_1[X]) vecteurs, donc | % est une base de C,,,_1[X]

2.3.3) Soit P € C,,_1[X]. Alors, comme A est une base de C,,_1[X], I(ai,...,amm) € C™ tel que
P=73% oL
j=1

En évaluant cette relation en \; et en tenant compte de 2.3.1) on obtient : Vi € [1,m] , a; = P(\;)

Onadonc:|P =) P(\)L;
j=1

2.4) Si on applique 2.1) avec P = L; on obtient : | p; = L;(u)




2.5) @ On sait que sp(u) est inclus dans I'ensemble des racines du polynéme annulateur @, donc :
sp(u) C {\;, j€[l,m]}

e Fixons j € [1,m] et montrons que \; est valeur propre de w.
p; est non nul, donc 3z € Im(p;) que lon écrit x = p;(y) = L;(u)(y) avec y € E, en utilisant (2.4)

Alors (v — MNIdg)(y) = [(u— NIdg) o Lij(u)](y)
Mais on remarque que (X — \;)L;(X) = WQ(X) donc (u — A;Idp)(y) = WQ(“)(?J) = 0p

ke[1,m] kel,m]
k#j k#j

puisque ) est un polyndéme annulateur de w.

Il reste (v — A\jIdg)(y) = Op = u(y) = A;y donc y (qui est non nul car z = u(y) non nul) est un vecteur
propre de u associé & la valeur propre \; et donc \; € sp(u).

On en déduit : {\; , j € [1,m]} C sp(u)

e Comme on a les deux inclusions alors : | sp(u) = {\; , j € [1,m]}

Probléme : ccINP PSI 2024, probléme 2

[.1) On remarque que : ug(e,) =0 et que Vj € [1;p — 1] , wo(e;) = €1

On en déduit que : [ug(e,) = ug(e,—1) =0 et que Vj € [1;p — 2] , ud(e;) = ejra

0
0 O :
et que : | J§ = L
0 1
0 o 1 0 0
0 01
De méme : | JV' = 0 et donc JJ = (0), alors Jy est nilpotente d’indice p.
o 0
0 ... 00

1.2) Le polynome caractéristique de uy et est le méme que celui de Jy et vaut x,, (X) = (X — A)P.

Comme a € sp(uy) < xu, (a) = 0 alors | sp(uy) = {\}

Jy — A, = Jy dont le rang est clairement p — 1.
On en déduit, avec le théoréme du rang que : dim(ker(uy — AMdge)) =p—1rg(Jo) =p—(p—1) =1

Comme en "lisant la matrice" : uy(e,) = Ae, (et de plus e, # 0g) on a finalement : | ker(uy — M dre) = Vect(e,)

1.3) V est stable par uy
VeV, uy(z)eV
VeV, yeV , u(z)=y
VeV, eV, Mtu(r) =y
SVreV , eV , u(x)=y— Axcar y et x sont dans V et V est un e.v.
e—

ev
SVeeV , Y eV, u(x)=Y < V est stable par ug
On a donc bien : ’V est stable par u) < V est stable par ug




I.4) En raison de la stabilité de V, la matrice de uy dans la base £ est de la forme : (O A g) avec
Mpy_i 1 (R)
A€ Mk<R), B e Mk,pkaR) et C € Mp,k<R)

1.5) e Le polynéme caractéristique de uy est donc x,, (X) = xa(X)xc(X)
On a donc x4(X) qui divise x,, (X), mais comme A est la matrice de v relativement a (ej,...,€;) alors xa
est le polynome caractéristique de v.
On a donc que : ’le polynéme caractéristique de v divise celui de u,\‘

e Mais comme y,, (X) = (X — A)? et que x, divise y,, alors A est racine de y,
et donc \ est valeur propre de v.
Donc 3X € V |, v(X)=AX et X # 0
=3AX eV, un(X)=AX et X #0g
=3dX eV, X € ker(uy — M d) = Vect(e,) et X # 0g

XeV
On a donc ¢ X # 0p ce qui donne e, € V' On en conclut : |e, € V
X € Vect(ep)

1.6) Par Pabsurde, si il existe une décomposition de la forme R? = V@ W avec V et W stable par u, et non
réduit au vecteur non nul alors, on peut appliquer Q34) a Vet Wetonae, € VNW, mais VNW = {Oga}
et e, # Oga absurde.

Conclusion :
’il n’existe pas de décomposition de la forme RP =V @ W avec V et W stable par u) et non réduit au vecteur no

I1.1) Puisque X (t) = X, alors X est O et X'(t) = A\eM X, = eMAX,
Mais J, Xy = AX, par définition de X, vecteur propre de J; associé & Jy, donc :
X'(t) = eM Xy = JheMX, = J,X(t) et on a bien : | X est une solution particuliére de (.5)

I1.2) ¢ est dérivable car chaque coordonnée de p(t) est une fonction polynomiale en ¢.
On a: /()

p—1 A
= 4(Z )
p—1
— %(e’\tlr + ]; eAt%J{f)

p—1 |
= \eMI, + kzl[/\eA” Jh + )‘t(ﬁ o ]

p—1
=AML+ 5 AN JE + Z M T

_ /\e/\t] + Z e At th ‘]0 + Z )\ttkljév-‘rl

=AM, +];1)\e’\“ T AN T My + z N i

= M\ + Jo) + 2 MENTE + T+ AN e I
k=1

p—1)!

p—2
_ At(}\[T+JO)_|_ZeAtt JO ()\[ —|—J0) et tp L )\Jp 1
—— O ————

Jx I



On remarque que : JyJ2 ' = (AL + Jo)JE = AT+ JP = AJP !
——

nul

p—2
Donc ¢/(t) = eMJy + eAttk—ljJé“ (AL + Jo) +e tp 11)'J)\Jp b= 0 (M, + Z e”t J§) = Jreap(ty)
k=1 —

I
Il est clair que Jy et exp(tJy) commutent car exp(tJy) est une combinaison linéaire de Jy et que Jy = A, + Jy

On a donc bien : ‘go’(t) = Jyexp(tJy) = eocp(tJ,\)J,\‘

+00
11.3) e Comme J§ = (0) alors Vk > p, J& = (0) donc e > %Jg = (0) et donc|Vt € R, exp(tJy) = Z e’\”k

k=p

e On va pouvoir multiplier deux les sommes ci-dessous, car en réalité, elles ne sont pas infinie.

exp(tJ)\)exp(—tJ,\)
+oo

Z METE (S e*’\t%Jg) on a simplifier les exp(\t)exp(—\t)
=0

k=0 /=0
_ X ﬁ_lk— th—J J?
- 0[};:0 k;l( ) (k ])l} 0
J]= =
00 Jj . .
=L+ 3 Y (=D 7
j=1 k=0
+00 L
=L+ Y (1 —1)tJ
j=1

=1,

Donc exp(tJy)exp(—tJy) = I, ce qui montre que :

exp(tJy) est inversible et que [exp(tJy)]™! = exp(—tJy)

IL.4) ® Y est C' comme produit de fonctions C* et Y'(¢) = £ (e="*X (1))
On utilise Q37) et on a: Y'(t) = —e "N X (¢) + e N X' (1) = e N X (t) — Jh X (1))

Mais e7*/* est inversible par la question Q39).

On a alors : X solution de (5)
e X'(t) = LHhX(¢)
<Y'(t)=0
<Y est constante sur R (intervalle)

Bilan : | X solution de (S) < Y est constante sur R

e Y constante
S 3IXge B, VteR, Y(t) =Xy
SIXgeE, VteR, e X(t) = Xo
S 3AXge B, VteR, X(t) =eX,

Les solutions de (S) sont exactement les fonctions X : ¢ — e> X, avec Xg € E




1 At

e
0
I1.5) Si Xo= | . | alors X(¢) = . et comme A > 0 = tligrn eM = 400 alors X n’est pas bornée sur
: : —+00
0 0

R*.

Si A > 0 alors (S) admet une solution non bornée sur R*.

21
I1.6) @ Posons Z = AX =
Zp
2
9 P 9 p | P
AlOl"S ||Z|| = Zl|ZZ| = Zl . lai,jxj
1= 1= ]=

p
Mais 3 a; ;25 =< L], X > avec L; la j-iéme ligne de A.
j=1
Donc par Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire usuel :
) 2
D i jT;
j=1

< L], X >| < L[] [1X]] = S[lecu,j!Q]|le|2
]:

P n
On a done : [JAX|" = ||Z|]* < 32 X lai, [ IXI]° < N(A)* || x|

i=1j=1

En prenant la racine on a : |VA € M,(R) , VX € E, ||[AX]|| < N(4) || X]|

e On suppose A < 0.
Soit Y (t) = exp(tJy)Xo une solution de (5).
p—1 p=1
Alors N(exp(tJy)) = N(eM kz £ J¥) Mais e > 0 donc N(exp(ty)) = eXN( kz ES)
=0 =0

On utilise maintenant 1’'inégalité triangulaire :

p—1
N(exp(t]y)) < eM ];)N(%Jg) On travail avec ¢ > 0 puisque I'on va faire ¢t — +o0 :
p—1
N(exp(t]y) < e 3 GN(If)
k=0
Comme J¥ ne contient que des 1, alors N(J}) = \/nb de 1 de JE.

Comme il y a au plus p coefficients 1 (dans le cas k = 0) alors N(J§) < VP
p—1

On a donc : N(exp(t]y) < M3 & /p
k=0

p—1
Avec IL.5° Y (t) = exp(tJy) Xo = ||Y|| < N(exp(tJy)) || Xo|| < [e”k;] %]ﬁ

p—1
Mais, comme A < 0, [e* Y &] — 0 par comparaison exponentielle puissance et donc Y est bornée sur R,

Si A < 0 alors les solutions de (S) sont bornées sur R.

I1.7) Si A = 0 alors X solution de (S) = 7(t) =0 N z1(t) = a N r1(t) =a
25(t) = 21(?) h(t) =a (1) = at + b
avec (a,b) € R?

Si on regarde chaque coordonnée on a que xy est un polyndme de degré k — 1.
La seule possibilités pour que X soit bornée (sur R™ ou méme sur R) est que ’X soit constante. ‘




