PST* 2024-2025, Mathématiques DS n°6, type Mines : Correction

Exercice
o : ]0,+c0f — R o o teo
Q1) On pose : sin() ainsi on doit étudier D = | (t)dt
) bt f(0) = ] 0

¢ est continue sur |0, +oo[, D pose donc probléme aux bornes 0 et +oc0.

e En (

Au Voisinage det=0"%: () = Siz(t) ~ ¥ =1 donc ¢ est prolongeable par continuité en ¢ = 0.

f ©(t)dt est donc convergente, comme intégrale d’une fonction continue sur un segment.

e En +00
Soit A > 1. Alors, par intégration par partie
A A 1 1 N
f sz:i(t) dt = fSZn(t) — dt = [—COS f COS - dt —coz(A) + 008(1) _ f Cofz(t) dt
1 1 \//—/ t ———’ J

v v v’
cos(t)

Pourt > A, on a: |—;

<; L. De plus, par Riemann ¢t — tig est intégrable sur [1, +oo[, donc, par

cos( )

comparalson t— est intégrable sur [1, 4+o0].

Donc f 0slt) Jt est convergente.

— 0 (cos bornée) :

Avec I'égalité obtenue par intégration par partie on obtient, puisque %(A)
A—+o00

A 400

t)dt P 1 st e R

Foto s sty =
+oo

Dy = [ o(t)dt est donc convergente.
1

e Comme D = D; + D, et que Dy et Dy sont convergentes alors : | D = [ sn) gt est convergente.
0

Q2) Pour z > 0 et t € I alors :|f(x,t)] < exp(—axt) en utilisant |sin(t)| <t
Comme z > 0, on sait d’aprés le cours que : t — exp(—xt) est intégrable sur I, donc par comparaison
t — f(x,t) est intégrable sur I.

Bilan : (Vo > 0, t — f(z,t) est intégrable sur I

Q3) Pour z > 0 on reprend l'inégalité de Q2) : |f(z,t)| < exp(—zt) et on 'intégre entre 0 et +oo.
+oo +oo +oo
On obtient : |F(z)| = ’ [ flx,t)dt| < [ |f(x,t)|dt < [ exp(—at)dt = [mezpCet))boo 1 —0
0 0 0

- T—400

Par comparaison on a bien : | lim F(z) =0
T—+00

Q4) e On a f qui est C' sur Ax I de maniére directe. De plus V(z,t) € Ax T, %)(z, t) = —sin(t)e "
Soit a > 0, on va commencer par montrer que F est C' sur [a, +00]

On a : V(z,t) € [a, +oo[x ] , (gj)(x t)] <e ™




On a donc:

(i) Vt € I, x> f(x,t) est de classe C sur [a, +00]

ii) Vx € [a, +o0] ,
iii) Vo € [a,4o00[ , t wf)(:c t) est continue par morceaux sur [

t — f(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur I (cf Q2)

iv) (D) V(z, 1) € [a, +-oo[x1 , ]@f z t)‘ < et

at

Lavec t — e~ qui est intégrable sur
On peut donc appliquer le théoréme de dérivation de Leibniz pour les intégrales a paramétres et on en

+
déduit que : F est de classe C' sur [a, +oo[ et Va € [a, +oo , F'(z) = [ YL)(x,t)dt
0

Comme | [a, +00[=]0, +-00[ alors on en déduit :
a>0

F est de classe C' sur [ et Ve € [ | F'(x) =

—+00

[ —sin(t)e

0

7wtdt

e Avec ce qui précéde on a : Vo >0, F'(x)

+o00
e~ ®)dt = —Im( [ et=9)dt
0

+0o0

J Im(—e"

0

1—x ](Too)
Puisque x > 0 alors hI}_l =0 et donc F'(z) = Im(—
T—r—+00

En primitivant sur I on a : Vx €l , F(x) = —arctan(z) + 6
Avec la limite de Q3) on a: —7 +6 =0, donc § = 7

()

i) Vt € [0,n] , x — f(z,t) est continue sur A

ii) Vx € A, t — f(x,t) est continue par morceaux sur [0, n]
i) V(z,t) € Ax [0,n], |f(x,t| <1

avec t — 1 qui est intégrable sur [0, n]

On peut donc appliquer le théoréme de continuité pour les intégrables & parameétres et on en déduit :
"v’n € N, F, est continue sur A‘

On passe par sin(t) = Im(e") et on obtient : F'(x) =

Comme i — x # 0 car x est réel : F'(z) = —Im ([et“‘“)

etli—z)

1

r—1

—1
1422

x+1
241

) = Im(~ %5 =

= g — arctan

Veel, F(z)

Finalement :

Q5) Fixons n € N. On a :

Q6) Pour z € A etneNona par la relation de Chasles :
|F(z) — Fp(x)| = f [z, t)dt f sin(t ‘

On intégre par partie et on a :

—xt —xt

|F(x) — F(x)| = |[—cos(t) 7> + f cos(t di(etm)dt' = |cos(n)— — Te—)dt
Par inégalité triangulaire : |F(z) — F,,(x)| < |cos(n) - e 2 dt + f ze 2t

+oo
On majore |cos(n)| et |cos(t)| par 1 : |F(x) — F,(z)| < Ik e;—;dt + f %dt

On majore les deux premiers exponentielles par 1 :

+oo +oo
|F(z) — Fo(z)| < 2+ [ #dt+1 [ ze®dt < T4 [F] o4 2[—e®]fo < Iplyplemon <11yl <



On a donc sup |F(z) — F,(2)| <2 — 0

rEA n—-+o0o

Sl

On en déduit que : | (F},)nen converge uniformément vers F' sur A

Q7) On a vu en Q5) que les F,, était continue sur A et en Q6) que (F),) convergeait uniformément
vers I’ sur A, la continuité étant conserver par convergence uniforme, on peut donc en conclure que :

| F est continue sur A.]

Q8) F est continue sur A donc en 0 et donc F(0) = lim F(z)= lim (— arctan(z) + %) =2

z—0t+ z—0t

+oo
Comme F(0) est l'intégrale cherchée alors : | [ S“i(t) dt =3
0
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1.) ((Sk = 1))icp 5] est un systéme complet d’événement, donc par la formule des probabilités totales

5
sur ce systéme complet d’événements : P(Sg11 = 1) = > P(Sky1 = 1|Sk = 1) P(S = 1)
=1

D’aprés la figure du labyrinthe on a : P(Sg11 = 1|5k = 1) =0
et P(Spy1 = 2[Sk =2) = P(Sy1 = 1Sk =3) = P(Spy1 = 1|8k = 4) = P(Sp1 = 1|Spy =5) = 5

Donc P(Sk+1 = 1) :%ZP(S;C :l)

=2
2.) Dapres 1.) : P(Sps1 =1) = 3P(Se =2) + 3 P(Sk = 3) + 3 P(S), = 4) + 5 P(S, = 5)

P(Syi1=2) = 1P(Sy =1) 4+ 3P(S, = 3) + 5P(Sk = 5)
P(S1=3)=1iP(S, =1)+LiP(S, =2)+LiP(S, =4
De la méme maniére : (k1 ) : (Sk )-I-? (Sk )+i, (Sk )
P(Sp41=5) = 1P(Sy=1)+35P(Sk =2) + s P(Sp = 4)

0 L L 11

; 0303

Si on écrit tout cela matricielement on a : X, = BXy avec |B = }L % 0 % 0

1

190

i3 030

—~

3.) On remarque que la somme des termes sur chaque colonne vaut 1 (ce qui traduit le fait que Ps, _;

est une probabilité).

1
Alors | Vect(| ... | est un vecteur propre de BT associé a la valeur propre 1.
1
31
163

4) On calcul X1 = BXO = = XO

EN NN PN
L N L S e
+ + + +
DN DN DN
W W W =W =
Slug|es s
|
e R N e

1 16
X est donc un vecteur propre de B associé a la valeur propre 1, et donc Vk € N | X = X

et donc lles S} ont toutes la méme loi.




5.) On a P((S;=1)N(S2 =5)) =0 car on ne peut pas passer de la salle 1 & la salle 5 en une fois.
Comme P(S; = 1) #0et P(Sy; =5) # 0 alors P((S; =1)N(Sy =5)) # P(S; = 1)P(Sy = 5) et donc
’Sl et S5 ne sont pas indépendantes.‘

6.) Sixz € ker(u—1Ig) alors u(z) =z et Vp e N | wP(x) =x
Donc ry(z) = (z + o+ +a) =

Donc |z € ker(u — Ig) = lim ri(x) ==z
k—4o0

7TYrelmu—Ig)=3FyelE, v=u—Ig)(y) =uly) —y
Alors u(z) = u*(y) — u(y), puis, par récurrence : Vp € N | vP(z) = uPT(y) — uP(y)

k=1 k=1
Donc, par télescopage : Y uf(x) = S [u*T(y) — u'(y)] = u*(y) — y
=0 =0
D . _ vy Par linéealité tri laire - || ||+H?JH
onc : 7x(r) = —7—~. Par I'inégalité triangulaire : ||r(z )||
Comme u est contractante (||u(y)|| < ||y||) alors ||ri(z)|] < 2 | . 0
k—+

On en déduit, par comparaison : ||rg(x)|| T 0
—400

Donc xEIm(u—IE):> lim r(z) = 0g

——+00

8.) Soit x € ker(u — Ig) N Im(u— Ig)
Alors avec 6.) et 7.) on a: lim ri(x) =0g et lim 74(z) =z donc x = O
k—+o0 k—+o0

et donc ker(u — Ig) N Im(u— Ig) C {0g}

Comme l'autre inclusion est évidente : ker(u — Ig) N Im(u — Ig) = {0}
La somme ker(u — Ig) + Im(u — Ig) est donc directe et alors :

ker(w — Ig) + Im(u — Ig) = ker(u — Ig) ® Im(u — Ig)

Si on passe a la dimension :
dim(ker(u — Ig) ® Im(u — Ig)) = dim(ker(u — Ig)) + dim(Im(u — Ig)) = dim(E) par le théoréme du
rang.

Donc dim(ker(u — Ig) @ Im(u — Ig)) = dim(E) et comme ker(u — Ig) @ Im(u — Ig) C E alors :
E =ker(u—Ig)® Im(u— Ig)

9.) Soit z € E. On écrit © = x1 + x5 avec x1 € ker(u—Ig) et x5 € Im(u— Ig) selon la décomposition
trouvée en 8.).

Alors comme 7, est linéaire on a : ri(z) = ri(x1) + 71 (22)
Avec 6.) lim 7g(z1) = 21 et avec 7.) lim ri(xe) = Op
k——+o0 k——+o0

On a donc lim 7g(z) = x4
k—+o0

ri(z)) converge donc vers un vecteur que ’on note p(x).
g D

Avec les notations choisies, on a que :

p est la projection sur ker(u — Ig) parallélement & Im(u — Ig)




10.) Si on note u 'endomorphisme de M, ;(R) admettant A comme matrice relativement a la base
canonique de M, ;(R).
Alors, u vérifie les propriétés de 'endomorphisme étudié de 1.) 4 9.).

Matricielement r, — p se traduit par R, —— P avec P la matrice de p relativement a la base
k——+o00 k——+o0

canonique.
Comme p est un projecteur alors p?> = p et donc P2 = P

On a :|la suite de matrice (R}) converge dans M, (R) vers une matrice P vérifiant P> = P

11.) La d-iéme coordonnée de AU vaut ) a;; donc :
j=1
AU=U<&Vie[l,n], Y a;j=1etonabien:|(4) < AU=U
j=1
12.) Soit A = (a; ;) et B = (b;;) deux matrices de E.
Alors (AB)U = A(BU) = AU = U puisque A et B vérifie (4). En utilisant 11. on a AB vérifie (4)

Si on note AB = (¢;;) alors ¢;j = Y a;x by; > 0 et donc AB vérifie (3)

e N~~~
>0 >0

AB vérifie (3) et (4) donc AB € E

Bilan : ’E est stable par produit. ‘

13.) @ Soit (A, = (a,;,;)) une suite d’éléments de E convergeant vers A = (a;;) dans M, (R).
Alors lim a,;; = a;; > 0 donc A vérifie (3)

n—-+o0o
>0

On a A,U = U et en passant a la limite AU = U et donc A vérifie (4)
On a donc bien A € E.

Par la caractérisation séquentielle, on a donc E fermé.

o Soit A= (a;;) € Eet B=(bj) € Eet Ae€0,1]. On pose C = A+ (1 —N)B = (¢;;)
Alors ¢;; = Aa;; + (1 — A)b; j > 0 comme somme de termes positifs donc C' vérifie (3)
De plus CU = MAU + (1 = A)BU = AU + (1 = \)U = U et donc C vérifie (4)
Onadonc:VA, BeE, VA€ [0,1] , M+ (1 — X\)B € E et donc E est convexe.

e Conclusion : |E est une partie fermée et convexe de M, (R).

14.) Soit A € E et X = (x) € M,,1(R)
On pose Y = AX = (yx).

n n
Alors, pour ¢ € [1,N] , vi = > a;jz;, donc |y;| < > a;j |z;| puisque les a; ; sont positifs.
= j=1

n
On utilise la définition de ||.||_ et on a : |y;| < (Zai’j) l25]]
=1

——
=1

Puis, comme A vérifie (4) : |y;| < |||,
On peut alors passer au sup sur j € [1,n] et obtenir : ||Y|| = [|AX]|| < [|X]].

Donc : |Si A € E alors VX € M, 1(R) , ||[AX]| <||X]|o




15.) @ On note A? = (v ;) et on a donc «a;; > 0
x
Soit X = | : | un vecteur non nul de ker(A? — I,,) On pose : x5 = nax z;
SJ)sn
T

Alors APX = X et donc Vi € [1,n] , z; = > oz,
j=1

n
Mais on a de plus Y «;; = 1 car A? € E puisque E est stable par produit.

Jj=1
n n n
On a donc < g O‘m‘) T = Yy, o;r; ou encore » «;(z; —x;) =0
— i—1 j=1
j=1 J
——

=1
n
On écrit cette égalité pour i = s et on a : 231 a;; (xs—x;) =0
j:
>0 >0

On a un somme de terme positifs nulle donc : Vi € [1,n] , a;;(z; —z;) =0 et comme a; ; > 0 on a
s —x; = 0 et donc x; = x4

On a donc X = z,U et donc ker(AP — I,,) C Vect(U)

e Comme AP € E alors APU = U donc U € ker(A? — 1,,) et on a Vect(U) C ker(AP — I,,)

e Par double inclusion on a donc : Vect(U) = ker(A? —1,,) et donc | ker(AP — I,,) est de dimension 1.

16.) On a montrer en 15.) que : ker(AP — I,,) = Vect(U)

Soit X € ker(A —I,) alors AX = X et donc APX = X, donc X € ker(A? — I,,) = Vect(U), donc
ker(A —1,) C Vect(U)
Comme A € E alors AU = U et donc Vect(U) C ker(A — 1,,)

Par double inclusion on a donc montrer que : |ker(A — I,,) = Vect(U)

17.) Comme E est stable par produit, alors A, A%,..., A*~! sont stochastique. De plus I, est stochas-
tique.
La somme de termes positifs est positifs donc Ry, vérifie (3)

k—1 n—1
De plus RyU = +(>° A'U) = (X U) = U et donc Ry, vérifie (4)
(=0 =1

Finalement on a bien : ’Vk € N* | Ry est un matrice stochastique.‘

18.) Avec 14.) , ||AX]|| < ||X]|, donc on peut utiliser la question 10.) et on a (Rj) qui converge
vers une matrice P telle que P? = P
Comme E est fermée et que les Ry sont dans E alors P € E donc P est stochastique.
De plus P est la matrice de la projection sur ker(A — I,,) qui est de dimension 1, donc P est de rang 1.

Bilan : |la suite (Rj) converge dans M, (R) vers une matrice stochastique de rang 1.

19.) P est la matrice de la projection sur ker(A —I,,) = Vect(U) donc Im(P) = Vect(U) et donc les
colonnes de P que 'on note momentanément C), sont proportionnelles & U. Si on note C,, = \ U on a
alors P =UL avec L = ()\1 /\n)



Comme P est a coefficients positifs alors les A\, sont positifs.
PP=P= (UL)(UL)=UL=U(LU)L=UL= (LU)JUL=UL = (LU)P =P = LU =1 car P est
~——
€R
non nulle

Mais LU =1 = > A\, = 1 et comme les \;, sont positifs alors L est une matrice stochastique.
k=1

On adone : |P = LU avec L = (/\1 )\n) une matrice stochastique.

k—1 k—1 k—1
20.)0Rk:%214€ done RkA:%ZAZJrl:%(ZAZ_In_'_Ak):Rk_l_Ak];[n
=0 =

On passe alors a la limite dans : R A = Ry, + 71"

Comme lim % =0get lim Ry= P onen dedult

k—4o00 k—4o00

e PA=P=ULA=UL= LULA=LUL mais on avuque LU=1donc LA=1L
L est donc une matrice stochastique vérifiant LA = L
En transposant : ATLT = LT donc LT est un vecteur propre de AT associé & la valeur propre 1.

On a vu en 16.) que dim(ker(A I,) = 1. On sait aussi que (A —I,,) et (A —1,)T = AT — I, on
méme rang, donc dim(ker(A" —I,,) = 1.
Donc si L est une autre matrice stochastique telle que LA =L alors L = aL avec a € R
En sommant tout les coefficients de ces deux vecteurs on obtient 1 = « puisque les matrices lignes sont
stochastiques.

Bilan : ’L est la seul matrice ligne stochastique vérifiant LA = L‘

21.) On a déja vu que les \g était positifs, reste & montrer qu’ils sont non nuls.
n

On a: LA = L et par itération LA? = L donc \; = > A¢ (AP),x
YT
Z >

Si on avait un \; = 0 alors avec la relation ci-dessus, tout les \; serait nul et donc on aurait L = 0 ce
qui est impossible car L est stochastique.

’Les coefficients de L sont tous strictement positifs. ‘

22.) On note u ’endomorphisme associé a A et on a vu que en 8.) que :
E =ker(u—1Ig)® Im(u— Ig)
On pose G =Im(u—Ig). Siz € Galors Jye E , x =u(y) —
Alors u(z) = u(u(y) —y) = u(u(y)) — uly) = (u— Ig)(u(y)) E G donc G est stable par u et on peut
poser v = ulg.

. . . . 1
Si on écrit la matrice de u dans une base adaptée a la somme directe alors elle est de la forme (O 12,)

avec A" € M,,_1(R) la matrice de v.
Si on passe au polynome caractéristique alors on en déduit : x,(X) = (X — 1)x,(X)

Si 1 était racine de x, alors on aurait Z € G tel que Z # 0 et v(Z) = Z et donc u(Z) = Z, soit
encore Z € ker(u— Ig) mais ker(u— Ig) NG = {0g} donc Z = 0 absurde donc 1 n’est pas racine de x,
Finalement 1 est racine simple de x, et donc ’ 1 est racine simple de la matrice A.‘




23.) Cherchons L telle que LA=Lalors L= (3 & & & &)=1%(4 3 3 3 3)
Cette valeur est donné en 3.)

Comme P=UL alors | P = L

e N
LW W wWw ww
LW W w ww

W W w Ww

W W W Ww W

4 3

24.) Si Sy est une loi qui convient alors BX, = X, et donc X! = BTX
Comme X, est stochastique on a démonter précédemment que X, était unique.
C’est alors la valeur donnée en 23.)

Pour que le rat est la méme probabilité & tout moment d’étre dans la méme piéce il faut impérati-

vement que : | Xg = ==

—
W W W W




