PST* 2024-2025

Mathématiques : Correction du devoir a la maison n°12

Exercice 1 : e3a 2024 PSI, exercice 4

1.1.1) D’apres le cours, pour h au voisinage de 0 : [ (1 +h)* =1+ ah + afal)

2

h? + o(h?)

1.1.2) Pour ¢ au voisinage de 1, on pose t = 1 + h, ainsi h est au voisinage de 0. Alors avec le 1.1.1) :

1—t=1—(1+h)* = —ah—22Up2 1 o(h?)

Comme « > 0 et donc a # 0, alors : |1 —t* ~ —a(t — 1) pour ¢ au voisinage de 1

(1-t)8

1
1.2) D’aprés le cours et le critére de Riemann : | [ L dt converge < 3 > 1
0

/n

1
n

1.3) t — =L
(1

—t)1+

Au voisinage de t = 1, en posant t = 1 — h et en utilisant le 1.1.2) on a :

1-¢l/n wh 1
(1_pits A npi/n

>0 cart e [0,1] donc h >0

1
Alors v, de méme nature que [ Wdt
0

Mais n > 2 donc = < 1 et donc (avec 1.2), |7, est convergente.

2.1) Posons : Vt € R, A(t):et—l—t—%
Alors A est C® et A'(t)=e'—1—tet A”(t) =e'—1 On a donc :

t —00 0 400
A(R) 0+
+00 +00
A'(t) e e
0
A'(t) + 0 +
+00
A
A(t) 0
S
—00

est continue sur [0, 1[. v, pose donc probléme seulement en 1.

On en déduit : VE€R , A'(t) >0 1+t<elet V<0, At) <0 e <1+i+5

VEER, 1+t <el

On a donc : )
VE<0, e <1+t+5

2.2.1) On remarque que : = (U,,) = Uy,

Donc : %(ngﬂ —e") = Uy, — e* > 0 d’aprés I'inégalité supposée.

Mais, en u = 0 on a U,y — e* = 0, donc comme u +— U,y — € est croissante sur | — oo, 0] alors :

Vu <0, Uypyr < e




2.2.2) %(ngw —€") = Ugpy1 — €* < 0 pour u < 0 d’aprés l'inégalité de 2.2.1).
Mais, en © = 0 on a Uspyo — €* = 0, donc comme u — Us,yo — €* est décroissante sur | — oo, 0] alors :
Vu <0, e* < Uppio

2.3) On a démontré par récurrence (initialisation en 2.1) et hérédité en 2.2)) que :
VPENa VUSO, U2p—1§eu§U2p

3.) Soitn>2,p>1ette]0,1]

On utilise le 2.3) avec u = l"(t <0Oetona:
2p— 2p
Z LYk < eqp(tly < $o Ll
oy h=0 2p—1
= — > H(Ein(t)" < —exp(Ein(t)) < — kz 5 (Zin(t)*
k=0 -0
& Bl pgn(L e = k
=1-> aIn(t)" <1 exp(nln(t)) <1-> k!(nln(t))
k=0 0

4)t— (l_lz)p—l(ﬂ/l est continue sur |0, 1[. Pintégrale proposée pose probléme en 0 et en 1.

Ent=0: (1_17;;—1(?1/,1 ~ InP(t) = 0(\%) (par comparaison [n-puissance) et ¢ — \[ est intégrable sur |0, ],

2
InP(t)

donc, par négligeabilité, ¢ — eIV est intégrable sur |0,

» 3]

InP (%) —(1-t)P 1

En t =1, on a I’équivalent : e ™~ GonE = (1%)1/%1_?

1

1
Maisn >2etp>1donc — +1—p<1etdonct— est intégrable sur [5,1[ (Par Riemann), et
~—~—

n
~~ <0
<

(1 t)l/n+1 p

M=

par équivalent, ¢t — % est intégrable sur l, 1
A—t)i+17/ 8

1
Finalement ¢ — ufﬁ—fﬂ/n est intégrable sur |0, 1] et a thl = dt est convergente.

0

5.) On sait que : Yu < 0, 1—|—u§e“§1+u+“72
On l'applique a u = 2In(t) < 0 pour t €]0,1[ et n > 2

Alors : 1+ Lin(t) < exp(Ein(t)) < 1+ Lin(t) + 5= (In(t))?

On multiplie par —1 et on change le sens de I'inégalité :
—1—1in(t) — 5= (In(t))? < —exp(Ein(t)) < —1 — Lin(t)

On rajoute 1 : —2in(t) — 55 (In(t))? < 1 — exp(Lin(t)) < —Lin(t)

2n2

On multiplie par M—Hl/n >0etona:

1 —In(t) 1 In?(t) 1—tn 1 —In(t)

E(l_t)l+1/n W(l—t)l‘i'l/n = (1_t)1+1/n — _ﬁ(l_t)1+1/n

On peut intégrer entre 0 et 1 puisque 'on a montrer que toutes les intégrales convergeaient et on obtient :
g g g

dt

o .

1
—In(t) 1 1
(1—t) 1+1/n - W‘({ 1—t) 1+1/n dt < In < n

o .

1
n (1 1) 1+1/n




6.) On pose : ¥n > 2, Vit €)0,1], fu(t) = s et G(t) = 5P

Alors Vt €]0,1[, fu(t) — 29 = G(1)
n—-+00

De plus 1+ £ > 1 donc 0 < |f,(t)] < —G(¢)

De plus G est intégrable sur |0, 1] car G(t) =

(\/z) au voisinage de 0 et G(t) ~ % v Oent=1

Les f, étant de plus continue par morceaux sur |0, 1[, on peut donc appliquer le théoréme de convergence

1
s . . _InP(t) lnp(t)
dominée et : nl—lglooof o dt f dt
[ =) [ [ =)
—in(t 1 n=(t —in(t
7) Avec 5) on a . /mdt—% mdt S nyn S /mdt
‘,1 O‘(,l) ‘rl n
n—>+<x> ‘({111 G dt n~>—+><>o_0f llitt) dt

1
On utilise le 6.) pour p = 1 et en passant & la limite quand n — +o0 on obtient : liI+n Ny, = _IZL_(;)dt
n—-+00 0

1
8.) Soit € €]0,1], alors ¢ — —In(t)t* est continue sur |0, 1] donc on peut calculer : [ —in(¢)tPdt

En intégrant par partie :
1 1

p+1 1 ¢p+1 p+1
f_ln( )tpdt [ t f?t dt = In ;4-1 + fp+1

€

p+1
n(€) i

1 ePtl
+ GrE ~ Grr 3 GeiE € R

1
On en déduit que : | [ —in(t)tPdt existe.
0

1
9.) Le calcul de 8.) permet d’affirmer que : |Vp € N, [ —In(t)tPdt = (p_&l)z
0

10.) @ On pose : Vp € N, Vt €]0,1[, h,(t) = —In(t)t?

e Alors les h,, comme les h, sont de signe constant sur |0, 1[, avec 8.) on a que les h, sont intégrables sur |0, 1|

+00 oo
e Comme V¢ €]0,1[, Y 7 = 15 (cours : série géométrique) alors : > hy,(t) converge simplement sur 0, 1]
p=0 p=0

ln(t)

vers t — H(t) = qui est continue par morceaux sur |0, 1|

e De pus > f |hp(t)| dt =3 m est une série de Riemann convergente.

e On peut donc appliquer le théoréme d’intégration terme a terme et on en déduit :

+oo

1

—In(t) o 1
f 1—t dt = Z (1+p)?
0 p=0

+o00
11.) De 7.) et 10.) on déduit : nvy, = E (1+p)2 +o(1)
p:

+o00
Donc ny, = > q% +o(1) = ny, = %2 +0(1) et donc |y, = = + o(3)
q=1



Probléme 1 : ccINP 2024 PSI, probléme 1 : file d’attente

Q1) On remarque que 73(€2) C N* U {+oo} et que Vk € N* | (T1 = k) = ([ (X; =0)) N (X = 1)

k—1

(avec la convention () (X; =0)=Qsik=1)
i=1
Comme les (X;) sont indépendantes alors P(7) = k) = [H P(X; = 0)|P(Xy = 1).

Comme les X}, suivent des loi de Bernoulli de paramétre p alors : |Vk € N* | P(T} = k) = (1 — p)*p

Remarque : on est dans la situation type d’une loi de géométrique de paramétre p.

+00
Q2) On remarque que (A, (17 = k)gen+) est un systéme complet d’événements donc : |A = |J (T} = k)

_ too
Comme les (T} = k) sont incompatibles alors : P(A) =1 -P(A)=1- > (1 —p)*1p
k=1
On reconnait la somme des termes d’une suite géométrique de raison 1 —p €] — 1, 1] et de premier terme p.

Donc, d’aprés le cours : P(A) = 1 — py—— (1 5=1-1=0

On a donc |P(A) = 0 et donc la probabilité qu’aucun client n’arrive est nulle. On a 73(£2) = N*.

+oo

Q3) G, () = §P<T1 — )t = SS(1— pyipti = pt i((l )y

j=1
Comme on a une série géométrique de raison (1 — p)t on sait qu’elle converge
si et seulement si [(1 —p)t| <1< |t < fp

Le rayon de convergence de G'7; vaut donc R = 1%;3 De plus, la somme vaut alors : G, (t) = 1_(’1’t_p)t

Ona:Rzl%pet‘v’tE]—R,R[, G, (t) = Pt

Q4) Le rayon de convergence de G, est R = l%p > 1, donc 1 est a l'intérieur de l'intervalle ouvert de
convegence de cette série entiére, donc G, est dérivable deux fois a gauche en ¢t = 1 et donc d’aprés le cours :

E(Ty) = G, (1)
V(Ty) = G4, (1) + Gf, (1) — (G, (1))?
GlTl( ) p( _((1 (1) );')t()l P) — = (112 S et G// ( ) _ _2(1-p)p

p)t) (1—(1—p)t)3
Donc EM)=gampr=»= i
— _ 2_ _ _ _
V(Tl) _ 2(1p3p)p + % N (%) _ 20 p);)s—i—p p _ 201 ;;);p 1_ %
On a donc : |E(Ty) = % et V(X) = %

QQ5) e Par linéarité de lespérance : E(D,,) = > E(Ty). Comme les T} suivent toutes la méme loi :

k=
E(D,) =nE(T)) et avec la question 4) : E(D,) =

1

n

p
n

e La variance n’est pas linéaire, mais comme les T}, sont indépendantes : V(D,,) = > V(T}) et comme les

T}, ont méme loi : V(D,) = nV (Ty) = L=2n

p2




n
e Comme les T}, sont indépendantes alors : Gp, (t) = [[ Gr,(t). Comme les T}, suivent la méme loi et ont
k=1

la méme fonction génératrice, alors : Gp, (t) = (#t_p)t)”

On a done :| E(D,) = 5, V(Dy) = "% et G, (1) = = e

+o0o
QQ6) @ D’aprés le cours : : [Vx €] — 1,1[, (1+2)* =1+ kzl Wﬂ

e Gp, (t)=p"t"(1 — (1 —p)t)~™ donc Gp, a pour rayon de convergence 1%19 et Vt E]l%lp; l%p ,
Gp,(t)
+o00o
= prgn kz: (—n)(—n—ll)ﬁ-i-(—n—kﬂ) (_(1 o p)t)k
=0

+00 (—1>k<nﬁ—1>!
=y — (DN = pt)*
£
— Z (n+k* )pn(l _p)kthrk
k=0
+o0o
On effectue le changement d’indice : K =n+ketona: Gp,(t)= > (5 1)p(1 — p)E—tk

K—n
K=n

+o0
Comme Gp, (t) = > P(D, = K)t¥ alors, par unicité du DSEy (ou alors comme la fonction génératrice ca-
K=0

0 sik<mn

(kil)p”(l —p)F ™ sik>n

ractérise la loi - et en revenant a des petit k) :|V(k,n) € (N*)? | P(D,, = k) = {
k—n

Q7) f est dérivable sur R et f'(z) = aexp(a(z — 1)) > 0 donc f est strictement croissante.
Montrons alors par récurrence sur n € N* que z, €]0,1[ et 2,411 — 2, est du méme signe que 2o — 23

Initialisation : Au rang n = 1, on a bien z; €]0, 1] par hypothése et z,.1 — 2, = 2o — z; donc est du méme
signe que lui méme.

Hérédité : On suppose ’hypothése vérifiée au rang n et on la montre au rang n + 1 :
2n €]0,1[= 0 < 2z, < 1= f(0) < f(2n) < f(1) car f est strictement croissante.
Mais f(0) = exp(—a) > 0 et f(1) = exp(0) = 1 donc, comme f(z,) = 2,11 alors 0 < z,11 < 1
De plus : 2,11 — 2, > 0= 201 > 2, = f(Zna1) > f(20) = Znao > 2011
et de méme z,11 — 2, < 0= 2,01 < 2, = f(2Zna1) < f(20) = 2Znio < Zni1
Znio — Zne1 est donc du méme signe que 2,1 — 2, qui est du méme signe que 2o — 21 donc 2,19 — 2,41 est du
méme signe que 25 — 2.

Conclusion : |Vn € N* | z, €]0,1] et 2,41 — 2, est du méme signe que z5 — 2

Q8) D’apres Q8), 2,11 — 2, est de signe constant, donc (z,,) est monotone, comme elle bornée, on en déduit
que : (z,)en+ est convergente vers une limite /.
CommeVn e N, 0<z,<lalors0</<1
De plus, en passant a la limite dans z,.1 = f(z,) on obtient ¢ = f({) car f est continue.

(zn)en+ est convergente vers une limite ¢ € [0, 1] vérifiant f(¢) = ¢.




Q9) Soit 2 > 0 alors :
0 < U(x)
< 0<In(x)—alx—1)
< a(x — 1) < lIn(z) on utilise que exp est une bijection croissante (et sa réciproque est aussi croissante)
< expla(z —1) <z
& flx) <z

U(z)=0<In(z) —alr —1) =0« In(z) = a(x — 1) & T= exp(a(z — 1)) = f(x)
exp est bijective

Onadonc:|Vz >0, 0<V¥(z) & f(z)<zet¥Y(z)=0& f(zx)=2x

Q10) e On suppose a < 1 et on étudie ¥ qui est dérivable sur |0, 1]
\I/’(x):l—azl_%ZOCaragletO<x§1doncax§1.Alors:

T

T 0 1
0

On a donc : |¥(z) < 0 sur |0, 1] et ¥ ne s’annule que en = = 1.

U(z) /!

—0

e Comme f(0) > 0, 0 n’est pas solution de f(x) = z, et vu que f(x) = x < VU(z) = 0, on a finalement
une unique solution & f(x) = z qui est x = 1, ¢’est donc, d’aprés Q8) la limite de (z,).

Onadonc:|z, — 1

n——+o0o

Q11) La dérivée de W reste valable mais cette fois é €]0, 1[ car a > 1. On a le tableau de variation suivant :

T 0 % 1
V' (z) + 0 -
Uiy >0
W(x) b N
—00 0

D’aprés ce tableau de variation, ¥ est strictement croissante et continue sur ]0, [, donc ¥(z) = 0 admet
une unique solution a sur Iintervalle J0, 2[.
De méme ¥(z) = 0 n’admet que z = 1 comme solution sur [1, 1]

Comme V(z) =0 < f(z) =z on a donc f(x) = x qui admet exactement deux solutions, x = 1l et x = «
avec a €]0, 1[.

Cas 1 : z; €]0,a] alors W(z;) < 0 et donc, avec Q9) : f(z1) > 2z donc z3 > 2z et donc (z,) est croissante.
On a (z,) croissante et z, < a. De plus (z,) converge vers une solution de f(¢) = ¢, on en déduit { = «

Cas 2 : z; €]a, 1] alors U(z;) > 0 et donc, avec Q9) : f(21) < z; donc 23 < 21 et donc (z,) est décroissante.
On a (z,) croissante et o < z, < z; < 1. De plus (z,) converge vers une solution de f(¢) = ¢, on en déduit ¢ = «

Dans les deux cas on a bien : [z, — «
n—-+o0o

Q12) Z = | {V, = 0} signifie qu’au moins un des événements (V;, = 0) est réalisé (et par suite
neN*
Vk >n, Vj est réalisé).

L’événement Z = |J {V,, = 0} décrit donc la situation concréte ou aucun client ne vient aprés un certain client.
neN*




n
k=1
N,, est donc la somme de n variables aléatoires mutuellement indépendantes, suivant toute la méme loi de

Bernoulli de paramétre p.
N,, compte le nombre de succés (un client arrive) de n épreuves de Bernoulli indépendantes.

On sait donc d’apreés le cours que : | N, suit une loi binomiale de paramétres (n, p)

Q14) En reprenant Q13) on a V4|S = N qui suit la méme loi que N,, donc :

0 sik>n
(0 -
e On a V1(Q) = N. Comme (S = n),ey est un systéme complet d’événements, alors par la formule des

probabilités totales sur ce systéme complet d’événements :

+o0
VkeN, P(V, =k)= 3 P(V; = k|S = n)P(S = n)
n=0

V(n,k) € N? | ]P’(Vlzki|S:n):{

Avec le début de la question et le fait que S suive une loi de Poisson de paramétre \ alors :
P(Vi = k)

— fl@(m =k|S=n)P(S=n)
= S e
e Z o (1 —p)" 2y

oA ek \ n—
= " ka(l—@ EATTEE

_ +oo
= ek—?pk)\k > (n_lk)!(l — p)"*A""* changement d’indice N =n — k
n=k

+00
= %pk)\k > % on reconnait exp((1 — p)A)
N=0
Y
= (1=

e—PA )" (Ap)®
TRk

OnadoncVke N, P(V, =k)=e p’\()\;f;)

On reconnait que : ’VI suit une loi de Poisson de paramétre )\p‘

Q15) Comme (V,, =0) C (V01 = 0) (en effet V,, =0 = V,,.; = 0), alors (V,, = 0) est une suite croissante
d’événements et donc par le théoréme de continuité croissante :
P(Z)y=P( (V,=0)) = hril P(V, =0)
n—-+00

neN*

On a donc : | (2, )nen+ converge et P(Z) = lir}rq Zn
n—-+0o0




Q16) e Si j = 0 alors comme V; =0 = V,,;; =0on aP(V,;; =0|V; =0) =1=P(V, =0).

e Sij>0.
Vi1 = 0 sachant V; = j signifie :
qu’il n’arrive pas de client pendant qu’est servi le premier client,
qu’il n’arrive pas de client pendant qu’est servi le deuxiéme client,

qu’il n’arrive pas de client pendant qu’est servi le j-iéme client.
On remarque que ces événements sont indépendants et ont tous la méme probabilité P(V,, = 0) (on retrouve
pour chaque client la situation ou il n’y a qu’un client au départ avec un rang de moins.)

On a donc : |P(V,4 = 0|V} = j) = (P(V,, = 0)

Q17) Par la formule des probabilités totales sur le systéme complet d’événements (V3 = j)jen on a :

Zn+1

— ]P)(Vn+1 — 0)
+o0

= > P(Vayr = 0[Vi = j)P(V1 = j)
7=0

= i ,—Ap (Ap)?
= j;(P(Vn = 0)e e

+oo J
= 70 3 QEZOP o Wegp(\pP(V;, = 0)) = eap(Ap(2, — 1))
=0

On a bien : |Vn € N* | 2z, = exp(Ap(2, — 1))

Q18) On reprend les résultats du II.1 avec a = Ap et on obtient :

a<les Wp<1l= 2z, —+> 1 et on est alors certain qu’au bout d’un certain temps il n’y aura plus de
n—-+0oo

client dans la file d’attente.

et
a>1< A\p>1=2, — «a€]0,1], il y a alors une probabilité non nulle que la file d’attente soit défi-
n—+00

nitivement vide mais on n’est pas certain de ce fait !l Il y a une probabilité non nulle que la file soit permanente.



Probléme 2 : Centrale 2024 PSI, mathématiques 1

; 5
Q1) W1 — W, = [ cos™™(t)dt — [ cos™(t)dt =
0 0

cos™(t) (cos(t) — 1) dt
>0 <0

Mais cos™(t)(cos(t) —t) < 0 sur [0, 7] donc Wy — W, < 0 et donc | (W),) est décroissante.

SN

jus us

2 2
Q2) Wyio = [ cos"2(t)dt = [ cos™ T (t)cos(t)dt
0 0
On fait une intégration par parties avec des fonctions dérivables :

™

. 3
Wita = [cos™ (t)sin(t)]g — [(n+ 1)sin(t)cos™(t)sin(t)dt
0

= Wyio = (n+1) [(1 —cos?(t))cos™(t)dt = (n + 1) (W, — Wy12)

ST,

On en déduit : |Vn e N, (n+2)W, 0= (n+ 1)W,

Q3) On pose : Vn € N | w, = (n+ 1)W,, W, 11
Alors Wn+1 — Wp = (n + 2)Wn+1Wn+2 - (n + 1)Wan+1 = Wn+1£<n + 2)Wn+2 - (n + 1)Wnl

=0 a;gc Q2
La suite (w,) est donc Constante
2 x
Mais Wy = [dt = et W, = fcos = [sin(t)]g =1
0
Donc Wo = WOW1 =3
Finalement : |Vn € N, w, = (n+ )W, W41 = §
Q4) (W,,) est décroissante donc : Vn € N | W10 < W,y < W,
On peut diviser par W,, qui est strictement posmf : WV’[;” < Wv"}“ <1
) n+1 )
Avec la relation de Q2) : < % < 1 donc, par encadrements :  lim WV;}“ =1 et donc W, 1 ~ W,
n + 2 n n—+infty n
——
n—j)ool

On utilise cet équivalent dans la relation de Q3) : (n+ L)W, W, 11 = £ = nW}? ~ = et comme W, > 0 alors :

Wa %oV

n=-+00

Q5) t — exp(—t?) est continue sur [0, +o0o[. I ne pose donc probléme qu’en +oo
On a au voisinage de 400, par comparaison exponentielle-puissance : exp(—t?) = o(t%)

puisque lim (%) _ fim t*exp(—t?) =0
t——+o0 2 t—-+o0

Mais ¢ — 75 est intégrable sur [1,+oo[ par Riemann, donc par négligeabilité ¢ — exp(—t*) est intégrable sur

1, +00]

Comme il n’y a pas de probléme sur [0, 1], ¢ — exp(—t?) est intégrable sur [0, +oo[ et par absolue convergence
+oo

I = [ exp(—t?)dt est convergente donc existe.
0




fo 0,400 — R

Q6) On pose, pour tout n € N* : ; . 0 sit>/n
1-) sio<t<yn
e Soit ¢t € [0, +00[. Alors, comme y/n — 400, il existe un rang N € N* tel que : Vn > N, 0 <t < /n

n%Jroo

et donc f,(t) = (1 — %)” = exp(nin(1 — 5)) = exp(n(—% +0(2))) = exp(—t? + o(1)) e exp(—t?)

f 0,4 — R

La suite de fonction (f,,)nen+ converge donc simplement sur [0, +oo[ vers la fonction 2

t — e
e On pose : Yu € [0,1], A(u) =In(1 —u)+u
Alors A est C' sur [0, 1] et A'(u) = == +1 = # = = <0, donc A est décroissante sur [0, 1]

Comme A(0) =0 alors : Yu € [0,1], A()SO(:)ln(l—u)< —u

e Soit t € [0,/n] :
(1— %)” < e car In est croissante
& nin(l — %) < —t?
&inl-5)< -8
Cette derniére égalité est vraie car on applique : In(l —u) < —u avec u = £ € [0,1]
On en déduit f,(t) < e sur [0, v/n].
Comme f,(t) = 0 sur [y/n, +oo[ alors on en déduit que 0 < f,(¢) < f(¢) sur [0, 00|

e On a donc :
les f,, sont continue par morceaux sur [0, +oo|

la suite de fonction (f,,)nen+ converge simplement vers f qui est contiue par morceaux sur [0, +oo[
Vn € N* | Vt € [0,+00[, |fu(t)] < f(t) avec f qui est intégrable sur [0, +oo|

On peur donc appliquer le théoréme de convergence dominée et on a :

+oo Vvn
— 3 ; —t2 n —
Jim Of fa(t)dt = b[ im fy(t)dt = lim Of fu(t)dt f e "dt = lim_ b[ dt =1
vn )
En notant z au lieu de ¢, on a : lir+n JA—=2)de =1
n—-+0oo 0

Q7) z— arcsm(\f) est une bijection de classe C'! de |0, /n[ dans ]0, 5[, on peut donc faire le changement
de variable C bijectif x = /nsin(u) dans 1’1ntegrale suivante :
vn 3
[ (1 —Zyde = [(1— sin?(u))"v/ncos(u)du = \/_f6082n+1 Jdu = /nWay 11

0 0

vn
On a donc bien : Vo >1, [(1— %)”d:l: = /nWopniq
0

NG

Q8) e Avec Q4) et Q7) on a : b[(l—x—:)”dxw\/ﬁ /mwﬂz_

+oo 9
Mais avec Q6) on a alors : | I = of e Vdt = \/TE

+oo
e Par partité on remarque que J = 27 et donc |J = [ e dt = VLS
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Q9) Remarque : question mal posée, on parle de solution sur R et pas sur R[X] .. 777 !!!

+o0o
e Supposons que y(z) = Y a,z™ ait un rayon de convergence R > 0 et soit une solution de F sur | — R; R|

n=0
Comme on peut dériver une série entiére terme a terme sur son intervalle ouvert de convergence alors :

+o0
Y () =Y na,z™!
n=0

Ve €] - R; R[, oo
y'(2) = 3 nln — L,z
n=0
On a alors :

y solution de E sur | — R; R|
Ve el - RR[, ay'(z) +y'(z) +zy(z) =0
+o00 +o00 +Too
sVrel-RR[, > nn—1a,z"?+ > na,x" ' +2 > a,2" =0
+:O:0 +c:lo:0 +00 "
sVrel—R;R[, Y nn—1ax"'+ > naa" '+ > a2t =0

n=0 n=0 n=0
< (1)

Changement d’indice : p—1 = n+1 < p = n+2 dans la derniére somme et p = n dans les deux premiéres.

+o00 +00 +o0
(1) e Vo e = RR[, > plp—Dapa” '+ 3 paya?™ + 3 ap02"™' =0
p=0 p=0 p=2

On fait commencer les sommes au méme indice :

too +oo 400
(1) Ve e]—R;R[, 040+ > pp—1Dapa? '+ 0+ a1 + Y pa,a® ' + > a2 =0
p=2 p=2 p=2

On regroupe les sommes car elles convergent
+o00
(1) & Vo el = R;R[, a1+ X [plp — 1)ay, + pa, + ap oJz?~" =0
p=2
Par unicité du DSE,, puisque R > 0
()& a,=0et Vp>2 p(p—1)a, +pay, + ap—o =0
Sa;=0etVp>2 pla,+a, 2=0

S a;=0et Vp>2 ap:;—Qap_z

Essayons de conjecturer le résultat :

_ -1 e
Az = 5300 Ay = gz 02 = Grgzd0

_ -1 _ -1 (=
(2n = Gp2%2n—2 = [@n). (2n-2)..4x22 %0 = [arpnz 40

azpy1 =0

— (=n"

Montrons par récurrence sur n € N que : Vn € N |
A2n = Zn(pnz 20

Au rang 0 : On a déja montrer que a; = 0 et on a bien ag = ag

11



Hérédité : On suppose la propriété vraie au rang n et on la montre au rang n + 1

_ -1 _
a2n+3 - (2n+3)2 a2n+1 (2n+3)2 X 0 O

G VL € D
T 1P ru? 90 = T2 90

1
A2(n+1) = Q2n+2 = Gpigz%2n =

On a donc bien le résultat au rang n + 1

Qopr1 = 0
Conclusion : Yn e N, { " (—1)n
2n = (a2 40

LS N
e On a donc y(z) =ag Y an(nnz Tt "
n=0

="  2n

I — 0 et donc R = +o00.

n—-+o0o

Par comparaison factorielle-puissance, Vo € R
Comme, on a raisonné par équivalences et que R > 0 on sait que I'on peut remonter les équivalences.

Conclusion : Les solutions développables en séries entiéres en 0 de (/7.1), sont définies sur R et s’écrivent :

+00

y(r) =ao ) 4(7,,7(3; x®" avec ap € R et R = 400

Q10) Si on impose de plus la condition y(0) = 1 alors ay = 1.
Donc il existe une unique solution de (I1.1), développable en série entiére en 0 et définie sur R, vérifiant

+o00 n
S(0) =1, c’est la fonction définie sur R par : |Vz € R, S(z) = > %x%
n=0

Rx[0,nr] — R

(z,t) —  Zcos(wsin(t))
On remarque que g est C'™ et que les intégrales de cette questions sont celles de fonctions continues sur un
segment

De plus 29 (z,t) = —Lsin(t)sin(xsin(t)) et %(x,t) = —Lsin?(t)cos(xsin(t))

Q11) e On pose : g

e Alors :
i)Vt € [0,71] , x> g(z,t) est de classe C? sur [—A, A
ii) @ Vx € R, t+— g(z,t) est continue par morceaux et intégrable sur [0, 7] (comme intégrale d’une fonction
continue sur un segment)
Q@ VreR, ( t)
continue sur un segment)
iii) Vx € R, ¢ |—> ( t)

est
iv) V(z,t) € R x [0,77'] : ‘g I (x, t)‘ L avec t — < qui est intégrable sur [0, 7]

est continue par morceaux et intégrable sur [0, 7] (comme intégrale d’une fonction

continue par morceaux sur [0, 7]

On peut donc appliquer la généralisation du théoréme de dérivation pour une intégrale dépendant d’un

paramétre et on en déduit : |G : z — [ g(x,t) est de classe C? sur R.
0
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Q12) La suite du théoréme de Q11) donne :

VeeR, G'(z) == fsm sin(zsin(t))dt et G"(z) = = [ sin(t)*cos(wsin(t))dt
0

C—x

Si on integre par partie G'(z) avec des fonctions C' on a (en primitivant ¢ — sin(t) ) :

G'(z) = %[\[—cos(t)sirﬁxsin(t))]@— 0}(—005(15))(xcos(t)cos(xsin(t)))dt]
== fﬂ (cos®(t)) cos(zsin(t))dt
0 H/—/

=== fCOS(:ESin(t)dt +Z fSiHQ(t>COS(l'Sin(t)dt = —2G(X) — 2G"(z)
0 0

On adonc : Vz € R, 2G"(z) + G'(z) + xG(z) = 0 et | G est solution de (/1.1) sur R

+
Q13) e Comme on sait que : VX € R | cos(X) = Z 1) rX2F alors

Ve eR , Vte|0,7], cos(zsin(t)) = z CD% (wsin(t))® = +z°° CL% (sin(t)) a2

(2k)! = (k)
Donc G(z) = = [] Z n(t))?*x?*)dt
0 k=0
Fi R et wen, M 00— R
e 1xons r € IX et posons e N, —1)k
t — G (sm(t))% 2
Alors les hy sont continues sur [0, 7] et A hy = ti[%p] |hi(t)] < & 2k)!
+00
Comme ) %’;, est convergente, alors »_ .4 hy est convergente, donc la série de fonctions ) hy converge
k=0

normalement et donc uniformément sur [0, 7] (vers une fonction continue).

On peut donc, dans 'expression de G(x), intervertir l'intégrale et le signe somme.

+oo T
On en déduit : Ve e R, G(z) = Y [f (LY (sin(t))*dt]z**

7(2k
k=00 (2k)!

e (G est donc développable en série entiére en 0, de rayon de convergence 400, G est solution de (/7.1) sur
™

R, G(0) = L [1dt = 1, donc, avec la question Q10) on a :
0

Q14) west C® et Vx € R |
w(z) = exp(—2?)
w'(x) = —2zexp(—z?)
w”(x) = —2exp(—2?) + 4zx’exp(—2?) = (42 — 2)exp(—x?)
w"”(x) = 8rexp(—z?) — 2x(42? — 2)exp(—2?) = (=82 + 12x)exp(—2?)

On en déduit : | Hy(x) = 2z, Hy(x) = 42% — 2 et H3(z) = 823 — 12z

Q15) Toutes les fonctions sont C'™ et on peut dériver : H,(x) = (—1)"ex2w(n) (z)
On obtient : H) (x) = (—1)”235@93211;(”)(35) + (—1)”69”210("“)(35)
donc H/ (x) = 2x(—1)nea;2w(n)(x) — (—1)n+16x2w(n+1)(3]) qui donne H! (z) = 2xH,(x) — Hy,11(x)

On a donc bien : |Vx € R, H,1(z) = 22H,(z) — H (z)
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Q16) On va démontrer par récurrence que : Vn € N | H, est de degré n et est de la méme parité que n
(H,, est paire, si n est pair et H, est impair, si n est impair)

Initialisation : Hy = 1 et Q14) permettent d’initialiser la récurrence.

Hérédité : On suppose que H, est de degré n et que Vo € N | H,(—x) = (—1)"H,(z)
Avec Q15) : Hyyq(2) = 22H,(z) — H)(z) donc deg(Hp41) =n+1
——  —
deg=n+1 deg=n—1
H,(—z) = (=1)"Hy(z) = —H}(~2) = (=1)"H}(z) = H}(2) = (=1)"" H} ()
Avec Q15) : Hpii(—x)
= 2(=x)Hp(—2) — H,(—x)
= —22(=1)"Hyn(x) = (=" H}(2) = (=1)""' 2z H, (v) — H ()] = (=1)"" Hppa ()

Conclusion : ’Vn € N, H, est de degré n et est de la méme parité que n‘

Q17) Par récurrence, comme en Q16), on démontrerait que : ’le coefficient dominant de H,, est 2"

Q18) e Montrons que F est un sous-espace vectoriel de C°(R).
@ Déja E est non vide car la fonction nulle est dans E.
@ Soit (f,g) € E* et A€ R
Alors Vo € R, ((f +Ag)(x))? = F(2)® + Ng(x)® +2Af(2)g(2)
Mais |2f(x)g(z)] < f2(x) + ¢*(z) (on a utilisé : (a — b)*> > 0 = 2ab < a® + b?) donc
((f + A @) e < (1+ e ()2 + (2 + AP g(x)?
Comme f et g sont dans E alors  — (14 |[X)e ™ f(x)2 + (A2 + |\|)e * g(z)? est intégrable sur R et par
comparaison x — ¢~ (f(x) + Ag(z))? est intégrable sur R.
On en déduit f + A g € F
@ E est non vide et stable par combinaison linéaire, donc E est sous-espace vectoriel de C°(R) et donc E est
un R espace vectoriel.

e Si P € R[X] alors P est continue sur R. De plus e *"P(z) = o(=%) au voisinage de +oo, donc, par
négligeabilité, comme z — %5 est intégrable sur [1, +oo[ alors z — e~ P(x) est intégrable sur [1,400|

On fait de méme sur | — oo, —1[, il n’y a pas de probléme sur [—1,1], donc = — e * P(x) est intégrable sur
R et donc P € E. On a donc R(X| C E

e Conclusion : | E' est un R espace vectoriel contenant R[X].

Q19) L’inégalité | f(z)g(z)| < 5(f*(z) + g*(x)) permet de montrer (comme en Q18) que 'intégrale défi-
nissant <, > est bien convergente.
On a alors : Vf,ghe £, VAR
i) < f,g >=<g,f > (évident)
i) < f,g+ A >=< f,g > +X < f,h > (par linéarité de I'intégrale)

i) < f, f >= +f°°e*12<f(x))24x >0
oo N————r

>0
+oo
2

) < f,f>=0= [ e*(f(x))*dx=0

Mais x +— e %" (f(z))? est continue et positive sur R donc Vz € R, e * (f(z))? = 0 et donc f = Og

On a donc les quatre points qui permettent de démontrer que : ’<, > est un produit scalaire sur F.
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Q20) Soit n € N* et P € R[X].

< P H, >= TfOOP(x)Hn(x)e_xde = JrfooP(:U)exg(—l)"w(”) (z)e " dx = JrfOOP(x)(—l)"w(")(x)dx
On intégre par piaolftie : - -

< P H, >=[(-1)"w™V(z)P(z)]T< — JrfooP’(x)(—1)’"”10("_1)(x)dx

par comparaison exp-puissance le Croch(;tozst nul (ce qui justifie 'TPP), donc :

+00 +0o0
<P H,>= [ P(z)(-1)" " D(z)e e de = [ P(x)H, 1(v)e ™ dx =< P',H, | >

On a donc : |Vn e N* | VP eR[X], < P,H, >=< P',H, 1 >

Q21) Soit n € N* et P € R,,_;[X]. Alors, avec Q20), par itérations : :
<P H,>=<P H, >=<P"'" Hy, g>=---=<P® H, _, >=...=< P"™ H, >
Mais P™ = 0 car P € R,_1[X], donc < P, H, >=0
On a donc : |Vn e N* | VP e R, 4[X]|, < P,H, >=0

Q22) (Hy, Hy,. .., H,) est une famille échelonnée en degré de R[X] donc elle est libre, de plus c¢’est une
famille de n+ 1 vecteurs dans R, [X] qui est de dimension n+2, donc (Hy, Hy, ..., H,) est une base de R,,[X].

De plus si (¢,7) € [0;n] avec ¢ < j, alors < H;, H; >= 0 avec Q21).

Bilan : | (Hy, Hy, ..., H,) est une base orthogonale de R,,[X]

Q23) Si on reprend le calcul de Q21) avec P = H,, alors < H,, H,, >=< HT(Ln), Hy >
On adonc : |Vn € N, ||H,||* =< H™, Hy >

Q24) Mais comme H,, est de degré n et de coefficient dominant 2" alors HM = 27nl et done
|H,||* =< H,, H, >=2"n! < Hy, Hy >= 2"n!J et on connait la valeur de .J d’aprés Q8).

On a donc : |Vn € N, ||H,|| =< Hy,, H, >= +/2"n!\/7

Q25) e Soit (P,Q) € R[X] et A € R alors, par linéarité de la dérivation :
WP+AQ) = —(P+AQ)"+2X(P+AQ) +(P+ Q) = (—P"+2XP' + P)+ AN—Q"+2XQ' + Q) = u(P)+ \Q
On a donc u linéaire, comme u(P) € R[X] alors |u est un en endomorphisme de R[X]

o Si PeR,[X]alors u(P)= —P" + 2XP. +_P ,doncu(P)€R,[X]

deg<n—2 deg<n—1+1=n  deg<n

On a donc : |R,,[X] stable par u

Q26) Soit P € R(X].
(vow)(P) = v(P") = 2XP' — (P') = —P" + 2XP' = —P" + 2XP' + P — P = u(P) — P = (u — Id)(P)
Cette égalité étant vraie pour tout P € R[X] on a : ’v ow=u~— ]d‘

(wov)(P) = w(2XP—P') = (2XP—P'Y = 2P+2XP'— P" = P+ P+2XP'— P" = P+u(P) = (Id+u)(P)
Cette égalité étant vraie pour tout P € R[X] on a : ’w ov=1u+ [d‘
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Q27) De Q26) on déduit : u=vow+ Id=wov — Id
Alors :uov—vou=(vow+Id)ov—vo(wov—1Id)=(vowov)+v—(vowov)+v=2v

Onabien:’uov—vou:%‘

Q28) Supposons que : u(P) = AP
Alors, avec Q27) :

u(v(P))—v(u(P)) = 2v(P) = u(v(P))—v(AP) = 2v(P) = u(v(P))—Av(P) = 2v(P) = |u(v(P)) = (A + 2)v(P)

Q29) On remarque que : u(Hy) = —H{ +2X H+ Hy = Hy, donc Hy est un vecteur propre de u associé a
la valeur propre 1.
On remarque que : v(Hy) = 2X Hy, — H;, = Hg11 avec la question Q15)
Donc avec Q28) : u(v(Hp)) = (1 4 2)v(Hy) et donc u(H,) = 3H;, Hy est un vecteur propre de u associé a la
valeur propre 3.
Montrons par récurrence sur k que Hj est un vecteur propre de u associé a la valeur propre 1 + 2k.
On a déja initialiser la récurrence en début de question.
Héredité :
Hy, est un vecteur propre de u associé a la valeur propre 1+ 2k
= u(Hy) = (1 + 2k)Hg, on utilise ()28)
= u(v(Hg)) = (1 + 2k + 2)v(Hy,) on utilise que v(Hy) = Hyqy
= u(Hii1)) = (14 2(k + 1)) Hypa

Conclusion : ’Vk‘ € N, Hj est un vecteur propre de u associé a la valeur propre 1 + 2k

Q30) (Ho, ..., H,) est une base de R, [X] formée de vecteurs propres de u, donc de u,, et donc

uy,, est diagonalisable dans R,,[X]

Q31) Soit P,Q € Ry X]
<P,Q >
+0o0
= [ Q'(t)[P'(t)e ¥’]dt On intégre par partie en primitivant Q'

= l@(t)P’(t)e‘tQ [ — f Q[P (t)e ™" — 2tP'(t)]dt

=0
—<Q,—P'+2XP >
=< Q,—P"+2XP' +P—-P>
=< Q,u(P)>—-<Q,P>

On a donc bien : |VP,Q € R X], < P',Q' >=<u(P),Q >—- < P,Q >

Q32) Si on inverse les roles de P et @ en Q31) on a: < P,Q >=< u(Q),P > — < P,Q >, et en
combinant les deux relations on a : < u(P),Q >=< P,u(Q) >
Si P et @ sont dans R,,[X] on a donc < u,(P),Q >=< P,u,(Q) > ce qui permet d’affirmer que :

Uy, est un endomorphisme autoadjoint de R, [X].

Q33) D’aprés le cours, comme u, est autoadjoint, sa matrice relativement a une base orthonormée pour
le produit scalaire <, > est symétrique réelle donc diagonalisable dans une base orthonormée pour le produit
scalaire <, >.

Cette base sera alors formée de vecteurs propres de wu,.
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Q34) On sait déja que (Hy,..., Hy, ..., H,) est une base orthogonale formée de vecteurs propres de u,
grace a Q22) et (329).
Avec Q24) on norme ces vecteurs et on a :

( Ho Hy, H,

N Sk i

) qui est une base orthonormales de R, [X] formée de vecteurs propres de u,,.

Q35) Remarque : Erreur d’énoncé, c’est f et pas £ qui est dans E.

g2

, . ) i .
|e‘”’f‘ = 1 donc )e‘“‘ge_:‘ = e™® et donc, comme on sait que J est convergente, alors x — e~*¢ est dans

E.
Quand on a montrer que 1’on avait un produit scalaire (en Q19), on a montrer que le produit de deux fonctions

de E était dans F donc = — f(z)e ¢ est dans E et donc |z — f(x)e e " est intégrable sur R.

Q36) ® On a vu en Q18) que R[X] C E et donc : |Vp € N, x+— 2%Pe~* est intégable sur R.

e Soit A >0:
a —z2 2P+l 2214 o x2rtl —z2 2P+l 214 2 o 2p+2 ,—a2
[ x*e " dx =[Gme " 12a— | G (—2ze™ )da = [ e ]_A—l—mfx e " )dx
Donc, comme les intégrales convergent, quand A — +o0o on obtient :
M, = 2p+1Mp+1 = My = 2p_2+1Mp
D’aprés Q8) : =J=r
_ 2p—1 _ 2p—12p-3 1 _ (2p)! 1 _ (2p)!
Alors : M), = pTMp—l =TT My =5 sz Mo = 4150! VT
On adonc:|Vpe N, M, = (4,]13,'\/?
400 ) 5
Q37) Soit £ € R alors : Z(f)(&) = [ f(z)e ™ e dx
On développe e~ en série entiére et on a : .Z (f f flz mé e dx
+00 +o00 n¢EN L n
Finalement : |V¢ € R | = Z f(x Z) 5 dx

o, : R — C

Q38) On fixe £ € R et on pose Vn € N : . (_Z:!g)nf(x)eﬂzxn

e Alors les fonctions ¢,, sont continues par morceaux intégrables sur R ( vu que FE est stable par produit)

. _; 2 . .
e > ®, converge simplement sur R vers z — f(x)e %" qui est continue par morceaux sur R

. f\(ID )| dx = f‘ ) f(a)e e | do = [ [YE f(x)e ™ *|dx
R
Notons £ : z +— z™ alors : [ |®,(z)|dz =< £, |f] >

R
On utilise I'inégalité de Cauchy Schwarz et on en déduit : f |D,, ()] dx < |€‘ 11121

1)) = [ a*e " dz = M,
R

DOHCIICP ) dx < |If1| My = B |1/ /7
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!
On pose 3, = |5‘ Irdl 43")'

Bnt1| _ & (2nt2)! 4ar(n)! _ |¢]  /(2n+2)(2n+1) €]
Alors | == = 255/ mFGD @ — nid A(n+1) 3t D) \/_njooo
Donc, par D’Alembert, comme 0 < 1, Y f3,, est convergente et par comparaison » f |D,, ()| dz est conver-
gente.

+o00 +o00
e On peut donc utiliser le théoréme d’intégration terme a terme et en déduire: [ Y @, (x)dz = > [ @, (z)dx

R n=0 n=0R
+o0 +00 2 (_Amom
Conclusion : | .Z est développable en série entiére sur R et Z(§) = > [ [ f(x)e™™ %dw]é”
n=0 —
Q39) f € (vect(H,,n € N))* donc f € (R,[X])* car (Hy, ..., H,) est une base de R, [X]
+o00o
Comme z — 2" € R,[X] alors < f,z + 2" >= 0 et donc | [ a"f(x)e " dx =0

Q40) On utilise Q39) dans I'expression finale de Q38) et on obtient : | .#(f) = 0g

Q41) Comme Z est injective (admis par I’énoncé) et que .#(0g) = Og alors f = Op

Finalement : | (vect(H, , n € N))t = {0g} et donc (H,)nen est une famille totale de E.
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