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Q1) Le tirage de la lettre P ou de la lettre ) est une épreuve de Bernoulli de paramétre p si on
considére qu’obtenir C est un succés.
Dans cette question, on effectue une succession d’épreuves de Bernoulli, indépendantes, de méme para-
métre ¢ jusqu’a 'obtention d’un succes.

. o . Y(Q) =N*
Y suit donc une loi géométrique de parameétre ¢ et on a : .
VneN, P(Y =n)=p"q
+00 +o0o +o0o
Q2) Avec Ql) on a: Gy (t) = > P(Y =n)t" = > qp" 1" = (qt) > (pt)" !
n=1 n=1 n=1

On a une série géométrique de raison pt donc convergente si et seulement si |pt| < 1 < |t]| < 119
On en déduit Ry = % et Vt €] — Ry, Ry[, Gy(t) = qtl%pt
On note que p €]0,1[= Ry = % > 1

On a donc : Ry:%:>>1etVt€]—%,%[7 GY@):lg_;t

Q3) Avec l'expression de Q2), Gy est C*° sur son domaine et donc en particulier en t = 1.

1—
De plus Vi €] — Ry, Ry[, G'(t) = « (lp_t;;g(qt) - (1—3315)2 et G"(t) = _2(—17)(1—3»:)3 = (13%)3

Alors : G4 (1) = —(1_‘1p)2 =45 = é et G (1) = (12_”5)3 = % = %

Conclusion : |Gy est deux fois dérivable en 1 et G% (1) = % et Gy (1) = %

Q4) Comme Gy est dérivable (a gauche) deux fois en 1, on sait d’aprés le cours que :
B(Y) = Gy(1) = & et V(¥) = GH1) + G(1) — (G (D) = B + 1 — b = 2=l — 2 — g

T g ¢ g q q

On a donc : |E(Y) = % et V(V)=4

<

Q5) Y un(a)z™ =3 L(2£)™ est une série géométrique de raison £ convergente
si et seulement si |2| <1< |z| < |al

Donc : | un,(a)z™ est une série entiére de rayon de convergence |a|

Q6) Si z € C et |z| < |a| alors, par somme des termes d’une série géométrique de raison < 1 :
+o00 +00

> uafa)2 = 3 G = ety = ok

+o00
Bilan : |Si z € C vérifie |z| < |a| alors on a : Zoun(a)z" =L
n=




n n

1

Q7) vn = 3 ur(@)un1(b) = X e e = Lo

k=0

n n
dipbe 3 depke = b (00

On a la somme des termes d’une suite géométrique de raison 2 # 1 (car |a| < [b|) et donc :

k=0 k=0
_ 1 1_(3)n+1 _ 1 a_ antl_pntl
Un = Gpntt 1-% ~ abntla—b  antl
a

= o5 (o — 7o)

n
On a donc : |v, = Wh};(%)’“: ﬁ(b”%_
=0

1
an+1

Q8) On reprend Q7) et on a : v, =

1 1
a—bantl

(O

Mais [a| < [b] donc —($)™™ — 0 et donc v, ~ =7 =L+ (—1)

b n—4o00o

: ) 11
Bilan : jv, ~ ==y

n——+o00

1 n

Q9) e D’aprés Q8) : > v,2" a méme rayon de convergence que Y. ;2"
> un(a)z™ et a donc pour rayon de convergence |a| par Q5).

+o0
e De plus, pour z € C tel que |z| < |a| alors : > v,2" = ﬁ(
n=0

On utilise alors Q6) et :

+o00o
w1 ()1 (Gt
ngovnz - m(ﬂ - z7a> o E( (z—a)(z—b) >

+oo

n=0

1 b—a 1

~ b—a(z—a)(z=b) _ (z—a)(z—b)

+oo

n=0

c’est-a-dire que

S un(b)z" — > un(a)z">

e On a donc : | Y v,2" a pour rayon de convergence |a| et si |z| < |a| alors ) v,2"

—+00

n=0

_ 1
" (2—a)(z—b)

Q10) Comme A # 0 alors > v,2" et Y Av,2™ ont méme rayon de convergence.

On sait aussi que > Mv,,2" et > Av,2"*2 ont méme rayon de convergence.

On sait donc que Y Av,2""2 a pour rayon de convergence |al

+o00o
On a si ¢ réel tel que |t] < a| : f(t) = Y Av,t"t? = %
n=0

’ f est développable en série entiére en 0 et la série entiére qui lui est associée

a pour rayon de convergence R; = |a]

Q11) On remarque que : g(t) = f(t)7= avec f(t) qui est développable en série entiére en 0 de rayon

1

de convergence |a] et £ = ¢
—c t—c

R. = |c|

Par produit de Cauchy, g est DSE, de rayon de convergence R, > Min(lal,|c|) = |a|

Bilan : | g est développable en série entiére en 0 de rayon de convergence R, > |a|

qui est développable en série entiére en 0 de rayon de convergence




Q12) e On a clairement p; = 0 car on ne peut pas atteindre le niveau 2 en un seul coup!!!

e Ona: (Z=2)=(C;NCy) et comme C et Cy sont indépendantes alors :
p2 = P(Z =2) = P(Ch)P(Cy) = ¢*

eOna: (Z=3)= (P NCyNC5) et comme Py, Cy et C3 sont indépendantes alors :
ps = P(Z = 2) = P(P)P(C2)P(Cs) = pg®

e On adonc :|p; =0, py = ¢* et p3 = pg?

Q13) (P1,C}) est clairement un systéme complet d’événement donc P, N Cy = ()
On en déduit PN (CiNPy) =0et PLN(C;NCy) =10
De méme (P, Cy) est clairement un systéme complet d’événement et donc (C; N Py) N (C1NCy) =10

DeplusPlu(ClﬂPQ)U(ClﬂCg):P1U(C1Q(CQQP2)):P1UC'1:Q
——

Q

Donc : | (P, Cy N Py, C; N Cy) est un systéme complet d’événements.

Q14) On utilise la formule des probabilités totales sur le systéme complet d’événements de Q13) et
on obtient, pour n > 3 :
Mais, comme n > 3, on a P(Z = n|C; N Cy) = 0 puisque 'on est dans le cas Z = 2

De plus, P(Z = n|Cy N Py)) = P(Z = n — 2) puisque, si 'événement (C; N P») a lieu, on est a I’état
0 au bout de deux coups, et c’est comme si on recommencait a 0

De méme P(Z = n|P;) = P(Z,_1), puisque aprés le premier coup on est a I’état 0.
On a déja vu : P(P)) =p, P(Ci N Py) =pq et P(Cy N Cy) = ¢*

On reporte toutes les valeurs trouvées dans la formule obtenue par la formule des probabilités totales
etona: P(Z=n)=P(Z=n—-1p+P(Z=n—-2)pg+0

On donc : ’Vn >3, Pn = PPn-1 +pqpn—2‘

Q15) Soit t € [—1,1].
Alors avec Q14) : ¥n >3, ppt” = (pPu—1 + Pqa—2)t" < Put™ = pltpn_1t""" + pqt*pn_ot" >
Comme Rz > 1, on peut sommer de n = 3 & +o00 puisque les séries convergent et on obtient :
+oo +00 +o00o
ST pat™ = pt(>2 puit™ ) + pgt? (Y pn_ot™?) Par changement d’indice :

n 3 n—3 n=3

ngnt" = pt( 22 put™) + pat?( 21 put™) = Gz( ) — pat® — pit = pt(Gz(t) — pit) + pqt* (G (t))

mais comme p; = 0 et py = ¢* : Gz(t) — = ptGz(t) + ptGz(t) = (1 — pt — pqt*)Gz(t) = ¢*t*

On a bien : |Vt € [-1,1] , (1 — pt — pqt*)Gz(t) = ¢*t*




Q16) Q(-1)=14+p—pg=1+p(l—q)=1+p’
——

Onadonc:|Q(-1)=1+p*>0et Q(1)=¢*>>0

Q17) Q est de degré 2, A est son discriminant, a et b sont les racines de @) et —pq est le coefficient
dominant de Q).

On a donc : |Vt e R, Q(t) = —pq(t — a)(t — b)

Q18) e Q(—1) > 0 et tlim Q(t) = —oo, comme @ est continue, par généralisation du théoréme des
——00
valeurs intermédiaires, () admet une racine sur | — oo, —1]|

e De méme Q(1) > 0 et tlim Q(t) = +oo, comme @ est continue, par généralisation du théoréme des
——00

valeurs intermédiaires, () admet une racine sur |1, +o0]
e () est de degré 2 et admet exactement 2 racines, donc, avec les deux points précédents et le fait évident
que b<aonobtient: b< —-1<1<a

On en déduit donc |a| > 1 et |b] > 1

VAp o VA _p— |p|
Pq pq

Mais aussi : |a| =

e Bilan : |1 < |a| < [b]

Q19) e A l'aide de Q10) on a directement f est DSE, de rayon de convergence |al

Avec Q15) on a Vt € [—1,1] , f(t) = Gz(t), par identification avec le développement de Taylor et
I'unicité du DSEy on a f = Gz et donc | Ry = |a|

Q20) En poursuivant le raisonnement de Q19) : |Vt €] — |a|, |a|[, Gz(t) = %

Q21) |a| > 1 donc Gy est dérivable deux fois & gauche en ¢ = 1.
On sait donc d’apreés le cours, que Z admet une espérance et une variance.

On a de plus E(Z) = G'4(1)
b pat2)—t2(—p—
Or vt €] — lal Ja| [, Giy(t) = q? 202t it p2tra)
_ 22(1=p—pg)—(=p=2pg) _ 2 2—p _ 22—p _ l4q
Done E(Z) = q (1=p—pq)* T G T @ T

_ 1.1
= +q2

Q=

Bilan : | Z admet une espérance et une variance et £(Z) = ¢! + ¢ 2

Q22) D’aprés Q4), E(Y) = % =q et d’apres Q21), E(Z) =q~ ' + ¢~2 donc
E(Z)—(EY)+1)=q¢'+q¢>—(¢"'+1)= q%—lz 1;32 > 0 car ¢ €]0,1] donc 1 —¢* > 0

On en déduit : | E(Z) > E(Y) +1

Q23) Pour avoir 2 "C" consécutifs, il en en faut déja un, puis faire un coup de plus pour avoir le

deuxiéme. Donc I'inégalité de Q22) était




Q24) La derniére colonne de A est nulle, donc :

0 est valeur propre de A et

0

est un vecteur propre associé.

o O

1

Q25) xa(t) = det(A — tly) = det(tly — A) car on est en dimension 4. Il s’agit bien du polynéme
caractéristique de A.

p—t O p 0

g qg—t 0 O

XA<t> - 0 p —t 0
0 0 q —t

En développant par rapport a la quatriéme colonne :

p—t 0 p

xalt)=(=t)| ¢ q—t 0
0 p —t

On développe par rapport a la premiére ligne :

a0 = olp-o[T " O eafl 1

(=0)(p -

=1

On a donc :

]

—t 0 »p

t)(q —t)(—t) + pap)

(—t)[—t(pg — (p + @)t + t*) + pq]
th—(p+q)t° + pqt® — pPqt
~——

xa(t) =t — 3 + pgt* — p°qt

Q26) (B) < S=tAS+ L& S—tAS =L (I, —tA)S =1L

S est solution de (Er) si et seulement si ([ —tA)S =L

Q27) Pour t # 0 : ¢a(t) = det(ly — tA) = det(t(31s — A)) = t*det(11, — A) = t*x ()

On a done :

Pa(t) =t'xaly)

Q28) Avec Q25) : ¥a(t) = t'[5 — & + pgg — Pq3] = —p°qt® + pgt®> —t + 1

On a donc :

Vt € R, Pa(t) = —p’qt® +pgt* —t + 1

Q29) Avec Q28) : 14(0) = 1 donc, par continuité de 14, ¥4(t) # 0 au voisinage de 0, donc Iy — tA
est inversible pour ¢ au voisinage de 0 et donc (E;) posséde une unique solution S = (I, —tA)~'L

Pour t au voisinage de 0 : (F;) posséde une unique solution.

Q30) Par définition du produit matricielle : (I, — tA)S = SoU; + S1Us + SoUs + S3Uy et comme les
S; sont des réels et que S est solution de (F;) alors : ’L = U, Sy + UyS; + U Sy + UySs




Q31) On remplace L par Pexpression de Q30) dans :
det@(Ul, Ug, U37 L)
= detgg(Ul, UQ, Ug, UlS() + UQSl + UgSQ -+ U453)
= det@(Ul, UQ, U3, U4Sg)
= Sz dety(Uy,Us,Us, Uy) car le déterminant est linéaire par rapport a chaque colonne et que si on a

det([t:—tA)
deux colonnes proportionnelles le det est nul.

On a donc : d@tgg(Ul, UQ, Ug,L) = Sgdétgj(Ul, UQ, Ug, U4) = Sg’(pA(t)

1—pt 0 - 1

| —qt 1—¢q 0 O

Q32) dete%<U1,U27U3aL> - 0 _pt 1 0
0 0 —qt 0

On développe par rapport a la quatriéme colonne et on a aprés un déterminant d’une matrice triangu-
laire. Donc det 5(Uy, Uy, Us, L) = (—1)(—pg*t?) = pg*t?

On a l'expression de 14(t) avec Q28).

P __ detg(U,U2,Us,L) __ p*t3
De QS].) on dedult . 83 = @Z’A(t) — —qut3+pqt2—t+1

243
— __ pgtt
On a donc | S5 = B S|

Q33) A valeur propre de A
& det((A — MI;)T) = 0 la transposition ne change pas le déterminant
& det(AT — X)) =0

& |\ valeur propre de AT

Q34) A est valeur propre de AT soit X = un vecteur propre associé.

pr1+ gy = A1y
o+ pr3 = Ax
Alors ATX = \X & 17277 P% 2
pT1 = AT3
0= )\1’4
Comme A\ # 0 alors x4 = 0 (et donc, puisque X = 0 car vecteur propre, au moins un des autres x;
est non nul) et on a :

pr1+ qre = A1y
il existe trois complexes (non tous nuls) z1, x5 et z3 tels que : { gy + prs = A1y

PT1 = AT3




Q35) Comme X est non nul car ¢’est un vecteur propre alors M > 0.
On reprend les cas de 1’énoncé.

Cas 1: M = |x3]

M > 0 car X est un vecteur propre, donc x3 # 0 et la troisiéme ligne donne :

pxlz/\x3:>)\:%:>|)\|:p%§p<1car%SlpardéﬁnitiondeM
On a donc [N < 1

Cas 2 : M = |xq| avec M > |z3]
La deuxiéme ligne donne puisque x5 # 0 :
qT2 + pr3 = Avy = A =q + 22
T3

Par inégalité triangulaire : |A\| < g+ p
T2

<gqg+p=1

<1

On a donc [N <1

Cas 3 : M = |x;| avec M > |z3] et M > |4
La premiére ligne donne, puisque x; # 0 :
pr1 + qre :)\ﬂfl :>)\:p—|—q§—f

T
Par inégalité triangulaire : [\ < p+ ¢ '—2
T

<p+qg=1

<1
On a donc [N < 1

On a |A\| < 1 dans tous les cas possible donc : ||A] < 1

Q36) A est une matrice de My (R) donc A posséde 4 valeurs propres (sans compter 'ordre de multi-

plicité).
On sait par 24) que 0 est valeur propre de A.

Notons A1, Ao et A3 les 3 autres que 'on classe par leur module, quitte a changer I'ordre, pour avoir :

M| < | Aa] < A

Comme 0 est valeur propre simple de y4 alors 0 est valeur propre simple donc [A;| > 0 et [A3] < 1 par

Q35) donc finalement : |0 < || < [Ag| < |X3] < 1

De plus, comme x4 est de degré 4, unitaire et que ’on connait ces racines alors :

xa(t) =t — M)t — Xa)(t — A3)

Q37) Ya(t) = t*xa(7) et on utilise Q36) :
Pat) = 155 = M)(F = A)(§ = As) = (1= Mt)(1 = Aat) (1 — Ast)

1

On a donc la forme voulue avec : |c =+, b= et a = & et u= —A\Aao)3

A2 A3




QQ38) 11 faut faire attention a rester a 'état 1, si on a un C et on a :
P C

e

P

Q39) Comme on est a ’état 0 initialement alors : ’P0,0 =1let po1 =po2=0po3=0

Q40) Par la formule des probabilités totale sur le systéme complet d’événements
(En—l,Oa En—l,la EYn_LQ7 En—1,3) ona:Vke [[0, 3]] 5
P(En,k)
= P(Eni|En-10)P(Epn—10)+P(Epi|En11)P(En-11)+P(Eni|En12)P(En—12)+P(Enk|En-13)P(En_13)

Le schéma permet d’obtenir les probabilités conditionnelles :
P(Eno|En-10) = p, P(EnolEn-1,1) =0, P(Eno|En_12) =p et P(E,o|En_13) =0

En reportant ci-dessus on a : P(E, ) = pP(E,_10) + pP(E,_12) donc ’Pn,o = PPn—1,0 + DPn—12

Les autres relations s’obtiennent exactement de la méme maniére.

Q41) On reprend la premiére relation et on la multiplie par " et on somme de n =1 & +o0
Pour ¢ € [—1, 1] on est sir que les séries convergent car on a des séries entiéres de rayons de convergences
> 1 puisque ce sont des séries génératrices.

+00 “+oo too
Alors : Y ppot” = > pPn—10t" + D PPn—12t"
n=1

Donc So(t) — poo = ptSo(t) + ptSa(t) et donc | So(t) = tpSo(t) + tpSa(t) + 1

Les autres relations s’obtiennent exactement de la méme maniére.

Q42) Le systéme de Q41) s’écrit : (I4 — tA)S(t) = L donc | S(t) est solution de (E})

243

Q43) On a GT = 53 et d’aprés Q37), Vi E] + RT, RT[ y Sg(t) = m

243

On a donc | Ry > 1 et Vt €|+ Ry, Rr[, Gr(t) = 1

—p2qt3+pgt?—t+1

Q44) Ry > 1, donc, en tant que série entiére G est dérivable deux fois a gauche en t = 1 et d’aprés
le cours on en déduit que : ’T admet une espérance et une variance.

Q45) On a E(T) = G4(1). Aprés caleuls : | E(T) = Ltg—q®

7?(1—q)




Q46) On commence par dessiner le schéma correspondant au mot CCPPC :

P C

T C NP

C

P
pp 00 pO
g 00 g 00
. . . 10 ¢ ¢ 000
Ensuite on pose la matrice correspondant : A = 00p o000
000 p00O0
00000

et on fait comme avant en un peu plus compliqué ...



