PSI* 2024-2025

Chapitre 19,20,21 : Variables aléatoires
Exemples d’exercices corrigés

Enoncé, Exercice v.a.l

Une variable aléatoire X suit une loi de probabilité donnée par le tableau de probabilité suivant :

k 1] 2

[ )

avec p € R
P(X) =k p | p? P

Déterminer la valeur de p et calculer ’espérance de X.

Correction

(X =0,X =1,X =2) est le systéme complet d’événements associé a la variable aléatoire X.
Donc P(X:O)HE( = 1)+P(1+2_ 2)1_ 1e jrlp+p =le-324p+p>’=0
A=1+3=4=2° doncp=—*=5o0oup=— :7
Mais p =P(X =1) donc p € [0;1] et la valeur _7 est & exclure.

On a donc p:%

EX)=0P(X=0)+1P(X =1)+2P(X =2)=p+2p> =1 +21 =1onadonc|EX)=1

Enoncé, Exercice v.a.2

Un joueur lance deux dé & six faces équilibrés. Les lancers des deux dés sont indépendants.
Sur le premier dé les faces sont numérotées de 1 & 6. Sur le deuxiéme, il y a trois faces 1 et trois faces -1.
On considére application X qui associe la somme des deux dés.
a) Déterminer X ().
b) Déterminer la loi de X
c¢) Déterminer F(X)

Correction

a) On a directement : ’X(Q) = [0;7] ‘

b) On a le tableau suivant qui résumé Iexpérience :

De1l
Dé 2 112134156
-1 01112(3]|4|5
1 2134|567




Comme les dés sont équilibrées et les lancers indépendants, chaque couple (d1,d2) est équiprobable

avec une probabilité de %% = 1—12

En "comptant" les cases du tableau on obtient :

0 1 1213|1456 7
— T T T T T T I 1 T
PX)=kFk | 5 |5 l5l6l6l6l15l1s
7
On adonclaloide X et |[E(X) = >, k:IP)(X:k):%
E=0

Remarque : méme moyenne que le dé a six faces seul (logique puisque Pon rajoute 0 en moyenne).

Enoncé, Exercice v.a.3

On lance une piéce avec la probabilité p €]0; 1[ d’obtenir face.
On lance cette piéce jusqu’a obtenir deux piles et on note X la variable aléatoire correspondant au rang
du lancer du deuxiéme pile.
Déterminer la loi, la fonction génératrice, ’espérance et la variance de X.

Correction

On peut remarquer que X (2) = [2; +o00] puisqu’il faut au moins deux lancers pour obtenir Pile.

On note F; I’événement obtenir Face au i-iéme lancer.

n—1 n-—1 o o
Onaalors (X =n)= U ((N Fi) NFj)NF,)
=1 i=1
T
On traduit le fait que le premier Pile est en j-iéme position (n-1 possibilités), le deuxiéme en n-iéme
position, les autres lancers étant des Faces.

Comme le premier Pile ne peut-étre qu’a une seule position, on a par incompatibilité des événements

<<’ﬁjm> AF)NFy  B(X =n) = Eil@«(ﬁ F)NE)nEy)
oy = oy

et par indépendance des lancers :

POC= 1) = 5 (1= P2 = (0= D1 - )

La loi de X est donc donné par :

X() = [2 +oc]
Vn € X(Q) P(X = n) = (TL — 1)(1 _p)2pn—2




La fonction génératrice de X vaut donc :

x(t) = +§ZP<X — n)tn = im S 11— ) = (1 )2 im 1) (pt)n?

o0
On sait, d’aprés le cours, que : Vo €] — 1;1] 4 = "™ On peut dériver terme & terme une série
, d’ap . q 1 = D
n=0

entiére sur son intervalle ouverte de convergence, on a donc : Va €] — 1;1] ﬁ =Y na" !

“+o0o
Par un changement d’indice on a : Vz €] — 1;1] ﬁ =Y (n—1)z"2
n=2
On va poser x = pt. |pt| <1 & |t] < 1
Donc gx est de rayon de convergence Lot vp el -2 %[ , 9x(t)=(1— p)QtQﬁ

Comme % > 1 et qu’une série entiére est C? sur son intervalle ouvert de convergence alors gx est C?
en z =1 et donc, d’apres le cours : E(X) = G (1) et V(X) = G%(1) + G4 (1) — (G'x(1))?

gx(t) = (1 - )22t(1 o +(1—p)2t2(12£t)
et g () = (1= p)* 2 + (1= p) 2y + (1= p) "2y + (1= )t e

Doncg&(1)=2(1— )Qﬁ+(1—p)2(137§)3—2+2—1°—— E(X)
et gl),((l) = (1 —p)2 (1_ )2 +(1— )22(13‘2)3 +(1 —p) (1_p +(1 - ) 6 —p)3

_ 2= 4p+2p +4p 4p +4p 4p +6p _ 2+10p—6p?
(1-p)? (1-p)?

24+10p—6 2 2 \2 _ 2+10p—6p>+2—2p—4 _ —6p>+8p _ 2p(4—3p)
Alors V(X) = 1 pp) 2 T-p (17—20) - s (1}:19)2 == (1p—p)2p - ?1—1))5

X(9) = [2:+o0]
VneX(Q) P(X =n)=(n—1)(1—p)>p"2
[ et vaut gx(t) = (1 — p)*t?

Bilan : La loi de X est donc donné par : {

La fonction génératrice est définie sur | —

On a B(X) = 12, et V(X) = 23

1.1 1
p'p (1—pt)2

Enoncé, Exercice v.a.4

On lancer deux fois de suite un dé équilibré a n > 1 faces et on appelle X la variable aléatoire corres-
pondant au maximum des deux lancers.
a) Déterminer la loi de probabilité de X.
b) Déterminer E(X)

Indication : On donne Y. k? = %
k=1




Correction

a) On a de maniére directe X (Q2) = [1;n]
On peut modéliser 1'univers sous la forme Q = [1;n]?, c’est-a-dire que si (a,b) € Q alors a est le

résultat du premier lancer et b celui du deuxiéme.
Le dé étant équilibré, chaque événement élémentaire de ) & la méme probabilité : % X % = 7712

On écrit, pour k € X(Q) : (X =k) ={(k,k)} U(koll({(z,k)} U{(k,4)}))

On a donc P(X = k) = 1+2(k—1) _ 2k—1

n? n?

La loi de X est donc donnée par :

X(Q) = [1;1]
Vk e X(Q) P(X =k) = 21

b) On a E(X) = kgijl KP(X = k) = ék”jﬂl = L (2( S k) — (3 )

i(2n(n+1)(2n+1) . n(n+1)) _ n(n+1)(2n+1 . l) _ n(n+1) 4n4+2-3 _ n(n+l)(4n—-1)
n? 6 2 - n? 3 2/ 7 n? 6 - 6n2

BE(X) =

On a donc | E(X) = %

Par exemple pour n = 6, E(X) = &% = 2= ~ 4.472

Enoncé, Exercice v.a.5

Cette année les rugbyman de Psikopat ont une défense pas au top et prennent en moyenne 2,5 buts

essai match avec une variance de 1,1.
Majorer la probabilité que le prochain match ne se termine pas avec deux ou trois essais!!!

Correction

Soit X la variable aléatoire donnant le nombre d’ssais encaissés. On cherche ici la probabilité que
X <louX >4etonsait que E(X)=25et V(X)=1,1.
Cela revient donc a dire que | X — E(X)| > 1,5
On applique I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev pour obtenir P(|X — E(X)| > 1,5) < 052 = (52 — 15

La probabilité que le match ne se termine pas par deux ou trois essais est inférieure & % ~ 0,49.




Enoncé, Exercice v.a.6

On suppose que X suit une loi uniforme sur [a;b] avec (a,b) € N? tels que : 0 < a < b

a) Rappeler la loi de X.
b) Déterminer E(X) et V(X)

Correction

2 {X(Q) = [a..b]

Vk € [a.b] , P(X = k) = ;==

b) Posons Y = X — a + 1, pour avoir Y qui suit une loi uniforme sur [1;n] avecn =b—a +1

_ n+l
- 2

S|=

Alors E(Y) = Y kP(Y =k) = > k% _ n(";rl)
k=1

E(Y2) — Z kQ]P)(Y — ]C) — %(kzl k2) — %n(n+1)6(2n+1) _ (n-‘rl)éQTH—l)

V(Y) = B(Y?) - B(Y)? = @Gt _ (nd1)2 _ ntd (9(9p 4 1) — 3(n + 1)) = (2=DtD)
Par linéarité de 'espérance :
EX)=EY +a-1)=E(Y)+a-1="2 +q—1="10fH 4 g1 = bootZia=s _ bta

On sait aussi d’aprés le cours que V(X)) =V(Y +a—1) =V (Y)

Donc | E(X) = &2 et V(X) = (=alboat2)




Enoncé, Exercice v.a.7

On suppose que X suit une loi binomiale de paramétre (p,n) avec p €]0;1[ et n € N*
a) Rappeler la loi de X.
b) Déterminer E(X) et V(X)
¢) Sin =1 comment nomme-t-on aussi cette loi?
d) Déterminer la fonction génératrice de X

Correction

a)

{X(Q) = [0..n]
Vk € [0.n] p(X =k)= (})p*Q—p)"*

b) On pose g =1—1p

n n! _ n(n—1)! n—1
k(y) = ket—mr = Gy ((( ))(k 1)) =n(;"1)
On a donc la formule (du président) ) = ( )
Alors E(X) = > kP(X =k) = kz k(3)pFgnF = kz n(y” 1)pkq” F=np Z (o ) k=1 gn=1)=(k=1)
=0 =1
Changement d’indice : ¥ =k —1etona: E(X)==np Z (" ) pk g(n—1-K
Par la formule du binéme : E(X) = np(p +¢)" ' = np
EX(X -1)) = Z k(k — DP(X = k) = kz;ok(k — D)t = ,;1 n(k = 1)(7)pke" " =
n(n —1)p? Z( )P q(n 2)—(k—-2)
Avec la formule du binéme : B(X (X — 1)) = n(n — 1)p?
et donc E(X?) — E(X) =n(n—1)p* = E(X?) =n(n—1)p*> +np

V(X)=E(X?) — (B(X))X =n(n—1)p* + np — (np)? = n?p? — np? + np — n’p® = np(1 — p)

On a donc ’E(X) =npet V(X)=np(l—p)= nPQ‘

¢) Sin =1 on a une loi de Bernoulli.

d) Par définition la fonction génératrice de X est donnée par Gx (t) = Y. P(X = k)tF = > (7)[pFq" Mtk =
k=1 k=1
2 ) (pt)*q"~* = (q+pt)"

La fonction génératrice de X est donc ’GX (t) = (q + pt)™, son rayon de convergence vaut +oo. ‘

Remarque : on peut retrouver I'espérance et la variance avec les formules :
E(X) = G'x(1) et V(X) = G%(1) + G (1) — (G (1))



Enoncé, Exercice v.a.8

On suppose que X suit une loi géométrique de parameétre p avec p €]0; 1]
a) Rappeler la loi de X.
b) Déterminer E(X) et V(X)
c¢) Déterminer la fonction génératrice de X

Correction

| [x@=n
VI VE e N p(X = k) = (1—p)1p

b) On utilise la série entiére géométrique que 'on peut dériver (deux fois), terme & terme, sur son

+oo +o0
intervalle ouvert de convergence. On obtient : V €] — 1;1[ £ = Y 2" puis ﬁ = Y na"! et enfin
=0 =1
) too , n n
= = 2 n—1a"”
n=1
+oo +00
Ona E(X) = Y. nP(X =n) = > n(l —p)"p, donc, avec la formule, ci-dessus, appliquée en
n=1 n=1
r=1-pe€]—1;1[, X est d’espérance finie et F(X) :pm = %
De méme :
E(X(X -1))
+o00
= > n(n—1)PX =n)
n=1
w n—1 = n—2 2 2(1—p)
= 2 =D =p)"p=p(1=p) 2 n(n=1)(1=p)"" =p(l = P)=ip = "
n= n=
Alors B(X?) - B(X) = 202 o p(x?) = 222 4 L
— 2y _ 2 _2-2p 1 1 _ 2=2p4p—1 _ 1—p
V(X) = B(X?) ~ B(X)? = 5 4 1 - b — 22l 1o
X admet donc une variance et | E(X) = % et V(X) = 1});27’
c¢) Par définition la fonction génératrice de X est donnée par :
Gx(t)= Y PX=n)t" =Y (1-p)" Ipt"=pt > (1 —p)t)" 1 = 17(71’7]0))5 pour ¢ 6}_71, %[ a laide des
n=1 n=1 n=1

séries géométriques.

La fonction génératrice de X est donc |Gx(t) = ﬁ, son rayon de convergence vaut Il) > 1.

Remarque : on peut retrouver l'espérance et la variance avec les formules :

E(X) = Gx(1) et V(X) = G%(1) + G (1) = (Gx (1))




Enoncé, Exercice v.a.9

On suppose que X suit une loi de Poisson de paramétre A avec A > 0
a) Rappeler la loi de X.
b) Déterminer E(X) et V(X)
c¢) Déterminer la fonction génératrice de X

Correction
X(Q)=N
a) ANk
VkeN P(X = k) =e
too n +oo n—1
b) E(X)= > nP(X =n)= Z ne- % =Y h on pose k = n— 1 et on reconnait le DS Ey
n=0 n=1
de 'exponentielle
+o0o
X est d’espérance finie et F(X) = \e ™ kz ()‘—; = e exp(N) = A
=0
+o0o +oo "
EX(X-1)=Y nr-1D)PX =n)= 3 n(n—1)e 2 = A2\ Z o=z on pose k =n—2, on
n=0 n=2

reconnait le DSEy de 'exponentielle et on en déduit que X admet une variance et que : E(X(X — 1)) =
Mo BXYH) =M+

VIX)=E(X?) -EX)?2=X+A-()\)?=)

On a done| E(X) = A V(X) =)

¢) Par définition la fonction génératrice de X est donnée par :

+oo +o00 n
Gx(t) = Z P(X =n)t" = Z e—)\ A" = 3 e—)\(/\t') — e M — A1)
n=1

n:

pour t € R a l'aide du DSEO de exp.

A(t—1)

La fonction génératrice de X est donc |Gx(t) =e , son rayon de convergence vaut +o00.

Remarque : on peut retrouver 'espérance et la variance avec les formules :

BE(X) = Gx(1) et V(X) = GX (1) + G (1) — (G (1))?




Enoncé, Exercice v.a.10

Manu joue au jeu suivant : il choisit un nombre entier m entre 1 et 6, puis il lance un dé a six faces
équilibré jusqu’a obtenir un nombre différent de m. On suppose que les lances sont indépendants.

Si il n’obtient aucun m il perd un brouzouf, si il obtient k m consécutifs, il gagne k brouzouf.
On note Y le nombre de brouzouf gagné par Manu et X le nombre de m obtenus.

1°) Déterminer la loi de X + 1 et en déduire la loi de X.

2°) Calculer 'espérance de Y.

3°) a) Ecrire un programme Python simulant ’expérience et renvoyant la valeur de Y.

3°) b) Ecrire un programme, d’argument n, renvoyant la valeur moyenne de Y sur n expériences.

Correction

1°) X +1 est le rang d’apparition du premier lancer différent du nombre choisi. Chaque lancer peut-étre
vu comme une épreuve de Bernoulli de paramétre p = % (obtenir le nombre choisit est un échec et on

continue les lancers).

On reconnait que X + 1 suit une loi géométrique de paramétre p = % (on pose ¢ =1 —p)

On en déduit la loi de X qui est donnée par :

X(Q) =N

2°) Si on traduit '"énoncé on a que si X =0 alors Y = —1,si X >0 alors Y = X

+oo
Onaalors E(Y)=—-1xP(Y =-1)+ > kP(Y =k)
k=1

+0o0 +o0 400
EY)=-1xP(X=0)+ Y kP(X =k)=—q+ Y kqp = —q+pg > kp*~*
k=1 k=1 k=1
+o00
On sait d’apres le cours que : Vo €] — 1;1[, = = 3 aF
k=0
On peut dériver terme a terme une série entiére sur son intervalle ouvert de convergence et on déduit
+oo
de légalité ci-dessus que : Vo €] — 1;1] ﬁ = kzl kak—1
On utilise ce résultat pour z =p €] —1;1[ et on a :

E(Y)=—q+pagp =—a+pip=—q+"%
5 5

Commep:%alorsqzl—p:gdoncE(Y):—g—i—

alufor =
Il
I
(e [S3
+
U=
|
w
S



On a donc | E(Y) = 32

+o00o
Autre méthode : E(Y)=—-1xP(X =0)+ > kP(X =k)=—-P(X =0)+ E(X)
k=1
E(Y):—P(X:0)+E(X+1—1):—P(XzO)—i—E(X—i—l)—lz—q+%—1:—q+lp%p=—q+%
et on finit pareil ...

3°) a) et 3°) b)

import random as rd
def exp(Q:
n=0
nb_choisi=rd.randint(1,6)
while rd.randint(1,6)==nb_choisi:
n=n+1
if n==0:
return -1
return n

def MOYn(n):
S=0
for i in range(n):
S=S+exp()
return S/n

Enoncé, Exercice v.a.l1

Considérons un couple de variables aléatoires (X,Y) qui suit une loi uniforme sur

{(0;1); (0; =1); (1;0); (=1; 0) }.
a) Calculer la covariance de (X,Y)

b) X et Y sont-elles des variables aléatoires indépendantes 7

Correction

a) On fait un tableau résumant la loi du couple (X,Y’) grace au données de I’énoncé.
Comme il y a quatre valeurs possibles pour (X,Y) et que la loi est uniforme, on a des probabilités de %

Y\X[-1]0]1
T

ML
z?z

1 020

On déduit de ce tableau que X () =Y () = {-1;0;1}

10



En appliquant la formule des probabilités sur le systéme complet d’événements
(Y =-1Y=0,Y =1)= (Y = y)yey (o) on obtient : Vo € X(Q)

PX=2z)=PX=1NY=-1)+PX=1NY=0+PX=1NnY =1)

ce qui revient a sommer les lignes du tableau ...

De méme, sur les colonnes pour Y, on a alors le tableau suivant :

Y\X[-1]0][1
1 Jo|z]o0]7
1 1 1
0 13]0]3]3
1 [0 ]3]0]¢

T 111

4 2 4

La loi de X est alors donnée par : X (Q2) = {—1;0;1} et le tableau suivant :

keX(Q) [1]0[1
P=H 11}

On remarque que Y suit la méme loi que X.
Onaalors: B(X)=E(Y)=-1x140x3+1x1=0

On remarque que dans tous les cas XY =0, donc E(XY) =0

Comme, par la formule du cours cov(X,Y) = E(XY)— E(X)E(Y) alors on en déduit ’ cov(X,Y) = 0‘

b)Ona P(X =0NY =0)=0et P(X=0)P(Y =0)=1x1=1
Donc P(X =0NY =0) =0# P(X =0)P(Y = 0) et donc | X et Y ne sont pas indépendantes‘ (bien
que cov(X,Y) =0)

Enoncé, Exercice v.a.12

Une urne contient trois boules numérotées de 1 & 3. On en tire deux et 'on note X le premier numéro
tiré, Y le second.
a) Déterminer la loi conjointe et les lois marginales dans le cas d’un tirage avec remise.
b) Déterminer la loi conjointe et les lois marginales dans le cas d’un tirage sans remise.
¢) Que peut-on en conclure ?

Correction

a) On remarque déja que X () =Y (Q) = {1;2;3}
Comme tout les tirages sont supposés équiprobables (du moins c’est ce que laisse entendre 1’énoncé) et
comme il y a neuf tirages possibles alors on obtient le tableau suivant (mémes arguments que l'exercice
précédent) :

11



W N =

WO OOl =

WO —=ROI—RolH DD

wWl—ol—ol—olH o
o] =l =l H

La loi du couple est donnée par :
X xY(Q)=[1;3]7et V(i,j) e X(Q xY(Q) P(X=inY =5)=P(X=4,Y =j) =

X et Y suivent une loi uniforme sur [1; 3]

b) Cette fois les événements (X =iNY =) sont impossibles donc de probabilité nulle.
Il est directe de voir que X suit une loi uniforme sur [1; 3]
Pour calculer P(X =i¢NY = j) (pour ¢« # j) on remarque que Y|x—; (Y sachant X = 4) suit une loi
uniforme sur [1; 3]\ {:}
On a donc pour i # j : 4 4
P(Y =j|X =i) = § = P55 done P(X =inY = j) = $P(X =) =
On en déduit le tableau :

NI
W=
o=

Y\X[1]2]3
T [ 1T 1T
L0 le gy
NS ANAE SE
3 151519103
I T 1T [ 1
31313

Le tableau ci-dessus permet d’avoir la loi du couple et les lois conjointes.

La loi du couple est donnée par :
X(Q) xY(Q) =[1;3]% et V(i,5) € X(2) x Y(Q)
P(X=inY =j)=P(X=iY =j)={0% 7
Osit=

X et Y suivent une loi uniforme sur [1; 3]

¢) On a donc deux exemples ou X et Y ont les mémes lois conjointes, mais ou les lois du couple sont
différentes.

Les lois conjointes ne permettent donc pas de déterminer la loi du couple.

Remarques : ce n’était pas demandé ici, mais on peut remarquer que dans le cas a) les variables
aléatoires X et Y sont indépendantes, alors que dans le b) elles ne le sont pas.
On a aussi, dans le cas du a) : cov(X,Y) =0 et dans le cas du b) : cov(X,Y) =4 —22 ==L 40

12



Enoncé, Exercice v.a.13

Une usine fabrique des piéces dont une proportion inconnue p est défectueuse, et on souhaite trouver
une valeur approchée de p. On effectue un prélévement de n piéces. On suppose que le prélévement se fait
sur une population trés grande, et donc qu’il peut s’apparenter & une suite de n tirages indépendants avec
remise. On note X, la variable aléatoire égale au nombre de piéces défectueuses et on souhaite quantifier
le fait que % approche p.

a) Quelle est la loi de X, 7 Sa moyenne ? Sa variance ?

b) Démontrer que, pour tout € > 0, P(‘% — p‘ >e€) < ﬁ

¢) En déduire une condition sur n pour que % soit une valeur approchée de p & 1072 prés avec une
probabilité supérieure ou égale a 95%.

Correction

a) Le prélévement des n piéces correspond & n épreuves de Bernoulli successives (défectueuse =succes)
dont on compte le nombres de succés.
On en déduit que X,, suit une loi binomiale de paramétres (n,p)
D’apreés le cours E(X,) = np et V(X,) = np(1 —p)

b) On considére S, = );", alors d’apreés le a) :

E(S,) = % = "2 — p (par linéarité de Iespérance)
V(Sy) = 7712 (Xn) = @ (par propriété de la variance)

c¢) Soit € > 0, on applique l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev a Sy, :

P(|S, — E(Sn) 2 ) < Y54 & P(| 52 —p| 2 ) < 2052

TL62

On a pas tout a fait ce qu’il faut, étudions la fonction a(p) = p(1 — p) sur [0; 1]
a est dérivable et ’(p) =1—p—p=1—-2p

P 0 1

NP IR

On en déduit le tableau de variations suivant :

]
o

On en déduit que 0 < a(p) =p(1 —p) <

W=

Reporté dans I'inégalité ci-dessus : P(‘% — p‘ >e€) < 1

¢) Notons A Iévénement : % est une valeur approchée de p 4 1072 prés.
Alors A = ‘% —p’ <1072

On vient de voir que P(A) < ﬁ avec € = 1072

etonveutP(A)2%@1—P(A)2%@P(Z)§%

Donc si ﬁ < % on est dans les conditions voulues.

On a donc 100 < 20ne2 < n > 50000

Bilan : pour que 22 soit une valeur approchée de p & 1072 prés avec une probabilité supérieure ou

égale a 95% il faut que n > 50000
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Enoncé, Exercice v.a.14

Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires de loi conjointe donnée par
V(i,j) € [1;m]? P(X =iNY =j) = \ij avec A € R.
a) Déterminer la valeur de A
b) Déterminer les lois marginales de X et de Y. Calculer leurs espérances.
c¢) Les variables X et Y sont-elles des variables aléatoires indépendantes ?
d) Donner la valeur de cov(X,Y) et en déduire E(XY).

Correction

a) (X =iNY = j) e[1;n)? est un systéme complet d’événements donc :
n

S PX=inY=j)=1
j=1

M=

1

@i

=1y

-
Il

.

n

Xij =16 ME () =16 ML) =16 A= mris
i=1  j=1 i=1

WM:

b) Par la formule des probablhtes totales sur le systéme complet d’événements (Y = j)e[[l;7n]] on a,

pouri € [1;n] , P(X =1i) = ZP(X:iﬂY:j)

Donc P(X =1i) = Z Nij = /\z(z j) = nQ(nH)Qz”(”QH) = n(jjrl)

La loi de X est donc donnée par X (Q) = [1;n] et Vi € [1;n] P(X =i) = 2

Par symétrie Y suit la méme loi.

¢) On remarque que :
V(i,7) e X(Q) xY(Q) P X=iNnY=j)=P(X=4,Y=j)=P(X=9)PY =j)
donc X et Y sont indépendantes.

d) Comme X et Y sont indépendantes on sait d’aprés le cours que cov(X,Y) =0
On a alors cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) =0donc E(XY)=E(X)E(Y)

n

BX) = ;ip( i) = 21 n( n+1 - n(n2+1) n(nH)G(%H) - 2n3+1

n 2n+1)?
On a donc, comme E(X) = E(Y) : E(XY) = (24)? = ( = )
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Enoncé, Exercice v.a.15

On considére une urne contenant 4 boules numérotées de 1 & 4. On tire une boule, on note X son
numéro et on remet la boule dans 'urne. Ensuite on retire toutes les boules dont le numéro est strictement
plus grand que X. On tire alors une nouvelle boule dont le numéro est noté Y. Déterminer la loi conjointe
et les lois marginales de (X,Y).

Correction

On remarque facilement que X suit une loi uniforme sur [1;4]
Donc X(Q) = [1;4] et Vi € X(Q) P(X =14) =1

On peut maintenant voir que Y (Q2) = [1;4] (si X = 4 on n’enléve pas de boules)

Si on tire la boule i en premier X = i alors, il reste les boules de 1 & i, on en déduit que Y|x—; suit
une loi uniforme sur [1;7]

Donc Vj € [L;i] , P(Y =j|X =i)=1
Donc%:%éP(X:iﬁY:j):%P(X:i):%
Sij>ialors P(X=iNY =j)=0.

On peut résumer ceci dans le tableau suivant :

Y\X[1][2]3]4
1 L 0 W I

4 % 112 116
TR
3 010] 5 16
4 Jojolo|&

On a donc la loi conjointe du couple.

En sommant sur les lignes (formule des probabilités totales sur le s.c.e. associé & X), on obtient la loi
de Y que I'on résumé dans le tableau ci-dessous. On a déja dit que X suivait une loi uniforme sur [1;4]

z 1234
POV =k | R |55l
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Enoncé, Exercice v.a.16

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois de Poisson de parameétre respectif
Aet .
Démontrer que Z = X + Y, suit une loi de Poisson de paramétre A + p.

Correction

D’aprés le cours la fonction génératrice de X est gx () = eMt—1)
D’aprés le cours la fonction génératrice de Y est gy (t) = et(t=1)

Comme X et Y sont indépendantes alors la fonction génératrice de X 4+ Y est
gx+y (t) = gx()gy (t) = XDenlt=1 = ¢QM+m=1) et comme une loi est caractérisée par sa fonction
génératrice alors on reconnait que X + Y suit une loi de Poisson de paramétre A +
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