PST* 2024-202

Chapitre 22 : Calcul différentiel

Dans ce chapitre p désignera un entier non nul (en pratique p = 2 ou p = 3).

P

On notera B = (e, ..., €,) la base canonique de RP?, et on décomposera les vecteurs de R? sous la forme : x = > x;e;
i=1

On notera <, > le produit scalaire dans la base canonique, et on notera ||.|| la norme de R? associée au produit

scalaire canonique.
Si p = 2, on notera plutot (x,y) les coordonnées dans B, si p = 3, on notera plutot (z,y, z) les coordonnées dans B.

1 Fonctions de R? dans R"

1.1 Fonctions coordonnées

Dans ce chapitre on va étudier des fonctions f : @ — R™ avec 2 un ouvert de R?P et n € N*.

On peut écrite Vi € U, f(z) = (f1(2), fo(@), . .. fa(2))
Remarque. Le cas ou p = 1, une seule variable au départ a déja été vu.

Définition. Les application (f;)ic[1;n] sont appelées applications coordonnées de f

1.2 Rappel sur la continuité
Rappel : f est continueen ¢ € U siet seulementsiVe >0, In >0, Ve € Q, ||z —a|| <n = ||f(z) — fa)|], <€

Remarque. ||.||; est une norme quelconque sur R™ et on pourrait prendre une norme quelconque sur R? puisque
en dimension finie les normes sont équivalentes.

Rappel : f est continue en a € Q) si et seulement si Vi € [1;n] , f; est continue en a

Remarque. Tout se passe bien coordonnée par coordonnée a l’arrivée, au départ c’est un autre probléme.
C’est pour cela que par la suite on considérera le cas n = 1.
On étudie donc désormais une fonction de Q un ouvert de RP dans R (qui peut étre remplacé par K ou C)

1.3 Applications partielles
1.3.1 Définition

Définition. Soit a = (a1,...,a,) € Q.

Pour i € [1;p] on peut alors poser : fo; 1t f(a1,...,ai—1,t,ai11,...,ap) qui est définie, au moins au voisinage
de a;

Les fonctions fq; sont alors des fonctions d’une partie de R ¢ valeurs dans R, fonctions que l'on sait bien étudiée.
Les applications ainsi définies sont appelées applications partielles de f au point a.

Remarques. Comme leurs noms l’indiquent, les applications partielles ne donnent que des renseignements partiels
sur f. Il y en a p en un point a.

1.3.2 Exemple

f : R — R
2
(,y) =iz si(@y) #(0,0)
0 si (z,y) = (0,0)
Donner les applications partielles en (0, 0),



1.4 Interprétation des fonctions de R?> dans R
2 Dérivées partielles d’ordre 1

2.1 Dérivée en un point selon un vecteur
2.1.1 Définition

Définition. Soit a € Q et V un vecteur non nul de RP.
Alors, on dit que f admet une dérivée partielle en a selon le vecteur V
st et seulement la limite lim w
t2d
Si elle existe, cette limite est notée Dy f(a) , c¢’est la dérivée selon V de f en a.

existe dans R.

2.1.2 Interprétation

2.2 Dérivées partielles d’ordre 1

Définition. Soit a € Q et i € [1;p]

Alors, si f admet une dérivée partielle selon le vecteur e; on note cette dérivée : De; f(a) = aa—lfl(a) =0;f(a)

Remarques. B = (eq,...,¢e,) est la base canonique de RP.
af _ i flar,saiotaiga,.ap)—f(an,.50i-1,0i,0i41,..,0p)
oz, (a) - tlggi t—a;

2.2.1 Notations

i F = R2 — R3 .0 i Lo i 9 9 i )
Si E=R*ou E =R” on note : 3 au lieu de ey 0 By AU lieu de 5e; 0 92 AU lieu de e

2.2.2 Exemple

2.3 Fonctions dérivées partielles d’ordre 1

Définition. Soit i € [1..p].
Alors si f admet des dérivées partielles dans la direction e; en tout point de a de 2, on définit la fonction dérivée

( % . 9 — R
partielle % de Q dans R par 9% of
K a — 8—&((1)

Remarque. f peut donc admettre p applications dérivées partielles d’ordre 1.

2.4 Opérations sur les fonctions admettant des dérivées partielles

Lemme. Soit f et g deux fonctions de ) dans R admettant une dérivée partielle selon V en a € Q. Soit A € R
alors :

[+ Ag admet une dérivée partielle en a selon V et Dy (f + Ag)(a) = Dy (f)(a) + ADv(g)(a)

fg admet une dérivée partielle en a selon V et Dy (fg)(a) = g(a)Dy (f)(a) + f(a)Dv(g)(a)

Si de plus f(a) # 0 au voisinage de a alors % admet une dérivée partielle en a selonV et DV(%)(a) = ﬁal)zDV(f)(a)

—~—_

preuve :

Remarques. Les régles habituelles de dérivations s’appliquent.

Pour calculer % on applique les régles de dérivation habituelles en considérant que seule la @

en considérant les autres constantes.

iéme

variable bouge et

Exemple. Dérivée partielle selon y de f(x,y,z) = cos(xyz)e™™



3 Fonctions de classe C!

3.1 Définition

Définition. On dit quef est de classe C' sur Q
si et seulement si toutes ses applications dérivées partielles existent et sont continues sur €.

Remarques. Notations : Soit Q une partie ouverte de RP. Alors on note C1(Q,R) ou encore C1(Q) ’ensemble
des fonctions de classe C' de Q dans R.
CL(Q,R) est un R espace vectoriel stable par multiplication.

3.2 Développement limité a ’ordre 1 : théoréme fondamental du calcul différentiel

Théoréme . Soit f une fonction de classe C' de Q un ouvert de RP dans R. Soit a € Q. Alors f admet en a le

P,
développement limité au voisinage de Ore & lordre 1 suivant : f(a+ h) = f(a) + > g%(a)hi + o(h)
i=1 "

Remarques. Un o(h) est une fonction de la forme ||h|| e(h) avec hal(iolfl..,o) e(h) =0
On a noté : h = (h1,...,hp)
Corollaire. Si f est de classe C! sur Q alors f est continue sur €

preuve : non exigible

Exemple.

3.3 Propriété
Propriété. Si f est de classe C* sur Q. Soit a € Q.

P P
Alors VYV € RP non nul : V =3 vie; = Dy f(a) = > v;0;f(a) = > v; gf_ (a)
i=1 i=1 ;

©
I
-

preuve :

3.4 Différentielle

Définition. Soit f une fonction de classe C' de Q un ouvert de RP dans R. Soit a € .
df(a) RP —
On appelle différentielle de f en a Uapplication suivante : (hiye. o hy)

Remarques. C’est une forme linéaire.
af : Q9 — LERYR)

a = df(a) qui est appelée différentielle de f, mais c’est HP

On peut noter :

3.5 Gradient

On remarque que si on note <, > le produit scalaire canonique sur R?, alors, avec les notations précédentes :

2L @)\ [
fla+h)= fla)+ < : | | > Fo(h)
2@w) \n

L’application df (a) étant une forme linéaire sur R? on sait qu’il existe un unique vecteur W tel que
df (a)(h) =< W, h >, on notera donc df (a)(h) = df (a).h et on donne la définition suivante :

Définition. Soit f une fonction de classe C* de Q un ouvert de RP dans R. Soit a € Q.
Alors on pose V f(a) lunique vecteur de RP tel que : Yh € RP | df(a)(h) =< Vf(a),h >
- (a)

Oxq

Dans la base canonique de RP (e1,...,e,) on a : Vf(a) = :
2L (a)

oz,

On a donc le DL d’ordre 1 : ‘ fla+h) = fla)+ < Vf(a),h > +o(||h|]) ‘




3.6 Reégle de la chaine
3.6.1 Deérivation selon un arc

Théoréme . Soit I un intervalle de R, U un ouvert de RP, f € C*(U,R) et v € C1(I,RP) tel que v(I) C U.

(1), xp(t)) on a :
(()) i)

Alors f oy est de classe C' sur I et en notant y(t) = (1
P

vtel, (fo)(t)=df(v(t)7'(t) = _:Zlc?if(v(t)) i(t) = Z

=1

preuve (et interprétation) :

3.6.2 Fonction constante sur un ouvert convexe
Théoréme . Soit Q un ouvert conveze de R™.

Alors : f: U — R est constante sur 2
si et seulement si [ est de classe C* sur Q et Ya € Q , df(a) =0

preuve :

3.6.3 Dérivation en chaine

Théoréme . Soit U un ouvert de RP et V un ouvert de RP.

® une application de classe C* de U dans RP telle que ®(U) C V
Soit f une application de classe C' de V dans R.

On note V(u1,...,u,) € U ®(u) = (z1(u),...,zp(u)).

p
Alors g = f o ® est une application de classe C* sur U et Vu € U , Vi € [1;n] , aul( u) = Z a—f( (u ))gf/ (u)

Remarque. Notations abusives mais pratique :

p
of 0
c?ul 2 T

preuve :

3.6.4 Exemples

exemple 1
Soit et U deux ouverts de R?, soit f une fonction de classe C* de Q dans R. Soit ¢ une application de classe C*
de U dans 2. On note Y(u,v) € U ¢(u,v) = (z(u,v),y(u,v)).
On pose g = f o, on a donc V(u,v) € U g(u,v) = f(z(u,v),y(u,v)).
Alors g est de classe C! de U dans R et :

52 1,0) = S ol o) G () + 5 o0,y 0) G, 0)

Ces formules sont appelées formules de dérivation en chaine, on peut les simplifier de la maniére suivante :

g 8f8m+8f8y
Ou  OJzdu Oy Odu

dg Ofdx  Of Oy
v Oz dv Oy dv

exemple 2 : coordonnées polaires



4 Fonctions de classe C?

4.1 Définitions générales
Si la fonction x +— %(w) est dérivable par rapport & z; en tout point a de 2, alors on pose :

%(gji)(a) = B:Z-ngi (a) et agafzi (a) est appelée dérivée partielle d’ordre 2 de f au point a.

4.2 Applications de classe C?

Définition. On dit qu’une application f définie sur une partie ouverte ) de RP est de classe C? sur ()
si et seulement si toutes ses applications dérivées partielles secondes sont continues sur 2.

Remarques. On dit que f est de classe CO sur Q si f est continue sur Q.
On peut aussi dire que f est C? si toutes ses dérivées partielles premiéres sont de classe C.

Si f est d’une partie ouverte de R? dans R, f peut admettre / dérivées partielles secondes :
o f o%f  9%f o%f  9%f o f et o f o f
Oxdx Ox27 Oydy oy?2’ 0zdy Ozdy Oyox Oyox

notée

notée

notée

notée

4.3 Opérations sur les fonctions de classe C?

Notations : Soit 2 une partie ouverte de R?. Alors on note C?(£2,R) ou encore C?({2) 'ensemble des fonctions
de classe C? de Q dans R.

Lemme. Soit (f,g) € C*(Q,R) et A € R alors f + A\g € C*(L,R) et fg € C*(Q,R)
preuve : (idem C')

Remarque. Autrement dit C?(2,R) est un R espace vectoriel stable par multiplication.

4.4 Théoréme de Schwarz

Théoréme . Soit ) une partie ouverte de RP et f une application de classe C? de Q) dans R.
2 2
AlorsVa € Q |, V(i,j) € [[1;p]]2 o f (a) = o2 f (a)

’ Oz 0z T Ox;0x;

preuve : HP

4.5 Formule de Taylor-Young a ’ordre 2
4.5.1 Matrice Hessienne

Définition. Soit f une application de classe C? d’un ouvert Q de RP dans R.

Alors, pour tout a de Q on note Hy(a) la matrice de M,(R) de (i,j)ieme coefficient 7af.2£. (a)
10T
Hy(a) est appelée matrice Hessienne de f en a.

Remarque. On remarque, avec le théoréme de Schwarz que Hy(a) est symétrique réelle.

4.5.2 Formule de Taylor-Young
Théoréme . Soit f une application de classe C? d’un ouvert Q de RP dans R.
Alors, pour tout a € Q et h au voisinage de Ogr : f(a+ h) i fla) +Vf(a)Th+ Sh"Hy(a)h + o(||h]]?)
—
preuve : HP

4.5.3 Cas particulier d’une fonction de 2 variables

f(@o+ h,yo + k) . . ,
= f(0,90) + hL (z0,90) + k%(fﬁo,yo) + 3 [W?5E (o, 90) + 2hk§7£,(xo,yo) + ngTl'g(fﬂo,yo)] +o(||(h, B)|1*)



5 Extremums d’une fonctions de R" dans R

5.1 Extremum local

Définitions. Soit 2 une partie ouverte de R™ et a € Q. Soit f une fonction de classe C"' de Q dans R. Alors on
dit que : f admet un minimum local en a si et seulement si 3r >0, x € B(a,7)NQ = f(a) < f(x)
f admet un mazimum local en a si et seulement si Ir >0, = € B(a,r)NQ = f(a) > f(x)

5.2 Extremum global

Définitions. Soit Q une partie de R™ et a € ). Soit f une fonction de classe C' de Q dans R.
Alors on dit que : f admet un minimum global sur Q) si et seulement siVr € Q , f(a) < f(x)
f admet un mazimum global sur Q si et seulement si Vx € Q , f(a) > f(x)

5.3 Point critique

Définition. Soit Q une partie ouverte de R™ et a € Q. Soit f une fonction de classe C' de Q dans R. Alors on dit
que a est un point critiqgue de f si et seulement si Vf(a) =0 < Vi € [1;n] , %(a) =0.

5.4 Deux théorémes de recherche d’extremums

Théoréme . 1
Si une fonction de classe C' sur une partie ouverte de R™ admet un extremum local en un point, alors celui-ci est
un point critique.

Remarque. La réciproque est fausse!!
Par exemple (0,0) est un point critique en (0,0) de f(x,y) = 22 — y* et (0,0) n’est pas un extremum local de f.

preuve :

Théoréme . 2

Si une fonction de classe C' sur une partie fermée bornée Q0 de R™ alors f admet un maximum (resp. minimum,)
global et ce mazimum (resp. minimum) est atteint soit o lintérieur de Q, en un point critique, soit sur la frontiére
de €.

preuve :

5.5 Utilisation de la Hessienne
5.5.1 Théoréme général

Théoréme . Si f est une fonction de classe C? sur un ouvert de R" et si a est un point critique de f alors :
- st Hy(a) € S;F* alors f atteint un minimum local strict en a
- si Hy(a) ¢ S;f alors f n’a pas de minimum en a

n

preuve :

Remarques. En considérant —f on peut avoir la méme chose avec mazximum.

5.5.2 Cas de la dimension 2

Théoréme . Si f est une fonction de classe C? sur un ouvert de R? et si a est un point critique de f alors :
| det(Hs(a)) >0
- tr(Hys(a)) >0
- 81 det(H(a)) > 0 alors f atteint un mazximum local strict en a
tr(Hs(a)) <0
- si det(Hy(a)) <0 alors f n'a pas de minimum ov de mazimum en a

alors f atteint un minimum local strict en a

preuve



5.6 Exemple
5.6.1 Exemple 1

Recherche des extremums locaux sur R? de f: (z,y) — 22+ 9> —ay+ 2 +y

5.6.2 Exemple 2

Recherche des extremums globaux sur [—2,2] x [~1,1] de f : (x,y) = 2%y + 2y

6 Applications géométriques

6.1 Courbes du plan définie par une équation cartésienne
6.1.1 Cas particulier

Rappel : Si g est une fonction d’une partie I de R dans R alors on pose : I' = {(z,y) , z € I et y = g(z)}.
" est la représentation graphique de g. On dit aussi que c’est la courbe d’équation cartésienne y = g(zx).
6.1.2 Généralisation

Définition. Soit f une fonction de classe C' définie de U, une partie de R?, dans R.
Alors on pose : T = {(z,y) e U, f(x,y)=0}.
On dit que T est la courbe d’équation cartésienne f(x,y) =0

Remarques. Plus généralement les courbes d’équation cartésienne f(x,y) = X\ sont appelées lignes de niveau de f
y — g(x) =0 est la courbe représentative de g.
Ezxemples : 2x +y = —3 est une droite, ©> + y2 = 1 est I’équation cartésienne du cercle de centre O et de rayon 1.

6.1.3 Points réguliers
Définition. En gardant les mémes notations. Soit (z,y) € I'. Alors on dit que :
(z,y) est un point régulier de T si et seulement si V(f)(x,y) # Og2

6.1.4 Tangente en un point régulier

Théoréme . Avec les mémes notations. Si (x,y) est un point régulier de T alors la droite passant par (z,y) et
admettant V(f)(z,y) comme vecteur normal est appelée tangente a T' au point (x,vy).

preuve et dessin :

Corollaire. Le gradient est orthogonal aux lignes de niveau et est orienté dans le sens des valeurs croissantes de
I

Interprétation avec le DL de f a ’ordre 1

6.1.5 Exemple
I': 2?2 —4x +y% 4+ 2y + 1 =0, interprétation, tangente en un point

6.2 Surface définie par une équation cartésienne
6.2.1 Définition

Définition. Soit f une fonction de classe C* sur U une partie de R3.
On pose ¥ = {(z,y,2) €U / f(x,y,2) =0}
On dit que ¥ est la surface d’équation cartésienne f(x,y,z) = 0.

6.2.2 Cas particulier

UxR — R

(gj,y,z) — Zﬁf(xay)

Si on note ¥ la surface d’équation cartésienne F(x,y,2) =0< 2z = f(z,y)

alors les ensembles I'y = {(z,y,2) € U xR / F(z,y,%) = 0 et z = A} sont les translatés des ensembles
v ={(z,y) €U / f(z,y) = A} qui sont appelés lignes de niveaux de f ou lignes de niveaux de 3.

Si on a une fonction f : U C R? — R, on peut poser



6.2.3 Points réguliers

Définition. Avec les notations précédentes. On dit que : (z,y,z) € ¥ est un point régulier de X
si et seulement si V f(x,y,z) # Ogs.

6.2.4 Plan tangent

Définition. Avec les notations précédentes. Si (z,y,z) € X est un point régulier de X alors on appelle plan tangent
a % au point (x,y, z) le plan passant par (x,y,z) et admettant V(f)(x,y,z) comme vecteur normal.

6.2.5 Exemple
¥ : 2% +y? — 22 =1, plan tangent en A(3,4,5)

6.3 Courbe tracée sur une surface
6.3.1 Cadre

Soit f : U C R?2 — R une fonction de classe C* et ¥ la surface d’équation cartésienne z = f(x,y)
Soit ¢ : I C R — R? tel que p(I) C U et ¢ de classe C'. On note p(t) = (x(t), y(t))

Alors on dit que I' = {(z(t), y(t), f(x(t),y(t))) , t € I} est une courbe tracée sur ¥

6.3.2 Lemme
Lemme. Avec les notations ci-dessus, la tangente a T' en M est incluse dans le plan tangent a > en M

Preuve :

7 Compléments : équations aux dérivées partielles
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