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Feuille d'exercices n°65 : Révisions

Exercice 486. e3A PSI 2020 : Exercice 4

Soient E un plan vectoriel, B = (⃗i, j⃗) une base de E et θ ∈]0, π[ �xé.

On considère l'endomorphisme f de E représenté par sa matrice C dans la base B : C =

(
0 −1
1 2 cos(θ)

)
.

On dé�nit alors sur E une forme bilinéaire symétrique Φ par les relations :

Φ(⃗i, j⃗) = Φ(⃗j, i⃗) = cos(θ) et Φ(⃗i, i⃗) = Φ(⃗j, j⃗) = 1.

On rappelle qu'une forme bilinéaire sur E est une application de E2 dans R, linéaire par rapport

à chacune des variables.

1. Soient X = x1⃗i + x2j⃗ et Y = y1⃗i + y2j⃗ deux vecteurs de E. Exprimer Φ(X, Y ) en fonction

des réels x1, x2, y1, y2 et θ.

2. Montrer que Φ est un produit scalaire sur E.

3. Prouver que f est une isométrie pour le produit scalaire Φ.

4. Déterminer un vecteur k⃗ ∈ E tel que (⃗i, k⃗) soit une base orthonormée pour Φ et que

Φ(⃗j, k⃗) > 0.

5. Expliciter la matrice de f dans la base (⃗i, k⃗). Préciser la nature de f .

6. Soit m ∈ N∗. Pour quelles valeurs de θ ∈]0, π[ a-t-on fm = idE ?

Exercice 487. On pose P = nXn+1 − (n+ 1)aXn + an+1 avec a ∈ C.

a) Montrer que (X − a)2 divise P

b) (⋆) Déterminer le quotient de P par (X − a)2.

Exercice 488. Soit P ∈ R[X] un polynôme scindé simple de degré supérieur ou égal à 2.
Montrer que P ′ est scindé simple.

Exercice 489. Soit P ∈ R[X] et (a, b) ∈ R2 avec a ̸= b
Déterminer le reste de la division euclidienne de P par (X − a)(X − b) en fonction de P (a) et
P (b)

Exercice 490. Soit P ∈ R[X] et a ∈ R.
Déterminer le reste de la division euclidienne de P par (X − a)2 en fonction de P (a) et P ′(a)

Exercice 491. Montrer la convergence de S =
+∞∑
n=2

nexp(−
√
n)

Exercice 492. Montrer la convergence et calculer S =
+∞∑
n=2

2n

(n−1)!


