
PSI* 2024-2025

Mathématiques : Correction du devoir à la maison n°13

Exercice : ccINP 2024 PSI, Equivalent de Stirling

Q19) Soit x ∈ R. Alors t 7→ tx−1e−t est continue sur ]0,+∞[

Sur ]0, 1]
Au voisinage de 0 : tx−1e−t ∼ tx−1 = 1

t1−x > 0
Donc, par la règle de l'équivalent pour les intégrales de fonctions positives :
1∫
0

tx−1e−tdt est de même nature que
1∫
0

1
t1−xdx qui est, par Riemann convergente si et seulement si 1− x < 1 ⇔ x > 0

Sur [1; +∞[
Au voisinage de +∞ : tx−1e−t = o( 1

t2
) par comparaison exp-puissance et donc, comme t 7→ 1

t2
est intégrable sur [1,+∞[

(Riemann), alors par règle de comparaison t 7→ tx−1e−t est intégrable sur [1,+∞[ et
+∞∫
1

tx−1e−tdt est convergente.

Comme
+∞∫
0

tx−1e−tdt convergente ⇔
+∞∫
1

tx−1e−tdt convergente et
1∫
0

tx−1e−tdt convergente, alors :

+∞∫
0

tx−1e−tdt est convergente si et seulement si x > 0

Q20) � Soit ϵ > 0 et A > 0. Alors par intégration par partie avec des fonctions C1 sur [ϵ, A] :
A∫
ϵ
tx−1e−tdt = [ t

x

x e
−t]Aϵ +

A∫
ϵ

tx

x e
−tdt

Puis comme les intégrales sont convergentes et avec les limites usuelles :
A∫
ϵ

tx−1e−tdt

︸ ︷︷ ︸
−→Γ(x)

ϵ→0
A→+∞

=
Ax

x
e−A︸ ︷︷ ︸

−→0
A→+∞

− ϵx

x
e−ϵ︸ ︷︷ ︸

−→0
ϵ→0

+ 1
x

A∫
ϵ

tx+1−1e−tdt

︸ ︷︷ ︸
−→Γ(x+1)

ϵ→0
A→+∞

On en déduit donc : ∀x > 0 , Γ(x+ 1) = xΓ(x)

� Montrons par récurrence sur n ∈ N∗ que : ∀n ∈ N∗ , Γ(n) = (n− 1)!

Initialisation pour n = 1 :

Γ(1) =
+infty∫

0

t1−1e−tdt =
+∞∫
0

e−tdt = [−e−t]+∞
0 = −0 + 1 = 1 = (1− 1)!

On a bien la propriété au rang 1

Hérédité : On suppose la propriété vraie au rang n.

Alors on a Γ(n) = (n− 1)!
Avec la relation trouvée en début de question 20) : Γ(n+ 1) = nΓ(n) = n× (n− 1)! = n! = (n+ 1− 1)!
On a la relation au rang n+ 1.

Conclusion : On a montrer par récurrence que : ∀n ∈ N∗ , Γ(n) = (n− 1)!
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Q21) Montrons par récurrence sur n ∈ N que : Γ(n+ 1
2) =

(2n)!
22nn!

√
π

Initialisation :

E�ectuons le changement de variable C1 bijectif u = t2 dans l'intégrale de Gauss qui nous est donnée.

On obtient :
√
π
2 =

+∞∫
0

e−t2dt =
+∞∫
0

e−u 1
2
√
u
du = 1

2

+∞∫
0

e−uu−1/2du = 1
2

+∞∫
0

e−uu1/2−1du = 1
2Γ(

1
2)

On en déduit Γ(12) =
√
π

Comme pour n = 0 on a : (2n)!
22nn!

√
π =

√
π, la relation voulue est bien véri�ée au rang 1.

Hérédité :

Γ(n+ 1
2) =

(2n)!
22nn!

√
π on multiplie par n+ 1

2 = 2n+1
2

⇒ (n+ 1
2)Γ(n+ 1

2) =
2n+1

2
(2n)!
22nn!

√
π on utilise le début de Q20)

⇒ Γ((n+ 1) + 1
2) =

(2n+2)
2(n+1)

(2n+1)
2

(2n)!
22nn!

√
π

⇒ Γ((n+ 1) + 1
2) =

(2n+2)!
22n+2(n+1)!

√
π

La relation au rang n implique celle au rang n+ 1.

Conclusion : On a montrer par récurrence que : Γ(n+ 1
2) =

(2n)!
22nn!

√
π

Q22) Soit n ∈ N∗

n−1∑
k=1

ρk

=
n−1∑
k=1

[ln(k)−
k+ 1

2∫
k− 1

2

ln(t)dt]

=
n−1∑
k=1

ln(k)−
n−1∑
k=1

k+ 1
2∫

k− 1
2

]ln(t)dt

= ln(
n−1∏
k=1

k)−
n−1+ 1

2∫
1− 1

2

ln(t)dt par relation de Chasles et propriété du ln

= ln((n− 1)!)−
n− 1

2∫
1
2

ln(t)dt

= ln(Γ(n))−
n− 1

2∫
1
2

ln(t)dt

On a donc bien : ∀n ∈ N∗ , ln(Γ(n)) =
n− 1

2∫
1
2

ln(t)dt+
n−1∑
k=1

ρk
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Q23) ρk = ln(k)−
k+ 1

2∫
k− 1

2

ln(t)dt

On e�ectue le changement de variable C1 : u = t− k dans l'intégrale :

ρk = ln(k)−
1
2∫

− 1
2

ln(u+ k)dt = ln(k)−
0∫

− 1
2

ln(u+ k)du−
1
2∫
0

ln(u+ k)du

Changement de variable t = −u dans la première intégrale (et t = u dans la seconde).

ρk = ln(k)−
1
2∫
0

ln(k − t)dt−
1
2∫
0

ln(k + t)dt

Mais ln(k) = 2

1
2∫
0

ln(k)dt donc

ρk =

1
2∫
0

(
2ln(k)− ln(k − t)− ln(k + t)

)
dt =

1
2∫
0

ln( k2

(k−t)(k+t))dt =

1
2∫
0

ln( k2

k2−t2
)dt = −

1
2∫
0

ln(k
2−t2

k2
)dt = −

1
2∫
0

ln(1− t2

k2
)dt

On a bien : ∀k ∈ N∗ , ρk =

1
2∫
0

[2ln(k)− ln(k − t)− ln(k + t)]dt = −
1
2∫
0

ln(1− t2

k2
)dt

Q24) � Posons ∀y ∈ [0, 1[ , A(y) = −ln(1− y)
Alors A est dérivable sur [0, 1[ et A′(y) = 1

1−y > 0 donc A est croissante sur [0, 1[

Comme A(0) = 0 on en déduit : ∀k ∈ N∗ , 0 ≤ −ln(1− t2

k2
) ≤ −ln(1− 1

k2
)

Donc, avec Q23) : 0 ≤ ρk ≤
1
2∫
0

−ln(1− 1
k2
)dt = −1

2 ln(1−
1
k2
) ∼ 1

2k2

Comme
∑ 1

k2
est une série de Riemann convergente alors, par règle de comparaison, pour les séries à termes positifs

on a :
∑
ρk est convergente.

Q25) � Pour commencer, calculons :
n− 1

2∫
1
2

ln(t)dt par intégration par parties (fonctions C1)

= [tln(t)]
n− 1

2
1
2

−
n− 1

2∫
1
2

t1t dt

= (n− 1
2)ln(n− 1

2)−
1
2 ln(

1
2)− (n− 1

2 − 1
2)

= (n− 1
2)ln(n− 1

2)− n+ 1 + 1
2 ln(2)

� De plus
∑
ρk est convergente donc ∃C ∈ R ,

n−1∑
k=1

ρk = C + o(1)

� On regroupe ces deux résultats dans la relation de Q22) :

ln(Γ(n))

=
n− 1

2∫
1
2

]ln(t)dt+
n−1∑
k=1

ρk

= (n− 1
2)ln(n− 1

2)− n+ 1 + 1
2 ln(2) + C + o(1)

= (n− 1
2)ln(n(1−

1
2n))− n+ 1 + 1

2 ln(2) + C + o(1)
= (n− 1

2)[ln(n) + ln(1− 1
2n)]− n+ 1 + 1

2 ln(2) + C + o(1)
= (n− 1

2)[ln(n)−
1
2n + o( 1n)]− n+ 1 + 1

2 ln(2) + C + o(1)
= (n− 1

2)ln(n)−
1
2 + o(1)− n+ 1 + 1

2 ln(2) + C + o(1)
= (n− 1

2)ln(n)− n+ 1
2 + 1

2 ln(2) + C + o(1)

En posant c = 1
2 + 1

2 ln(2) + C on a bien : ln(Γ(n)) = (n− 1
2)ln(n)− n+ c+ o(1)
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� En prenant l'exponentielle dans la relation ci-dessus :

Γ(n) = exp((n− 1
2)ln(n))exp(−n)exp(c+ o(1)) = nn−

1
2 exp(−n)(exp(c) + o(1))

Donc en prenant l'équivalent : Γ(n) ∼ ecnn−
1
2 e−n

Q26) Comme on admet que l'intégrale est convergente, on peut e�ectuer le changement de variable C1 bijectif

u = t
n et on a : Γn(x) =

1∫
0

(nu)x−1(1− u)n(ndu) donc Γn(x) = nx
1∫
0

ux−1(1− u)ndu

Q27) Soit x > 0. Montrons par récurrence sur N ∈ N∗ que Γn(x) =
nxn!

x(x+1)...(x+n)

Initialisation pour n = 1 :

On utilise Q26) :

Γ1(x) = 1x
1∫
0

ux−1(1− u)du =
1∫
0

[ux−1 − ux]du = [u
x

x − ux+1

x+1 ]
1
0 =

1
x − 1

x+1 − 0 = 1
x(x+1) =

nxn!
x(x+1)...(x+n)

Hérédité : Par intégration par partie (toujours en partant de Q26) :

Γn+1(x) = (n+ 1)x
1∫
0

ux−1(1− u)n+1du = (n+ 1)x
(
[
ux

x
(1− u)n+1]10︸ ︷︷ ︸

=0

+
1∫
0

ux

x (n+ 1)(1− u)ndu
)

= (n+ 1)x n+1
x

1∫
0

ux+1−1(1− u)ndu

Donc Γn+1(x) = (n+ 1)x+1 1
x
Γn(x+1)
nx+1

En utilisant la relation de récurrence au rang n :

Γn+1(x) = (n+ 1)x+1 1
x

n!
(x+1)(x+2)...(x+n+1) = (n+ 1)x (n+1)!

x(x+1)(x+2)...(x+n+1)

On a bien la relation au rang n+ 2

Conclusion : on a montrer par récurrence que : ∀x > 0 , ∀n ∈ N∗ , Γn(x) =
nxn!

x(x+1)...(x+n)

Q28) � Dans cette question, on travaille avec x > 0 �xé et on pose, pour tout n ∈ N∗ ,
γn : ]0,+∞[ −→ R

t 7−→ 1]0,n[(t)(1− t
n)

ntx−1

Ainsi Γn(x) =
+∞∫
0

γn(t)dt

� Comme pour n assez grand on a t < n alors :

γn(t) = (1− t
n)

ntx−1 = exp(nln(1− t
n))t

x−1 = exp(n(− t
n + o( 1n)))t

x−1 = exp(−t+ o(1))tx−1 −→
n→+∞

tx−1e−t

On pose
γ : ]0,+∞[ −→ R

t 7−→ tx−1e−t

On a donc la suite de fonctions (γn) qui converge simplement sur ]0,+∞[ vers la fonction γ

� γn(t) ≤ γ(t)
⇔ (1− t

n)
ntx−1 ≤ e−ttx−1

⇔ (1− t
n)

n ≤ e−t on prend le ln (bijection)

⇔ nln(1− t
n) ≤ −t

⇔ ln(1− t
n) ≤ − t

n
Or la dernière inégalité est vraie (classique)

On a donc : γn(t) ≤ γ(t) et même : 0 ≤ γn(t) ≤ γ(t)
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� On a donc (γn) qui converge simplement sur ]0,+∞[ vers la fonction γ et de plus on a l'hypothèse de domination

puisque ∀n ∈ N∗ , ∀t ∈]0,+∞[ , |γn(t)| ≤ γ(t) avec γ qui est intégrable sur ]0,+∞[ (puisque son intégrale vaur Γ(x))
De plus γ et les γn sont continues par morceaux sur ]0,+infty[

On peut donc appliquer le théorème de convergence dominée et on a :

lim
n→+∞

Γn(x) = lim
n→+∞

+∞∫
0

γn(x)dx =
+∞∫
0

lim
n→+∞

γn(x)dx =
+∞∫
0

γ(x)dx = Γ(x)

� Bilan : ∀x > 0 , lim
n→+∞

Γn(x) = Γ(x)

� Avec l'expression de Q27) on a directement : lim
n→+∞

nxn!
x(x+1)...(x+n) = Γ(x)

Q29) � Pour x > 0 : avec la relation de Q20)

Γ(x+n) = (x+n−1)Γ(x+n−1) = (x+n−1)(x+n−2)Γ(x+n−2) = · · · = (x+n−1)(x+n−2) . . . (x+1)(x)Γ(x)

Alors : Γ(x+n)
Γ(n)nx = (x+n−1)(x+n−2)...(x+1)(x)Γ(x)

Γ(n)nx

On utilise l'équivalent trouver en Q28) et Γ(n) = (n− 1)! trouvé en Q20)

Γ(x+n)
Γ(n)nx ∼

n=+∞

(x+n−1)(x+n−2)...(x+1)(x) nxn!
x(x+1)...(x+n)

(n−1)!nx ∼
n=+∞

nxn!
(x+n)

(n−1)!nx ∼
n=+∞

nxn!
n

(n−1)!nx ∼
n=+∞

1

On a bien : Γ(x+n)
Γ(n)nx −→

n→+∞
1

� On utilise la relation ci-dessus avec x = 1
2 et on a :

Γ(n+ 1
2
)

Γ(n)n
1
2

∼
n→+∞

1

Au numérateur on utilise le résultat de la question Q21) et au dénominateur celui de la question Q25). On obtient

alors
(2n)!

22nn!

√
π

ecnn− 1
2 e−nn

1
2

∼
n→+∞

1

En écrivant les factorielles avec Γ

Γ(2n+ 1)
√
π ∼

n→+∞
22nΓ(n+ 1)ecnn−

1
2 e−nn

1
2

⇔ (2n)Γ(2n)
√
π ∼

n→+∞
22nnΓ(n)ecnn−

1
2 e−nn

1
2

⇔ Γ(2n)
√
π ∼

n→+∞
22n−1Γ(n)ecnn−

1
2 e−nn

1
2

On réutilise Q25) et on a :

[ec(2n)2n−
1
2 e−2n]

√
π ∼

n→+∞
22n−1[ecnn−

1
2 e−n]ecnn−

1
2 e−nn

1
2

On élimine un ec et on factorise à droite :

(2n)2n−
1
2 e−2n√π ∼

n→+∞
22n−1e−2necn2n−1n

1
2

On développe à gauche et on simpli�e par e−2n :

22n−
1
2n2n−

1
2
√
π ∼

n→+∞
22n−1ecn2n−

1
2

On simpli�e les n et les puissances de 2 :

2
1
2
√
π ∼

n→+∞
ec

On a donc ec =
√
2π

Remarque : reporter dans Q25) le résultat ci-dessus donne la formule de Stirling
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ccINP 2018, PSI : Problème 2

Q31) On a ∀ω ∈ Ω , |X(ω)| ≤ 1, comme la variable aléatoire 1 admet une espérance alors X admet une espérance.

Q32) Théorème (Inégalité de Markov) :

Soit Y une variable aléatoire discrète réelle positive admettant une espérance.

Alors : ∀α > 0 , P(Y ≥ α) ≤ E(Y )
α

preuve : On pose A = (Y ≥ α)

On remarque que : α1A ≤ Y , en e�et, si ω ∈ A , (α1A)(ω) = α ≤ Y (ω) par dé�nition de A.
Si ω /∈ A , (Y 1A)(ω) = 0 ≤ Y (ω) car Y est positive.

Comme l'espérance est croissante : E(α1A) ≤ E(Y ),
comme l'espérance est linéaire : αE(1A) ≤ E(Y ) et comme E(1A) = P(A) alors αP(Y ≥ α) ≤ E(Y )
On a bien démontrer l'inégalité de Markov

La preuve est valable que Y (Ω) soit dénombrable ou �ni.

Q33) On démontre de même qu'en Q31) que |X| admet une espérance et en appliquant l'inégalité de Markov on

obtient : ∀α > 0 , P(|X| ≥ α) ≤ E(|x|)
α

Q34) Sn(ω) ≥ ε⇔ tnSn(ω) ≥ tnε car tn > 0 et comme exp est croissante alors :

Sn(ω) ≥ ε⇔ exp(tnSn(ω)) ≥ exp(tnε)
Donc les évenements (Sn ≥ ε) et (exp(tnSn) ≥ exp(tnε)) sont les mêmes et on à déjà :

P
(
Sn ≥ ε

)
= P

(
exp(tnSn) ≥ exp(tnε)

)
On applique alors l'inégalité de Markov avec Y = exp(tnSn) ≥ 0 et α = einε et on a :

P(exp(tnSn) ≥ exp(tnε)) ≤ E(exp(tnSn))
einε

Mais : E(exp(tnSn)) = E(exp(
n∑

k=1

tXk)) = E(
n∏

k=1

exp(tXk))

Mais les (Xk) sont mutuellement indépendantes, donc E(exp(tnSn)) =
n∏

k=1

E(exp(tXk)) et comme les tXk on tous la

même espérance (celle de tX) on a : E(exp(tnSn)) =
n∏

k=1

E(exp(tX)) = E(etX)n

Finalement : P(Sn ≥ ε) = P(etnSn) ≤ E(etX)n

etnε

Q35) ga(x) =
1−x
2a + a

2 (1 + x)− exp(ln(a)x) est clairement C∞ sur R et g′a(x) =
−1
2a + a

2 − ln(a)ax

En dérivant une nouvelle fois : g′′a(x) = −ln(a)2ax ≤ 0 donc g′a est décroissante sur R.

ga(−1) = 1
a − a−1 = 0 et ga(1) = 0 + a− a1 = 0 on a donc ga(−1) = ga(1) = 0

ga continue sur [0, 1]

ga dérivable sur ]0, 1[

ga(0) = ga(1) = 0

, par le théorème de Rolle on a ∃θ ∈] − 1, 1[ , g′a(θ) = 0. On en déduit le tableau de

variation suivant (on déduit le signe de g′a de sa valeur en θ et de sa décroissance) :

x −1 θ 1

g′a(x) + 0 -

ga(θ)
ga(x) ↗ ↘

0 0

On en déduit que ∀x ∈ [−1, 1] , ga(x) ≥ 0
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Q36) Utilisons la question Q35) avec a = et > 1 car t > 0 on a ∀x ∈ [−1, 1] :

ga(x) =
1−x
2 e−t + 1+x

2 et − (et)x ≥ 0 donc ∀t > 0 , ∀x ∈ [−1, 1] , etx ≤ 1−x
2 e−t + 1+x

2 et

Q37) En utilisant Q36), par le théorème de transfert et par croissance de l'espérance :

E(etX) ≤ E(1−X
2 e−t + 1+X

2 et)

Par linéarié de l'espérance et puisque X est centrée (E(X) = 0) : E(etX) ≤ 1−E(X)
2 e−t + 1+E(X)

2 et = e−t+et

2 = ch(t)

On a donc ∀t > 0 , E(etX) ≤ ch(t)

Q38) On raisonne par équivalence (le cas t = 0 étant évident on simpli�era par t2k ) :
t2k

(2k)! ≤
1
k!(

t2

2 )
k

⇔ t2k

(2k)! ≤
1
k!

t2k

2k

⇔ 2kk! ≤ (2k)!

⇔ 2kk! ≤
k∏

i=1
(2i− 1)(2i) (on a séparé les termes paires et impaires dans (2k)!

⇔ 2kk! ≤
k∏

i=1
(2i)

k∏
i=1

(2i− 1)

⇔ 2kk! ≤ 2kk!
k∏

i=1
(2i− 1)

⇔ 1 ≤
k∏

i=1
(2i− 1) évident car le membre de droite est un produit de terme plus grand que 1

On a donc ∀k ∈ N ∀t ∈ R , t2k

(2k)! ≤
1
k!(

t2

2 )
k

En sommant cette inégalité pour k variant de 0 à +∞ on a : ∀t > 0 ,
+∞∑
k=0

t2k

(2k)! ≤
+∞∑
k=0

1
k!(

t2

2 )
k

Et comme on a les DSE du cours on en déduit : ch(t) ≤ et
2/2, en combinant avec Q37 on a :

∀t > 0 , E(etX) ≤ et
2/2

Q39) Posons ∀t ∈ R , q(t) = exp(−ntε+ n t2

2 )
Alors q est dérivable sur R et ∀t ∈ R , q′(t) = (−nε+ nt)q(t) = nq(t)(t− ε)

On en déduit le tableau de variation suivant :

t −∞ ε +∞
q′(t) - 0 +

+∞ +∞
ga(x) ↘ ↗

q(ε)

avec q(ε) = exp(−nε2 + n ε2

2 ) = exp(−n ε2

2 )

q admet donc un minimum en t = ε et ce minimum vaut e−n ε2

2

Q40) � On reprend Q34) qui donne : P(Sn ≥ ε) ≤ E(etX)n

etnε

Avec Q38) : P(Sn ≥ ε) ≤ (et
2/2)n

etnε = exp(nt2/2− tnε) = q(t)

Ensuite on minimise le membre de droite en choisissant t = ε (Q39)) et on obtient : P(Sn ≤ ε) ≤ exp(−n ε2

2 )
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� On remarque que les variables aléatoires −Xi suivent les mêmes hypothèses que les Xi, à savoir, centrée en 0 et

à valeurs dans [−1, 1].

De la même manière on peut obtenir P(−Sn ≥ ε) ≤ exp(−n ε2

2 ) ou encore P(Sn ≤ −ε) ≤ exp(−n ε2

2 )

Mais (|Sn| ≥ ε) = (Sn ≥ ε) ∪ (Sn ≤ −ε)
Comme les événements sont incompatibles alors P(|Sn| ≥ ε) = P(Sn ≥ ε) + P(Sn ≤ −ε)
Et en utilisant les deux dernières inégalités montrées on obtient : P(|Sn| ≥ ε) ≤ 2exp(−n ε2

2 )

Q41) Au voisinage de +∞ : 2exp(−n ε2

2 ) = o( 1
n2 ) et

∑ 1
n2 est une série de Riemann à termes positifs convergente,

donc par négligeabilité
∑

2exp(−n ε2

2 ) est convergente, et par règle de comparaison
∑

P(|Sn| ≥ ε) est convergente.

Q42) Pour m ≥ n, (|Sm(ω)| > ε) est un événement donc Bn est une union dénombrable d'événements (car Ω est

dénombrable) et donc, par propriété sur les tribus : Bn est un événement.

On remarque que Bn+1 ⊂ Bn car Bn = Bn+1 ∪ {ω ∈ Ω; |Sn(ω)| > ε}, donc (Bn)n∈N∗ est une suite décroissante

d'événements. Par continuité décroissante on obtient : P(
⋂

n∈N∗
Bn) = lim

n→+∞
P(Bn)

Comme 0 ≤ P(Bn) ≤
∑
m≥n

P(|Sn(ω)| > ε) ≤
∑
m≥n

P(|Sn| ≥ ε) qui est le reste d'une série convergente et donc qui

tend vers 0. On a donc : P(
⋂

n∈N∗
Bn) = 0

Q43) � Notons Bn(ε) = Bn =
⋃

m≥n
{ω ∈ Ω; |Sn(ω)| > ε} pour marquer la dépendance en ε.

On a alors : Ωk =
⋃

n∈N∗
Bn(

1
k )

Ωk est alors une réunion dénombrable d'événements et donc Ωk est un événement.

� Par dé�nition de la limite : lim
n→+∞

Sn(ω) = 0 ⇔ ∀k ∈ N∗ , ∃n ∈ N∗ , ∀m ≥ n , |Sm(ω)| ≤ 1
k

On a donc A =
⋂

k∈N∗
Ωk

Comme on a une intersection dénombrable d'événements on en déduit que A est un événement.

Q44) On remarque que Ωk =
⋂

n∈N∗
Bn(

1
k ) En appliquant Q42) avec ε = 1

k on obtient : P(Ωk) = 0

En passant au complémentaire on a : P(Ωk) = 1

Comme |Sn(ω)| ≤ 1
k+1 ⇒ |Sn(ω)| ≤ 1

k alors Ωk+1 ⊂ Ωk et on en déduit que (Ωk)k∈N∗ est une suite décroissante

d'événements.

Par continuité décroissante on alors P(A) = P(
⋂

k∈N∗
Ωk) = lim

k→+∞
P(Ωk) = 1 puisque P(Ωk) = 1

On a donc P(A) = 1

On a donc montré que si X est une variable aléatoire discrète centrée à valeurs dans [−1, 1] alors la suite (Sn),
avec Sn = X1+···+Xn

n , converge presque sûrement vers la constante 0.
C'est un cas particulier de la loi forte des grands nombres.
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Centrale PSI 2017, mathématiques 1 : Grandes déviations

I.A.1) � Commençons par démontrer un lemme qui nous sera utile.

Lemme préliminaire : Soit T une variable aléatoire discrète positive, admettant une espérance et telle que E(T ) = 0.
Alors : T est presque sûrement nulle.

preuve : Comme T est discrète alors : T (Ω) = {xi , i ∈ N}
Alors E(T ) = 0 ⇒

∑
i∈N

xiP (T = xi)︸ ︷︷ ︸
≥0

= 0

On a une somme de termes positifs qui est nulle donc :

∀i ∈ N , xiP (T = xi) = 0 et donc P (T = xi) = 0 pour xi ̸= 0
Comme (T = xi)i∈N est le système complet d'événement associé à T alors :∑
i∈N

P (T = xi) = 1 ⇒
∑

i∈N xi ̸=0

P (T = xi)︸ ︷︷ ︸
=0

+P (T = 0) = 1 ⇒ P (T = 0) = 1

On a donc démontrer le lemme préliminaire.

� Revenons à la question posée. Posons, pour tout λ ∈ R , P (λ) = E((U + λV )2)
Alors, par linéarité de l'espérance, et après avoir développer : P (λ) = E(U2) + 2λE(UV ) + λ2E(V 2)

Comme V n'est presque pas sûrement nulle, alors V 2 non plus et donc E(V 2) > 0 (lemme préliminaire)

On en déduit que P est un polynôme de degré exactement 2. Comme de plus, par construction P (λ) ≥ 0 pour tout λ,
alors le discriminant de ce polynôme est négatif.

Donc ∆ ≤ 0 ⇒ (2E(UV ))2 − 4E(U2)E(V 2) ≤ 0 ⇒ E(U2)E(V 2)− E(UV )2 ≥ 0

Si, il y a égalité alors ∃λ ∈ R , P (λ) = 0 ⇒ E((U + λV )2) = 0 ⇒ U + λV est presque sûrement nulle en utilisant

le lemme préliminaire.

On a donc : E(U2)E(V 2)− E(UV )2 = 0 si et seulement si ∃λ ∈ R , U + λV est presque sûrement nulle.

I.A.2.a) � On commence par remarquer que, si |T | est bornée, alors E(T ) < +∞
En e�et si |T | ≤ M avec M ∈ R+ alors : ∀t ∈ T (Ω) , |t|P (T = t) ≤ MP (T = t) et

∑
t∈T (Ω)

P (T = t) est convergente

(et vaut 1), ce qui assure l'existence de E(T ).

� Si X est bornée, alors, pour tout τ ∈ R+∗, eτ |X| est bornée et admet donc une espérance.

Donc : X bornée ⇒ X véri�e (Cτ ) pour tout τ ∈ R+∗

I.A.2.b) Si X ↪→ G(p), par le théorème du transfert :

E(etX) =
∑

k∈N∗
etkP (X = k) =

∑
k∈N∗

(et)kp(1− p)k−1 = pet
+∞∑
k=1

((1− p)et)k−1

On a une série géométrique convergente si et seulement si (1− p)et < 1 ⇔ et < 1
1−p ⇔ t < −ln(1− p)

En cas de convergence : E(etX) = pet

1−(1−p)et

On a donc : E(etX) < +∞ si et seulement si t < −ln(1− p) et alors E(etX) = pet

1−(1−p)et

I.A.2.c) Si X ↪→ P (λ), par le théorème du transfert :

E(etX) =
∑
k∈N

etkP (X = k) =
∑
k∈N

(et)ke−λ λk

k! = e−λ
+∞∑
k=0

(λet)k

k!

On reconnaît une série exponentielle qui converge pour tout t.
Alors : E(etX) = e−λexp(λet)

On a donc : E(etX) < +∞ pour tout t ∈ R et E(etX) = exp(λ(et − 1))
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I.A.3.a) � cas 1 : X ≥ 0
Alors a ≤ t ≤ b⇒ tX ≤ tb⇒ etX ≤ etb (car exp croissante)

cas 2 : X ≤ 0
Alors a ≤ t ≤ b⇒ tX ≤ ta⇒ etX ≤ eta (car exp croissante)

Dans tout les cas on a donc : ∀t ∈ [a, b] , etX ≤ eta + etb

� Comme on a supposé E(eta) < +∞ et E(etb) < +∞ alors, avec l'inégalité ci-dessus, et par comparaison :

∀t ∈ [a, b] , E(etX) < +∞

� ∀(a, b) ∈ {t ∈ R , E(tX) < +∞} tel que a < b on a [a, b] ⊂ {t ∈ R , E(tX) < +∞}. On a donc une partie

convexe de R et on en déduit que : {t ∈ R , E(etX) < +∞} est un intervalle.

I.A.3.b) � Pour y au voisinage de +∞ : eay + eby = eby(1 + exp((a− b︸ ︷︷ ︸
<0

)y)) donc eay + eby ∼ eby

Alors θk,t,a,b(y) ∼ ykety

eby
∼ ykexp((t− b)︸ ︷︷ ︸

<0

y) −→
y→+∞

0

� Pour y au voisinage de +∞ : eay + eby = eay(1 + exp((b− a︸ ︷︷ ︸
<0

)y)) donc eay + eby ∼ eay

Alors θk,t,a,b(y) ∼ ykety

eay ∼ yke((t− a)︸ ︷︷ ︸
>0

y) −→
y→−∞

0

� Bilan : lim
y→+∞

θk,t,a,b(y) = lim
y→−∞

θk,t,a,b(y) = 0

� θk,t,a,b est continue sur R et de limites nulles en +∞ et −∞, donc θk,t,a,b est bornée sur R.

I.A.3.c) En utilisant le I.A.3.b) : ∃M ∈ R , ∀y ∈ R , |θk,t,a,b(y)| ≤M et donc |y|k ety ≤M(eay + eby)

Donc |X|k etX ≤M(eaX + ebX)

Comme au a) on en déduit que : E(|X|k etX) < +∞

I.A.3.d) Comme au a) on a ∀t ∈ [c, d] , ∀y ∈ R , |θk,t,a,b(y)| ≤ |y|k ecy+edy

eay+eby

Donc, au voisinage de +∞ (comme au b)) : |θk,t,a,b(y)| ≤ |y|k ecy+edy

eay+eby
∼ |y|k edy

eby
∼ |y|k exp((d− b)︸ ︷︷ ︸

<0

y) −→
y→+∞

0

On a utilisé : d < b

Au voisinage de −∞ (comme au b)) : |θk,t,a,b(y)| ≤ |y|k ecy+edy

eay+eby
∼ |y|k ecy

eay ∼ |y|k exp((c− a)︸ ︷︷ ︸
>0

y) −→
y→−∞

0

On a utilisé : a < c

On démontre alors que y 7→ |y|k ecy+edy

eay+eby
est bornée sur R comme à la �n du b).

On a donc : ∃Mk,a,b,c,d , ∀t ∈ [c, d] , ∀y ∈ R , |θk,t,a,b| ≤Mk,a,b,c,d

I.A.4.a) � Soit I l'ensemble des t ∈ R tel que E(etX) < +∞
On sait déjà que I est un intervalle d'après la question I.A.3.a).

� Soit t ∈ [−τ, τ ]
Alors et|X| ≤ eτ |X| et comme X véri�e (Cτ ) alors E(eτ |X|) < +∞
Par comparaison on a donc E(et|X|) < +∞ et donc t ∈ I

� Bilan : I est un intervalle contenant [−τ, τ ]
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I.A.4.b) Comme X(Ω) est �ni, pas le théorème de transfert : E(etX) =
∑

x∈X(Ω)

etxP (X = x) est une somme FINIE

de fonctions C∞ sur R.

Donc X(Ω) �nie ⇒ φX ∈ C∞(R)

Remarque : I = R et on a bien φX continue sur I et C∞ à l'intérieur de I.

I.A.4.c) Avec les notations de l'énoncé : φX(t) =
+∞∑
n=1

pne
txn

On pose : ∀n ∈ N∗ ,
fn : I −→ R

t 7−→ pne
txn

Par dé�nition de I,
∑
n≥1

fn converge simplement vers φX sur I.

� Soit [a, b] un segment inclus dans I. Alors, avec I.A.3.a) : ∀t ∈ [a, b] , 0 ≤ fn(t) ≤ fn(a) + fn(b)
Comme

∑
(fn(a) + fn(b)) est convergente, alors, avec l'inégalité ci-dessus,

∑
fn converge normalement et donc uni-

formément sur [a, b]

Les fn sont continues sur [a, b] et
+∞∑
n=1

fn converge uniformément vers φX sur [a, b].

On en déduit que φX est continue sur [a, b].
Comme φX est continue sur tout segment de I et que I est un intervalle donc est la réunion de ses segments alors :

φX est continue sur I.

� Soit [a, b] un segment inclus dans I et [c, d] un autre segment strictement inclus dans [a, b] pour pouvoir utilisé
I.3.d)

Les fn sont C∞ sur R Pour tout i ∈ N on a : ∀t ∈ I , f
(i)
n (t) = pnx

i
ne

txn

Donc
∣∣∣f (i)n (t)

∣∣∣ ≤ |xn|i pnetxn

On a alors, avec I.A.3.d) ∃Mi,a,b,c,d tel que :
∣∣∣f (i)n (t)

∣∣∣ ≤Mi,a,b,c,d(fn(c) + fn(d))

Et a donc
∑
f
(i)
n qui converge normalement, donc uniformément et donc simplement sur [c, d].

On a pour tout k ∈ N∗ :


les fn sont de classe Ck sur [c, d]

∀i ∈ J0; k − 1K ,
∑
f
(i)
n converge simplement sur I∑

f
(k)
n converge uniformément sur [c, d]

,

on en déduit alors que φX est de classe Ck sur [c, d].
Comme ceci est valable pour tout k ∈ N∗ et tout segment [c, d] construit comme en début de question, alors :

φX est C∞ sur l'intérieur de I.

� Bilan : φX est continue sur I et C∞ sur l'intérieur de I.

I.A.4.d) Le c) permet aussi de conclure que pour tout t ∈
◦
I (intérieur de I) et tout k ∈ N on a :

φ
[k)
X (t) =

+∞∑
n=1

f
(k)
n (t) =

+∞∑
n=1

pnx
k
ne

txn

Par la formule du transfert, comme la série est convergente, on a : ∀t ∈
◦
I , φ

(k)
X (t) = E(XketX)
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I.A.4.e) ψX est bien dé�nie car φX(t) > 0 et dérivable. On a : ψ′
X(t) =

φ′′
X(t)φX(t)−φ′

X(t)

(φX(t))2

Avec le résultat de d) : ψ′
X(t) = E(X2etX)E(etX)−(E(XetX))2

(φX(t))2

Si on note U = XetX/2 et V = etX/2 alors : ψ′
X(t) = E(U2)E(V 2)−(E(UV ))2

(φX(t))2

On peut alors utiliser le I.A.1) pour avoir ψ′
X(t) ≥ 0

On a de plus : ψ′
X(t) = 0

si et seulement si ∃λ , λV + U est presque sûrement nulle.

si et seulement si ∃λ , λetX/2 +XetX/2 est presque sûrement nulle.

si et seulement si ∃λ , λ+X est presque sûrement nulle (car etX/2 ̸= 0)
si et seulement si X est presque sûrement constante.

Donc, si X n'est pas presque sûrement constant alors ψ′
X(t) > 0

� Bilan : ψX est croissante sur I et, si X n'est pas presque sûrement constante, ψX est strictement croissante sur I.

I.B.1) Par linéarité de l'espérance E(Sn) =
n∑

k=1

E(Xk) et comme les Xk ont tous la même espérance

E(Xk) = E(X) alors E(Sn) = nE(X)

Comme X admet un moment d'ordre 2, alors Sn aussi, et on peut utiliser l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev pour

obtenir : P (|Sn − E(Sn)| ≥ nδ) ≤ V (Sn)
(nδ)2

Les Xk sont indépendantes, donc V (Sn) =
n∑

k=1

V (Xk) = nV (X)

Reporter dans l'inégalité ci-dessus, comme V (Sn)
(nδ)2

= nV (X)
(nδ)2

= V (X)
nδ2

on a : P (|Sn − nE(X)| ≥ nδ) ≤ V (X)
nδ2

I.B.2) nu < Sn < nv ⇔ n(u− E(X)) < Sn − nE(X) < n(v − E(X))

Si on pose δ =Min(n(v − E(X)), n(E(X)− u)) > 0 alors |Sn − nE(X)| < nδ ⇒ nu < Sn < nv
et donc P (|Sn − nE(X)| < nδ) ≤ πn = P (nu < Sn < nv)

En passant par l'événement contraire : P (|Sn − nE(X)| < nδ) = 1− P (|Sn − nE(X)| ≥ nδ)

Avec le I.B.1) on a alors : 1− V (X)
nδ2

≤ πn ≤ 1 (πn ≤ 1 est évident)

Comme V (X)
nδ2

−→
n→+∞

0 alors, par encadrement : lim
n→+∞

πn = 1

I.C.1) � Montrons par récurrence que : ∀q ∈ N , uqm ≥ qum

Initialisation :

On a : u0+0 ≥ u0 + u0 ⇒ u0 ≥ u0 + u0 ⇒ u0 ≥ 0, on a donc le resultat pour q = 0

Hérédité :

Soit q ∈ N, on suppose vraie : uqm ≥ qum
Alors u(q+1)m ≥ uqm + um ≥ qum + um = (q + 1)um et on a le résultat au rang q + 1

Conclusion : ∀q ∈ N , uqm ≥ qum

� Alors, si n = qm+ r on a : un ≥ uqm + ur ≥ qum + ur on a donc : un ≥ qum + ur

� Comme ns = (qm+ r)s = qms+ rs alors un − ns ≥ qum + ur − (qms+ rs) = q(um −ms) + ur − rs

On a donc : un − ns ≥ q(um −ms) + ur − rs
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I.C.2) avec I.C.1) : un
n − s ≥ q

n(um −ms) + ur−rs
n

⇒ un
n ≥ q

num − qms
n + ur−rs

n + s
⇒ un

n ≥ um
m + ( qn − 1

m)um + ur
n + (−qm

n − r
n + 1)s

⇒ un
n ≥ um

m + qm−n
nm um + ur

n + (−qm−r
n + 1)s

⇒ un
n ≥ um

m + qm−(qm+r)
nm um + ur

n + (−1 + 1)s
⇒ un

n ≥ um
m + −r

nmum + ur
n

Mais
∣∣ −r
nmum + ur

n

∣∣ ≤ r
nm |um|+ 1

nMax(|u0| , . . . , |um−1|) −→
n→+∞

0

Donc ∃N ∈ N∗ , ∀n ≥ N ,
∣∣ −r
nmum + ur

n

∣∣ ≤ ε et donc un
n ≥ um

m − ε

Bilan : ∀m ∈ N∗ , ∀ϵ > 0 , ∃N ∈ N∗ , ∀n ≥ N , un
n ≥ um

m − ε

I.C.3) Par dé�nition de s, on a déjà ∀n ∈ N∗ , un
n ≤ s

Soit ε > 0. Alors, par dé�nition de s, ∃m ∈ N∗ , um
m ≥ s− ε

En utilisant le I.C.2) et le début de la question, on a : ∀ε > 0 , ∃N ∈ N∗ , ∀n ≥ N , 1− 2ε ≤ un
n ≤ s

Donc, par dé�nition de la limite on a : lim
n→+∞

un
n = s

II.A.1) � Commençons par l'implication facile.

Si on suppose que : ∀n ∈ N∗ , P (Sn ≥ na) = 0 alors, en particulier pour n = 1 on a : P (X1 ≥ a) = 0 et comme X et

X1 suivent la même loi alors P (X ≥ a) = 0

� Réciproquement. Supposons que P (X ≥ a) = 0 et montrons que : ∀n ∈ N∗ , P (Sn ≥ na) = 0
On raisonne par récurrence sur n ∈ N∗.

Initialisation : au rang n = 1
Comme X1 ∼ X alors P (X ≥ a) = 0 ⇒ P (X1 ≥ a) = 0 ⇒ P (S1 ≥ a) = 0
La récurrence est initialisée.

Hérédité : On suppose la propriété vraie au rang n.

Comme Sn+1 = Sn +Xn+1 alors, si (Sn < a) et Xn+1 < a on a Sn+1 < (n+ 1)a.
On remarque donc que (Sn+1 ≥ (n+ 1)a) ⊂ (Sn ≥ a) ∪ (Xn+1 ≥ a)
Alors P (Sn+1 ≥ (n+ 1)a) ≤ P (Sn ≥ a) + P (Xn+1 ≥ a)
Comme Xn+1 ∼ X et par hypothèse de récurrence : P (Sn+1 ≥ (n+1)a) ≤ 0+ 0 = 0 et donc P (Sn+1 ≥ (n+1)a) = 0

Conclusion : ∀n ∈ N∗ , P (Sn ≥ na) = 0

� On a donc démontrer par double implications que : P (X ≥ a) = 0 ⇔ ∀n ∈ N∗ , P (Sn ≥ na) = 0

II.A.2.a) Sm+n − Sm =
m+n∑

k=m+1

Xk =
n∑

p=1
Xp+n

Mais comme les Xk sont indépendantes alors la fonction génératrice de Sm+n − Sm vaut GSm+n−Sm =
n∏

p=1
GXp+n

Mais comme tout les Xk suivent la même loi que X alors : GSm+n−Sm = (GX)n

De même Sn =
n∑

p=1
Xp donc GSn = (GX)n

On a donc GSn = GSm+n−Sm et on en déduit que : Sm+n − Sm et Sn suivent la même loi.
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II.A.2.b) On remarque que : (Sn ≥ nb) et (Sm+n − Sn ≥ mb) ⇒ Sn + Sm+n − Sn ≥ nb+mb = (n+m)b

Donc :
(
(Sn ≥ nb) ∩ (Sm+n − Sn ≥ mb)

)
⊂ (Sn + (Sm+n − Sn) ≥ (m+ n)b) = (Sm+n ≥ (m+ n)b)

Donc P
(
(Sn ≥ nb) ∩ (Sm+n − Sn ≥ mb)

)
≤ P (Sm+n ≥ (m+ n)b)

Par le lemme des coalitions Sn et Sm+n − Sn sont indépendantes donc :

P (Sn ≥ nb)P (Sm+n − Sn ≥ mb) ≤ P (Sm+n ≥ (m+ n)b)

Mais, par le a), Sm+n − Sn et Sm suivent la même loi donc :

P (Sn ≥ nb)P (Sm ≥ mb) ≤ P (Sm+n ≥ (m+ n)b

II.A.3) � On a P (X ≥ a) > 0 donc P (X1 ≥ a) > 0 et donc P (S1 ≥ a) > 0
Avec II.A.2) : P (S2 ≥ 2a) ≥ P (S1 ≥ a)P (S1 ≥ a) = P (S1 ≥ a)2 > 0

Par récurrence on a P (Sn ≥ na) ≥ P (S1 ≥ a)n > 0 et donc on peut dé�nir la suite
(
ln(P (Sn≥na))

n

)
n≥1

� On remarque que grâce au a), que la suite
(
ln(P (Sn≥na))

n

)
n≥1

est suraditive et majorée par 0, donc, en utilisant

le I.C., il existe γa = sup{ ln(P (Sn≥na))
n , n ∈ N∗} telle que : lim

n→+∞
ln(P (Sn≥na))

n = γa

Comme les éléments de la suite sont négatif, on en déduit γa ≤ 0
Comme γa est un sup on a : ln(P (Sn≥na))

n ≤ γa et en passant à l'exp (croissante) :

∀n ∈ N∗ , P (Sn ≥ na) ≤ enγa

II.B.1) � E(etSn) = E(e
t

n∑
k=1

Xk

) = E(
n∏

k=1

etXk)

On utilise l'indépendance des Xk et donc des etXk pour avoir : E(etSn) =
n∏

k=1

E(etXk)

On utilise maintenant que les Xk suivent toutes la même loi que X : E(etSn) =
n∏

k=1

E(etX)

Mais E(etX) = φX(t) donc ∀n ∈ N∗ , ∀t ∈ I ∩ R+ , E(etSn) = (φX(t))n

Remarque : pour cette égalité, t ∈ I su�t pour que φX(t) existe.

� Pour t > 0, (Sn ≥ na) = (tSn ≥ tna) = (etSn ≥ enta)

Par l'inégalité de Markov on a : P (etSn ≥ enta) ≤ E(etSn )
enta = (φX(t))n

enta en utilisant le début de la question.

On a �nalement, pour t > 0 : P (Sn ≥ na) ≤ (φX(t))n

enta

Ce résultat reste valable pour t = 0 car une probabilité est toujours plus petite que 1 (en0a = 1).

Conclusion : ∀t ∈ I ∩ R+ , P (Sn ≥ na) ≤ (φX(t))n

enta

II.B.2.a) On reprend la dernière inégalité trouvée (au II.B.1) pour n = 1 et on a :

P (S1 ≥ a) ≤ φX(t)
eta ⇔ P (X ≥ a) ≤ φX(t)

eta

En prenant le ln : ln(P (X ≥ a) ≤ ln(φX(t))− ta = χ(t)

On en déduit : χ est minorée sur I ∩ R+

II.B.2.b) � Comme ∃τ > 0 tel que X véri�e (Cτ ) on peut utilise I.A.4) et on a φX qui est C∞ sur [−τ, τ ]. On peut

donc appliquer Taylor Young en 0 et on a pour t au voisinage de t = 0 :

φX(t) = φX(0) + tφ′
X(0) + o(t)

Mais φX(0) = E(e0X) = E(1) = 1 et, en utilisant I.A.4.d) φ′
X(0) = E(X) donc φX(t) = 1 + E(X)t+ o(t)
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On en déduit : χ(t) = ln(1 + E(X)t+ o(t))− ta = E(X)t+ o(t)− ta = (E(X)− a)t+ o(t)

Mais comme par hypothèse a > E(X) alors E(X)− a < 0 et donc χ(t) ∼
t=0

(E(X)− a)t

� On déduit de l'équivalent précédent que χ prend des valeurs strictement négatives sur I ∩ R+ et donc, comme

ηa est un inf sur au moins une valeur strictement négative alors ηa < 0

II.B.2.c) � Par dé�nition de ηa, il existe (tk)k∈N ∈ (I ∩ R+)N telle que : lim
k→+∞

χ(tk) = ηa

Alors, quand k → +∞ : ln(φX(tk))− tka = ηa + o(1)
⇒ ln(φX(tk)) = ηa + tka+ o(1)
⇒ φX(tk) = exp(ηa + tka+ o(1))
⇒ φX(tk)

n = exp(nηa + ntka+ o(1)) (on travaille avec n ∈ N∗ �xé)

⇒ φX(tk)
n

entka = exp(nηa + o(1))

En utilisant II.B.1) : P (Sn ≥ na) ≤ (φX(t))n

enta = exp(nηa + o(1))
En passant à la limite (k → +∞) : P (Sn ≥ na) ≤ exp(nηa)

On a donc : ∀n ∈ N∗ , P (Sn ≥ na) ≤ enηa

� Avec l'inégalité précédente : ln(P (Sn≥na))
n ≤ ηa

En passant à la limite (n→ +∞) ci-dessus, on obtient : γa ≤ ηa < 0

II.B.2.d.i) � Si X ↪→ B(p) avec 0 < p < 1, alors E(X) = p et, comme X(Ω) = {0, 1},

P (X ≥ a) =


0 si a > 1

p si 0 < a ≤ 1

1 si a ≤ 0

On veut P (X ≥ a) > 0 donc il faut a ≤ 1 et on veut a > E(X) donc il faut a > p

Pour avoir les deux conditions il faut : a ∈]p, 1]

� φX(t) = E(etX) donc par le théorème de Transfert : φX(t) = (1− p)× 1 + pet = (1− p) + pet

Alors : χ(t) = ln(φX(t))− ta = ln((1− p) + pet)− ta. On a : χ ∈ C∞(R).

Si on dérive : χ′(t) = pet

(1−p)+pet − a = pet−a(1−p)−apet

(1−p)+pet = p(1−a)et−a(1−p)
(1−p)+pet

p(1− a)et − a(1− p) = 0 ⇔ et = a(1−p)
p(1−a) ⇔ t = ln(a(1−p)

p(1−a))

Posons t0 = ln(a(1−p)
p(1−a)), alors, comme on sait que χ admet un minimum, ce minimum est atteint en t0 et vaut :

χ(t0)
= ln((1− p) + pet0)− at0
= ln((1− p) + pa(1−p)

p(1−a))− aln(a(1−p)
p(1−a))

= ln((1− p) + a(1−p)
(1−a) )− aln(a(1−p)

p(1−a))

= ln(1−p−a+ap+a−ap
1−a )− aln(a(1−p)

p(1−a))

= ln( 1−p
1−a)− aln(a(1−p)

p(1−a))

= ln( 1−p
1−a)− a[ln( (1−p)

1−a ) + ln(ap )]

= (1− a)ln( 1−p
1−a)− aln(ap )

On a donc : ηa = (1− a)ln( 1−p
1−a)− aln(ap )
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II.B.2.d.ii) � Si X ↪→ P (λ) avec 0 < λ, alors E(X) = λ

Alors X(Ω) = N ⇒ P (X ≥ a) > 0 pour tout a ∈ R et la condition a > E(X) donne a ∈]λ,+∞[

� φX(t) = E(etX) donc par le théorème de Transfert :

φX(t) = E(etX) =
+∞∑
k=0

P (X = k)etk =
+∞∑
k=0

e−λ λk

k! (e
t)k = e−λ

+∞∑
k=0

(λet)k

k! = e−λexp(λet)

On a donc φX(t) = exp(λet − λ)

Alors : χ(t) = ln(φX(t))− ta = λet − λ− ta On a : χ ∈ C∞(R).

Si on dérive : χ′(t) = λet − a, donc χ est minimum en t0 = ln( aλ) et ηa = λ a
λ − λ− aln( aλ) = a− λ− aln( aλ)

Conclusion : ηa = a− λ− aln( aλ)

II.C.1.a) Par la formule de transfert E(etX) =
∑

x∈X(Ω)

etxP (X = x), on en déduit directement :

∑
x∈X(Ω)

etxP (X=x)
E(etX)

= 1

II.C.1.b) � Par la formule dé�nissant E(X ′) : E(X ′) =
∑

x∈X′(Ω)

xP (X ′ = x)

Comme X ′(Ω) = X(Ω) et par dé�nition de P (X ′ = x) :

E(X ′) =
∑

x∈X′(Ω)

x etxP (X=x)
E(etX)

= 1
E(etX)

∑
x∈X(Ω)

xetxP (X = x) = 1
E(etX)

E(XetX)

Et avec la question I.A.4.d) : E(X ′) =
φ′
X(t)

φX(t)

� D'après ce qui précède E(X ′) = ψX(t) avec ψX =
φ′
X

φX
strictement croissante sur I d'après I.A.4.e)

Comme χ′ = ψX − a et que χ est minimale en σ alors χ′(σ) = 0 et donc ψX(σ) = a
Comme t > σ et que ΨX est strictement croissante : alors ψX(t) > ψX(a) et donc E(X ′) = ψX(t) > ψX(σ) = a

On a bien : E(X ′) > a

II.C.2.a) On remarque qu'avec la fonction f proposée par l'énoncé : P (na ≤ S′
n ≤ nb) = E(f(X ′

1, . . . , X
′
n)), donc

avec la propriété admise : P (na ≤ S′
n ≤ nb) = E(f(X1,...,Xn)etSn )

(φX(t))n

On a : E(f(X1, . . . , Xn)) =
∑

(x1,...,xn)∈(X(Ω))n
P (X1 = x1 ∩ · · · ∩Xn = xn)f(x1, . . . , xn)e

tSn

Vu la dé�nition de f : E(f(X1, . . . , Xn)) =
∑

(x1,...,xn)∈(X(Ω))n
na≤x1+···+xn≤nb

P (X1 = x1 ∩ · · · ∩Xn = xn)e
tSn

Comme x1 + · · ·+ xn = Sn ≤ nb alors :
E(f(X1, . . . , Xn)) ≤

∑
(x1,...,xn)∈(X(Ω))n
na≤x1+···+xn≤nb

P (X1 = x1 ∩ · · · ∩Xn = xn)e
tnb

= [
∑

(x1,...,xn)∈(X(Ω))n
na≤x1+···+xn≤nb

P (X1 = x1 ∩ · · · ∩Xn = xn)]e
tnb

Mais
∑

(x1,...,xn)∈(X(Ω))n
na≤x1+···+xn≤nb

P (X1 = x1 ∩ · · · ∩Xn = xn) ≤
∑

(x1,...,xn)∈(X(Ω))n
na≤x1+···+xn

P (X1 = x1 ∩ · · · ∩Xn = xn)

≤ P (na ≤ x1 + · · ·+ xn) = P (Sn ≥ na)
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Donc E(f(X1, . . . , Xn)) ≤ P (Sn ≥ na)etnb

Comme on avait : P (na ≤ S′
n ≤ nb) = E(f(X1,...,Xn)etSn )

(φX(t))n on a �nalement : P (na ≤ S′
n ≤ nb) ≤ P (Sn ≥ na) etnb

(φX(t))n

II.C.2.b) � A la question II.B.2.c) on a déjà montrer que : γa ≤ ηa < 0

� En posant π′n = P (na ≤ S′
n ≤ nb) alors avec la question I.B.2) on a lim

n→+∞
π′n = 1

(en e�et on a bien a < E(X ′) < b et on peut appliquer le résultat de I.B.2))

Avec le II.A.3) P (Sn ≥ na) ≤ enγa

On a donc , en utilisant le a) : π′n ≤ enγa etnb

(φX(t))n ou encore π′
n

etnb (φX(t))n ≤ enγa

On prend le ln et on obtient : ln(π′n) + nln(φX(t))− ntb ≤ nγa
On divise par n : ln(π′

n)
n + ln(φX(t))− tb ≤ γa

On sait que lim
n→+∞

π′n = 1 et donc : ln(φX(t))− tb ≤ γa

Que l'on peut encore écrire : ln(φX(t))− at+ at− tb ≤ γa ⇔ χ(t) + (a− b)t ≤ γa

Cette dernière inégalité est valable pour t > σ à l'intérieur de I et b tel que b > ψX(t)

On �xe t et on fait tendre b vers ψX(t) et on obtient : χ(t) + (a−ΨX(t))t ≤ γa

On fait maintenant tendre t vers σ, et par continuité de Ψ et de χ : χ(σ) + (a−ΨX(σ))σ ≤ γa

Mais χ(σ) = ηa et ψX(σ) = a donc ηa ≤ γa

� Comme on a vu l'autre inégalité alors : ηa = γa

II.C.3.a) � On va réutilisé ce qu'on a vu avec X qui suit une loi de Bernoulli de paramètre p = 1
2

Ainsi Sn = X1 + · · ·+Xn suit une loi de Binomiale de paramètre (n, 12)

� On pose a = α+ 1
2 , donc on a bien a ∈]12 , 1] =]p, 1] et on peut utiliser le II.B.2.d.i) pour avoir :

ηa
= (1− a)ln( 1−p

1−a)− aln(ap )

= (12 − α)ln(
1
2

1
2
−α

)− (α+ 1
2)ln(

α+ 1
2

1
2

)

= (12 − α)ln( 1
1−2α)− (α+ 1

2)ln(2α+ 1)

= (α− 1
2)ln(1− 2α)− (α+ 1

2)ln(2α+ 1)

� On a 1
2nUn = 1

2n
∑

k∈An

(
n
k

)
=

∑
k∈An

1
2n

(
n
k

)
=

∑
k∈An

P (Sn = k)

Vu la dé�nition de An alors : 1
2nUn = P (

∣∣Sn − n
2

∣∣ ≥ αn)

Comme P (Sn = k) = P (Sn = n− k) ("symétrie" de la loi binomiale) alors :

P (
∣∣Sn − n

2

∣∣ ≥ αn) = 2P (Sn − n
2 ≥ αn) = 2P (Sn ≥ na)

On a alors : 1
2nUn = 2P (Sn ≥ na)

� En prenant le ln ci-dessus : −nln(2) + ln(Un) = ln(2) + ln(P (Sn ≥ na))

donc ln(Un)
n = n+1

n ln(2) + ln(P (Sn≥na))
n

On passe à la limite (n→ +∞) en utilisant la question II.A.3) : lim
n→+∞

ln(Un)
n = γa + ln(2) = ηa + ln(2)
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� En repassant à l'exponentielle : lim
n→+∞

(Un)
1
n = 2eηa

� Compte tenu du calcul de début de question : lim
n→+∞

(Un)
1
n = 2 (1−2α)α− 1

2

(1+2α)α+1
2

II.C.3.b) On va faire comme à la question précédente avec X ↪→ P (λ).
On a alors : Sn ↪→ P (nλ) (cf exo, direct avec les fonctions génératrices)

On a : α > λ = E(X) et P (X ≥ α) > 0)

On remarque que : Tn = enλP (Sn ≥ αn)

En prenant le ln : ln(Tn) = nλ+ ln(P (Sn ≥ αn) et donc ln(Tn)
n = λ+ ln(P (Sn≥αn)

n

En passant à la limite lim
n→+∞

ln(Tn)
n = λ+ ηα

Mais d'après II.B.2.d.ii) : ηα = α− λ− αln(αλ )

Donc lim
n→+∞

ln(Tn)
n = λ+ α− λ− αln(αλ ) = α− αln(αλ ) = α− αln(αλ )

Donc lim
n→+∞

(Tn)
1
n = eα(λα)

α
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