PSI* 2024-2025
Mathématiques : Correction du devoir a la maison n°13

Exercice : ccINP 2024 PSI, Equivalent de Stirling

Q19) Soit z € R. Alors t — t*~Le~! est continue sur ]0, +oo]

Sur |0, 1]
Au voisinage de 0 : t"te™t ~ 17l = L > 0
Donc, par la régle de ’équivalent pour les intégrales de fonctions positives :
1 1
ftx_le_tdt est de méme nature que f ﬁdaj qui est, par Riemann convergente si et seulement sil —x <1< x>0
0

0
Sur [1; +o00]
Au voisinage de +o0 : t* " le™t = o( %

t2) par comparaison exp-puissance et donc, comme t > t% est intégrable sur [1, +o00[

+00
(Riemann), alors par régle de comparaison ¢ — t*~le™" est intégrable sur [1,+oo[ et [ t*~le~!dt est convergente.
1

+00 +o0 1
Comme [ t*"le~!dt convergente & [ t*~le~!dt convergente et [t*~le~!dt convergente, alors :
0 1 0

o
[ t*~le~tdt est convergente si et seulement si z > 0
0

Q20) e Soit € > 0 et A > 0. Alors par intégration par partie avec des fonctions C! sur [e, A] :
A A
Jtr e tdt = [Ce A + [Letat

€ €
Puis comme les intégrales sont convergentes et avec les limites usuelles :

A A
A* €*
/tx—le—tdt _ 76_14 _Z e € _|_% tﬂ:-l-l—le—tdt
€T T
2 —— N~ .

———— A—>0 —>(? ——
— () e < —T(z+1)
e—0 e—0
A—+oco A—+oco

On en déduit donc : ’Vm >0, MNz+1) =a(x) ‘

e Montrons par récurrence sur n € N* que : Vn € N* | I'(n) = (n — 1)!

Initialisation pour n =1 :
+infty +o0
()= [ tletdt= [ etldt=[-etj*=-0+1=1=(1-1)!
0 0

On a bien la propriété au rang 1
Hérédité : On suppose la propriété vraie au rang n.
Alors on a I'(n) = (n — 1)!

Avec la relation trouvée en début de question 20) : I'(n+ 1) =nl'(n) =nx (n—1)l =nl=(n+1-1)!
On a la relation au rang n + 1.

Conclusion : On a montrer par récurrence que : ’Vn eN* I'(n) =(n— 1)!‘




Q21) Montrons par récurrence sur n € N que : I'(n + ) = 23:31', N

Initialisation :

Effectuons le changement de variable C! bijectif u = ¢? dans I'intégrale de Gauss qui nous est donnée.
On obtient :
+00

0 +00 +o00
xE = of e dt = of e v \%du-l of ety 2du = 3 ({ et/ 1dy = 1iT(3)

On en déduit T'(3) = ﬁ
Comme pour n =0 on a : 22nn,\f \/m, la relation voulue est bien vérifiée au rang 1.

Hérédité :
I'(n+ %) , T on multlphe par n + 2 2n2+1
( ) (n+ ) 2n+1 an ,ﬁ on utilise le début de Q20)
2n+2) (2n+1)
((n + 1) %) ( Z+1§ n2 22nn| f

_ (2n+42)! 2

La relation au rang n 1mphque celle au rang n + 1.

. ) (2n)!
Conclusion : On a montrer par récurrence que : |I'(n + ) = 22,?31,\f

Q22) Soit n € N*

Zpk

n—1 k+%
=St - i
k=1 hol
n—1 n—1k+%
=3 in(k) — J lin(t)dt
k= k=1p_1
n—1 n—1lt3
=in([[ k) — [ In(t)dt par relation de Chasles et propriété du in
k=1 1,%

n—1

In ()dt+2pk

[N

On a donc bien : |Vn € N* | In(T'(n)) =

m““ﬁf




k+3
Q23) pr, = In(k) — [ In(t)dt

1
k=3

On effectue le changement de variable C! : u =t — k dans l'intégrale :
1

In(u+k)dt =In(k) — ﬁ In(u+k)du — fln(u + k)du
1 0

o=

pre = In(k) —

2

variable t = —u dans la premiére intégrale (et t = u dans la seconde).
1

2
In(k —t)dt — [in(k + t)dt
0

D =

Changement d

pr = In(k) —

O =i~

Mais In(k) = 2 [ In(k)dt donc

O — =

(2ln(k) — In(k — t) — In(k + t))dt =

1 1 1
2 2 2 2 2 42 2 2
Ok = ln(‘(k,g(kﬂ))dt = Ofl”(k‘zk_ﬁ)dt = —Ofln(k th Jdt = — «()f In(1 — lij)dt

O —i=
O%M‘H

N

1

2
On a bien : |Vk € N* |, pp = [[2in(k) — In(k — t) — In(k + t)]dt = — [ In(1 — 5)dt
0 0

Q24) e Posons Yy € [0,1], A(y) = —In(l —y)
Alors A est dérivable sur [0, 1] et A'(y) = ﬁ > 0 donc A est croissante sur [0, 1]

Comme A(0) = 0 on en déduit : Vk € N* |, 0 < —in(1 — ,’;—22) < —In(1— k%)

1

3
Donc, avec Q23) : 0 < pj, < [ —In(1 — 75)dt = —5In(l — &) ~ 5z
0

Comme k% est une série de Riemann convergente alors, par régle de comparaison, pour les séries a termes positifs

on a : est convergente.
o gente.

Q25) e Pour commencer, calculons :
1

n—=

2
[ In(t)dt par intégration par parties (fonctions C1)
1
2

@
= (= Pin(n— )~ 3in(y) ~ (n—§ =)
=(n—3)ln(n—3) —n+1+3in(2)

n—1
e De plus > pg est convergente donc 3C € R, Y~ pp = C +0(1)
k=1

e On regroupe ces deux résultats dans la relation de Q22) :

L
=
2

3
|

—1

in(t)dt + 'Y py
k=1

N

I
M\HS

=(n—3)n(n—3)—n+1+1n2)+C+o(1)

= (n— %)ln(n(l — o)) — n+t 1+ %ln(Z)l—l— C +o(1)

= (n—3)ln(n) +in(l — 5.)] =n+ 1+ 5In(2) + C +o(1)

= (n—Hn(n) — 3= +o(1)] —n+ 1+ 3n(2) + C +o(1)

=(n—3)n(n) — 3 +o(l) —n+ 1+ 3in(2) + C +o(1)
(n—3)n(n) —n+ 3+ 3In(2) + C +o(1)

En posant ¢ = £ + 3In(2) + C on a bien : |In(I'(n)) = (n — 3)In(n) — n+c+ o(1)




e En prenant 'exponentielle dans la relation ci-dessus :

I'(n) = exp((n — %)ln(n))e;rp(—n)ea:p(c +0o(1)) = n”_%ewp(—n)(exp(c) +0(1))

Donc en prenant 1’équivalent : | T'(n) ~ en""ze”

n

Q26) Comme on admet que 'intégrale est convergente, on peut effectuer le changement de variable C! bijectif

1 1
u==Letona:Ty(z)=[(nu)* (1 —u)"(ndu) donc | Tp(z) =n" [u*" 11— u)"du
0 0

Q27) Soit > 0. Montrons par récurrence sur N € N* que I',,(z) = m

Initialisation pour n =1 :
On utilise Q26) :

1 1
I(z) = 1x0fuz*1(1 —u)du = ({[umfl —u®)du = [ — ](1) % —

_ 1 _ n®n!
T x+1 0=

z(xz+1) = z(z+1)...(x+n)

1 _
x+1

Hérédité : Par intégration par partie (toujours en partant de Q26)

Cpi1(z) fug” Y1 —w)ldu = (n+ 1) ([u—z(l u)" )} —&—fl%(n +1)(1 - u)"du)
R , 0
=0
= (n+ 1)zl fluI“*l(l —u)"du

0

Donc I'yy1(z) = (n+ 1)x+1%%

En utilisant la relation de récurrence au rang n :

_ z+11 n! _ x n+1)!
Lnja(z) = (n+1) z @) (a+2). (atntl) (n+1) (@ +1)(@12)...(z+n+1)

On a bien la relation au rang n + 2

Conclusion : on a montrer par récurrence que : |Vx >0, Vn e N* | ' (z) = Wnéﬂf“'”)

(Q28) e Dans cette question, on travaille avec z > 0 fixé et on pose, pour tout n € N* |

’Yn : ]07 +OO[ — R
t — ()1 — Lyt
+oo
Ainsi Ty () = [ u(t)dt
0

e Comme pour n assez grand on a t < n alors :
_ t -1 _ t -1 _ t 1 -1 _ -1 —1,—t
T (t) = (1 — 5)"# = exp(nin(l — ﬁ))t"” = ea:p(n(—ﬁ + o(ﬁ)))tm = exp(—t+ o(1))t* n_>—>+oo t*~le
v ¢ ]0,400[ — R

On pose ; L a1t

On a donc la suite de fonctions (v,) qui converge simplement sur |0, +o00| vers la fonction ~y

¢ ult) <31

<:><1_%)ntz 1 <efttx 1
S (1-Hr<er
Snln(l—1) <
Sin(l-1)<

Or la derniére 1negalité est vraie (classique)

on prend le In (bijection)

—t
L

On a donc : v, (t) < ~v(t) et méme : 0 < 7y, (t) < y(¢)



e On a donc (,) qui converge simplement sur |0, +oo[ vers la fonction «y et de plus on a 'hypothése de domination
puisque Vn € N* | Vt €]0, +o00[, |vn(t)| < v(t) avec v qui est intégrable sur |0, +o00[ (puisque son intégrale vaur I'(z))
De plus 7 et les ~, sont continues par morceaux sur |0, +in fty|

On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée et on a :

+o00 +o00 +o00
Jim Ta@)= Hm [ on@de= [l n(e)de= [ y(@)dz =)

e Bilan : |Vz >0, lim T'y(z)=TI(x)
n—+oo

, . . . . T .
e Avec l'expression de Q27) on a directement : nll)l:il_loo m =TI'(z)

Q29) e Pour = > 0 : avec la relation de Q20)
MNz4+n)=(z+n—1I'(z4+n—-1)=(z+n—-1)(z+n—-2)T(z+n—-2)=---=(x+n—-1)(z+n—-2)...(x+1)(x)['(x)

. D(z4n) _ (z4n—1)(z4+n—2)...(z+1)(z)T'(z)
Alors : L'(n)n® — I'(n)n®

On utilise I’équivalent trouver en Q28) et I'(n) = (n — 1)! trouvé en Q20)

n®n! n®n! nZnl
Platn) (z4n—1)(z4n—2)...(z+1) (@) oD "ty - (ztn) -~ x : ~ 1
T'(n)n® n=+oc (n—1)n" n=—+o0 (n—1)In® n=-+o0 (n—1)n" n=—+o0
On a bien : 1;(($+") — 1
nn® 4o
I‘(nJr%)

~ 1

T
I'(n)n2 n—-+oo

e On utilise la relation ci-dessus avec z = % et on a :

Au numérateur on utilise le résultat de la question Q21) et au dénominateur celui de la question Q25). On obtient

(2n)!
alors % ~ 1
e‘n™ " 2e~mn2 n—+oo

En écrivant les factorielles avec T’

(2n+1)y/m et 22" (n + 1)ecn"7%e_"n%
< (2n)I'(2n)y/m et 22”nF(n)ecn”_%e*”n%

< I'(2n)/T ety 22”_1F(n)ecn”7%e_”n%

On réutilise Q25) et on a :
_1 _ _1 1 1
[ec(2n)2n Se 2n]ﬁ ~ 22n 1[€cnn Se n]ecnn e~ "3
n—-+00
On élimine un e et on factorise & droite :
1 1
(271)2”_56_2”\/’7»7 ~ 22n—le—2necn2n—1n§
n—-+0o
On développe & gauche et on simplifie par e~
1 I 1
22n—§n2n—§ﬁ ~ 22nflecn2n—§
n—-+4o0o
On simplifie les n et les puissances de 2 :

2%\/77' ~ e

n—-+o0o

2n .

On a donc | e€ = V27

Remarque : reporter dans Q25) le résultat ci-dessus donne la formule de Stirling



ccINP 2018, PSI : Probléme 2

Q31)OnaVw € 2, | X (w)| <1, comme la variable aléatoire 1 admet une espérance alors| X admet une espérance.

Q32) Théoreme (Inégalité de Markov) :
Soit Y une variable aléatoire discréte réelle positive admettant une espérance.
Alors : Ya >0, P(Y > o) < 2

preuve : On pose A = (Y > «)

On remarque que : aly <Y eneffet, siw e A, (ala)(w) =a <Y (w) par définition de A.
Siwg A, (Y1g)(w)=0<Y(w)carY est positive.

Comme lespérance est croissante : E(aly) < E(Y),
comme lespérance est linéaire : aE(14) < E(Y) et comme E(14) = P(A) alors aP(Y > o) < E(Y)
On a bien démontrer l'inégalité de Markov

La preuve est valable que Y (£2) soit dénombrable ou fini.

Q33) On démontre de méme qu’en Q31) que | X| admet une espérance et en appliquant l'inégalité de Markov on

obtient : |Va > 0, P(|X| > a) < Bzl

Q34) S, (w) > € & tnSy(w) > tne car tn > 0 et comme exp est croissante alors :
Sp(w) > e & exp(tnSy(w)) > exp(tne)
Donc les évenements (S, > ¢) et (exp(tnS,) > exp(tne)) sont les mémes et on a déja :
P(S, > €) = P(exp(tnSy) > exp(tne))

On applique alors I'inégalité de Markov avec Y = exp(tnS,) > 0 et a = €™ et on a :
P(exp(tnSy) > exp(tne)) < Eleap(tnsn))

Mais : E(eap(tnS,)) = B(eap(3- 1)) = B[] eap(t)
k=1
Mais les (X}) sont mutuellement indépendantes, donc E(exp(tnSy)) = [] E(exp(tXy)) et comme les ¢ X, on tous la

méme espérance (celle de tX) on a : E(exp(tnS,)) = [[ E(exp(tX)) = E(e!X)"
k=1

Finalement : | P(S, > ¢) = P(e!™5") < ]E(s::(a)

Q35) ga(z) = 224+ 2(1+ ) — exp(In(a)z) est clairement C™ sur R et gl (z) = 5 + % — In(a)a”

En dérivant une nouvelle fois : g/(x) = —In(a)?a® < 0 donc g/, est décroissante sur R.
ga(-1)=1—a1=0et gy(1) =04 a—a' =0onadonc go(—1) = go(1) =0

ga continue sur [0, 1]
ga dérivable sur ]0,1[ , par le théoréeme de Rolle on a 30 €] — 1,1[ , ¢,(#) = 0. On en déduit le tableau de

9a(0) = ga(1) = 0
variation suivant (on déduit le signe de g/, de sa valeur en 6 et de sa décroissance) :

T -1 0 1
9o () + 0 -
9a(0) On en déduit que ’Vm €[-1,1], ga(z) > 0‘
ga(x) /! N
0 0




Q36) Utilisons la question Q35) avec a =e! > 1 cart>0on aVzr € [-1,1] :

ga(z) = %e_t + HTxet — (et)”C >0 donc |Vt >0, Ve [-1,1], etr < kae_t + HT‘”et

Q37) En utilisant 36), par le théoréme de transfert et par croissance de l'espérance :
E(etY) < E(35Xe ! 4+ HXet)
Par linéarié de I’espérance et puisque X est centrée (E(X) = 0) : E(e!X) < 171122()() 4 HE(X) el = 87;7*'& = ch(t)

On a donc |Vt > 0, E(e!X) < ch(t)

aisonne par équivalence (le cas t = 0 étant évident on simplifiera par 2% ) :

Q38) Onr
i < w5
= (t;k;k)' = %tzilf
& 2Fk! < (2k)!
&2k < ﬁl(Z —1)(2¢) (on a séparé les termes paires et impaires dans (2k)!
1=
& 28k < ﬁ( 2i) [T (20 — 1)

=1

k
& 2kE! < 2kg! H (26 — 1)

.
II

< 1< [](2i —1) évident car le membre de droite est un produit de terme plus grand que 1

i

=1

On adonc |VE e NVie R

2
s o < w9

+o00 +o0
En sommant cette inégalité pour k variant de 0 & +ooona: Vi >0, kz (t%;)' < kz L (t2)k
=0 =0

Et comme on a les DSE du cours on en déduit : ch(t) < e’/2, en combinant avec Q37 on a :

vt >0, E(e) < ef/2

Q39) Posons Vt € R, ¢(t) = exp(—nte + n%)
Alors ¢ est dérivable sur R et Vi € R, ¢/(t) = (—ne + nt)q(t) = nq(t)(t — ¢)

t —00 € +oo
q () - 0+
On en déduit le tableau de variation suivant : 400 +00
9a() e e
q(e)

avec q(g) = exp(—ne? + n%) = exp(—n%)

2
e
n=3

q admet donc un minimum en ¢t = £ et ce minimum vaut e

Q40) e On reprend Q34) qui donne : P(S,, > ¢) < E(eett#

(et?

Avec Q38) : P(S, > ¢) < et:i)n = exp(nt?/2 — tne) = q(t)

Ensuite on minimise le membre de droite en choisissant ¢t = ¢ (Q39)) et on obtient : |[P(S,, <¢) < emp(—n%)




e On remarque que les variables aléatoires —X; suivent les mémes hypotheéses que les X;, a savoir, centrée en 0 et
a valeurs dans [—1,1].
De la méme maniére on peut obtenir P(—S,, > ¢) < exp(—n%) ou encore P(S,, < —¢) < e:(:p(—n%)
Mais (|Sp]| >¢) = (Sp > &)U (S, < —¢)
Comme les événements sont incompatibles alors P(|S,| > ¢) = P(S,, > ¢) + P(S,, < —¢)

Et en utilisant les deux derniéres inégalités montrées on obtient : |P(|S,| > ¢) < 2e;vp(—n%)

Q41) Au voisinage de +oo : 2e:vp(—n%) = o(#) et Y n—IQ est une série de Riemann & termes positifs convergente,

donc par négligeabilité 2emp(—n§) est convergente, et par régle de comparaison ’ > P(|Sn| > €) est convergente. ‘

Q42) Pour m > n, (|Sm(w)| > €) est un événement donc B,, est une union dénombrable d’événements (car € est

dénombrable) et donc, par propriété sur les tribus : ’Bn est un événement. ‘

Q;|Sp(w)| > €}, done (By)nen+ est une suite décroissante
( B,)= lim P(B,)

n—-+o0o

On remarque que By,+1 C By, car B,, = Byt U{w €
d’événements. Par continuité décroissante on obtient : P(

neN*

Comme 0 < P(B,) < > P(|Sp(w)| > ¢) < > P(|Sn] > €) qui est le reste d’une série convergente et donc qui

m>n m>n

tend vers 0. On a donc : [P( (| B,) =0
neN*

Q43) e Notons By(e) = B, = |J {w € 2;|5,(w)| > €} pour marquer la dépendance en ¢.

m>n

On aalors : Qp = |J Bn(%)
neN*

;. est alors une réunion dénombrable d’événements et donc ’ (). est un événement. ‘

e Par définition de la limite : EIE Sp(w)=0<VkeN | Ine N, Vm>n, |[Sy(w)| <

Bl

Onadonc|A= ()
keN*

Comme on a une intersection dénombrable d’événements on en déduit que ’A est un événement. ‘

Q44) On remarque que = ﬂN Bn(%) En appliquant Q42) avec ¢ = % on obtient : P(;) = 0
neN*
En passant au complémentaire on a : P() =1

Comme |Sp(w)] < k%rl = |Sp(w)| < % alors Q11 C Qp et on en déduit que (Q)ren+ est une suite décroissante
d’événements.

Par continuité décroissante on alors P(A) =P( () Q) = klim P(Q) = 1 puisque P(2;) =1
—+o00

keN*
On a donc |P(4) =1

On a donc montré que si X est une variable aléatoire discréte centrée a valeurs dans [—1,1] alors la suite (S)),
avec S, = %, converge presque siirement vers la constante 0.
C’est un cas particulier de la loi forte des grands nombres.



Centrale PSI 2017, mathématiques 1 : Grandes déviations

I.A.1) e Commengons par démontrer un lemme qui nous sera utile.
Lemme preéliminaire : Soit 7" une variable aléatoire discréte positive, admettant une espérance et telle que E(T") = 0.
Alors : T est presque stirement nulle.

preuve : Comme T est discréte alors : T(Q2) = {x; , i € N}

Alors E(T)=0= Y x;P(T =z;) =0
ieNT

On a une somme de termes positifs qui est nulle donc :
Vie N, x;P(T =xz;) =0 et donc P(T = x;) =0 pour x; # 0
Comme (T = z;);en est le systéme complet d’événement associé a 7" alors :
NPT =z)=1= > PT=z)+P(T=0)=1=P(T=0)=1
€N €N ;70

=0
On a donc démontrer le lemme préliminaire.

e Revenons a la question posée. Posons, pour tout A € R, P(\) = E((U + A\V)?)
Alors, par linéarité de I'espérance, et aprés avoir développer : P(\) = E(U?) +2AE(UV) + A2E(V?)

Comme V n’est presque pas stirement nulle, alors V2 non plus et donc F(V?2) > 0 (lemme préliminaire)
On en déduit que P est un polynome de degré exactement 2. Comme de plus, par construction P(A) > 0 pour tout A,
alors le discriminant de ce polynéme est négatif.

Donc A < 0= (2E(UV))2 —4E(U*E(V?) <0= |E(U>)E(V?) - EUV)2>0

Si, il y a égalité alors IA € R, P(\) =0 = E((U + AV)?) = 0= U + \V est presque stirement nulle en utilisant
le lemme préliminaire.

On a donc : | E(U?)E(V?) — E(UV)? = 0 si et seulement si 3IA\ € R, U + AV est presque siirement nulle.

[.LA.2.a) e On commence par remarquer que, si |T'| est bornée, alors E(T) < +o00

En effet si |T| < M avec M € R* alors : Vt € T(Q) , [t|P(T =t) < MP(T =t)et >, P(T =t) est convergente
teT(Q)
(et vaut 1), ce qui assure l'existence de E(T).

e Si X est bornée, alors, pour tout 7 € RT*, e™lXI est bornée et admet donc une espérance.
Donc : | X bornée = X vérifie (C;) pour tout 7 € RT*

I.LA.2.b) Si X — G(p), par le théoréme du transfert :

—+o00
BE(e¥) = 3 "P(X =k) = 3 ()p(l—p)* " =pe 3 ((1—p)e)*!
keN* keN* k=1
On a une série géométrique convergente si et seulement si (1 — ple! <1 & el < ﬁ &t < —In(l—p)

En cas de convergence : E(e!X) = #
On a donc : E(etX) < 400 si et seulement si t < —In(1 — p) et alors E(etX) = %

I.LA2.c) Si X — P(\), par le théoréme du transfert :

1X th kAN KX (eh)k

E(e?) = > e"P(X =k)= > (e")'e gy =e " )~
keN keN k=0

On reconnait une série exponentielle qui converge pour tout t.

Alors : E(efX) = e Aexp(Ael)

On a donc : | E(e!X) < 400 pour tout t € R et E(e'X) = exp(A(e! — 1))




[LA3a)ecas1: X >0
Alors a <t <b=tX < th= !X < ¢tb (car exp croissante)
cas2: X <0
Alors a <t < b= tX < ta = !X < ¢et@ (car exp croissante)

Dans tout les cas on a donc : |Vt € [a,b] , e/ < eld 4 et

e Comme on a supposé F(e!?) < +oo et E(e')

vt € [a,b] , E(e!r) < +o0

< +o0 alors, avec l'inégalité ci-dessus, et par comparaison :

e V(a,b) € {t e R, E(*Y) < 40} tel que a < bon a [a,b] C {t € R, E(*X) < +co}. On a donc une partie
convexe de R et on en déduit que : | {t € R, E(e!X) < 400} est un intervalle.

1.A.3.b) e Pour y au voisinage de +00 : e® + e? = (1 + exp((a — b)y)) donc e® + e’ ~ %

<0

Alors O ¢ a.b(y) ~ g | ykeffp((t -by) — 0
~——

ety y——400
<0

e Pour y au voisinage de +00 : €% 4 €% = e™ (1 + exp((b — a)y)) donc e™ + e ~ W

<0
kt
Alors Oy 4 4.6(y) ~ yefyy ~yre((t—a)y) — 0
——

Yy—r—00

>0

e Bilan : yEI—&I-loo Qki,a’b(y) = yEIPoo ek,t,a,b(y) =0

® 0114 est continue sur R et de limites nulles en +oo et —oo, donc ’0;67@&7;, est bornée sur R. ‘

I.A.3.c) En utilisant le LA.3b) : IM € R, Yy € R, |frran(y)] < M et donc |y|* e < M(e™ + eb¥)
Donc | X |FetX < M(eaX + ebX)

Comme au a) on en déduit que : | B(|X|* e!¥) < +00

I.A3.d) Comme au a) on a Vt € [c,d] , Yy € R, |0k 105(y)| < ly|* ¥ ety

ey teby
.. . k eCY ey k edy k
Donc, au voisinage de +o00 (comme au b)) : |0 106(y)| < [y|” Scey ~ Y™ Gy ~ |yl exp((d —b)y) — 0
——" Yy—>—+0o0
<0
On a utilisé : d < b
.. . k eV 4edy k ey k
Au voisinage de —oo (comme au b)) : |0 ¢as(y)| < [y[° Sy ~ [y]" & ~ lyl" eap((c—a)y) — 0
~——  Yy——0

>0
Onautilist : a < ¢

k ecY4ety

On démontre alors que y — |y| vy

est bornée sur R comme a la fin du b).

On a donc : Ele,a,b,c,d R Vt € [C, d] s Vy eR s \ka,by < Mk,a,b,c,d

I.A.4.a) e Soit I I'ensemble des ¢t € R tel que F(etX) < 400
On sait déja que I est un intervalle d’apres la question [.A.3.a).
e Soit t € [—7,7]

Alors et Xl < e7lX| et comme X veérifie (C;) alors E(e™X) < 400
Par comparaison on a donc E(e!¥l) < 400 et donc t € I

e Bilan : ’I est un intervalle contenant [—7, 7] ‘
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I.A.4.b) Comme X () est fini, pas le théoréme de transfert : E(e?X) = > e P(X = z) est une somme FINIE
zeX ()
de fonctions C*° sur R.

Donc ’X(Q) finie = px € C*°(R) ‘

Remarque : I =R et on a bien ¢x continue sur I et C™ & l'intérieur de I.

+00
I.A.4.c) Avec les notations de 'énoncé : px(t) = Y ppet®
n=1

fnt I — R

On pose : Vn € N* | E o pett

Par définition de I, Y f, converge simplement vers @y sur I.
n>1
e Soit [a, b] un segment inclus dans I. Alors, avec .A.3.a) : Vt € [a,b] , 0 < f,,(t) < fu(a) + fn(b)
Comme > (fn(a) + fn(b)) est convergente, alors, avec 'inégalité ci-dessus, ) f,, converge normalement et donc uni-
formément sur [a, b]

+o00
Les f, sont continues sur [a,b] et > f, converge uniformément vers ¢ x sur |a,b].
n=1
On en déduit que px est continue sur [a, b].
Comme @x est continue sur tout segment de I et que I est un intervalle donc est la réunion de ses segments alors :

’4,0 x est continue sur 1. ‘

e Soit [a,b] un segment inclus dans I et [c,d] un autre segment strictement inclus dans [a, b] pour pouvoir utilisé

1.3.d)

Les f,, sont C* sur R Pour tout t€ Nona:Vtel, fr(f) (t) = ppat elt®n

Donc fr(f) (t)‘ < |xn|ipnetx"

On a alors, avec 1.A.3.d) 3M; 4 p.c.q tel que : ‘j}(f) (t)‘ < Miaped(fnlc) + fu(d))

Et a donc ) féi) qui converge normalement, donc uniformément et donc simplement sur [c, d).

les f,, sont de classe C* sur [c, d]
On a pour tout k € N* : ¢ Vi € [0;k —1] , Zfr(f) converge simplement sur [
> f,gk) converge uniformément sur [c, d]

on en déduit alors que @x est de classe C* sur [c, d].
Comme ceci est valable pour tout k € N* et tout segment [c, d| construit comme en début de question, alors :
px est C* sur l'intérieur de I.

e Bilan : ’cp x est continue sur I et C* sur Uintérieur de I. ‘

I.LA.4.d) Le ¢) permet aussi de conclure que pour tout ¢ € I (intérieur de I) et tout k € Non a :

“+oo “+o00o
X0 = X A0 = 3 purke

n=1

[¢]
Par la formule du transfert, comme la série est convergente, on a : |Vt € I | cpg];) (t) = BE(XFetX)

11



L.A.4.e) 1x est bien définie car px(t) > 0 et dérivable. On a : ¢ (t) = 124U )QOX(?}@/X(”
‘ BE(X2e'X)E(e!™)—(B(XeX))?
Avec le résultat de d) : ¢ (t) = ox )

Si on note U = XetX/2 ot V = !X/2 alors W (t) = E(UQ)E((Z;)( )gf(Uv))z

On peut alors utiliser le .A.1) pour avoir ¥ (t) >0

On a de plus : ¢/ (t) =
si et seulement si 3A , AV + U est presque stirement nulle.
si et seulement si I\ , AeX/2 + XetX/2 est presque stirement nulle.
si et seulement si I\, A+ X est presque sirement nulle (car etX/2 #0)
si et seulement si X est presque stirement constante.

Donc, si X n’est pas presque strement constant alors ¢’y (¢) > 0

e Bilan : ’ 1x est croissante sur I et, si X n’est pas presque siirement constante, ¢ x est strictement croissante sur I.

n
I.B.1) Par linéarité de 'espérance E(S,) = > E(X}) et comme les X ont tous la méme espérance

E(Xy) = E(X) alors E(Sy) = nE(X) =

Comme X admet un moment d’ordre 2, alors .S, aussi, et on peut utiliser 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev pour

obtenir : P(|S, — E(Sp)| > nd) < ZE?)")

Les X} sont indépendantes, donc V(S,,) = z V(Xg) =nV(X)

=1

Reporter dans 'inégalité ci-dessus, comme ((:?)) = ”(‘;g? = ‘jf;? ona:|P(|S, —nE(X)| > nd) < V;L(;g)

I.B2) nu < Sy, <nven(u—EX)) <S, —nE(X) <n(v— E(X))

Si on pose 0 = Min(n(v — E(X)),n(E(X) —u)) > 0 alors |S,, — nE(X)| <nd = nu < S, < nv
et donc P(|S, —nE(X)| <nd) <mp, = P(nu < S, < nv)

En passant par I’événement contraire : P(|S, — nE(X)| <nd) =1— P(|S, — nE(X)| > nd)
(X) < mp <1 (my, <1 est évident)

— 0 alors, par encadrement ) lim o, =1
n—-+oo n—-+oo

Avec le I.B.1) on a alors :

Comme V((‘;g)
T

1.C.1) e Montrons par récurrence que : Vg € N, wgm > qupm,

Initialisation :
On a : ugro > ug + up = ug > ug + ug = ug > 0, on a donc le resultat pour ¢ =0

Héredité :
Soit ¢ € N, on suppose vraie : Ugm > qum

Alors U(g+1)m = Ugm + Um = qUm + Um = (¢ + 1)uy, et on a le résultat au rang ¢ + 1

Conclusion : Vg € N | ugm > qup,

o Alors, sin=gqgm+rona: u, > Ugpn + Ur > qUm + Uy onadonc:’uanum+ur

e Comme ns = (gm + r)s = gms + rs alors u, — ns > qum + ur — (gms +rs) = q(upy, — ms) +u, — s

Onadonc:’un—nszq(um—ms)—kur—rs
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1.C.2) avec I.C.1) : n— 5> q( —ms) + U/r;TS

Un g _qu Ur—TSs
iufzgum qn 1’_ n i—s —gm r
— o 2 Gy s um S (5 A s
Un Um, — Ur — -
=>72W+Tm(“m4)f7+(7+1)3
" m gm—(gm—+r T
= G2 S T+ G (<14 1)s
= 2 T
. —r U e
Mais ’%um—i- | < e |+ MC“?(WO‘ - [tm—1]) n_>+000
% —r Uy Un Um __
Donc IN € N* , Vn > N | | —“um + - n 2w €

Bilan : |[Vm e N* , Ve >0, AN e N* , Vn> N | “" > Um _ g

m

1.C.3) Par définition de s, on a déja Vn € N* , 4 <
Soit € > 0. Alors, par définition de s, Im € N*, 2m > 5 —¢
En utilisant le I.C.2) et le début de la question, ona :Ve >0, INeN*  Vn> N, 1 -2 <

Donc, par définition de la limite on a : | lim % =3¢
n—+oco

<s

Un
n

IT.A.1) e Commencons par 'implication facile.
Si on suppose que : ¥n € N* | P(S,, > na) = 0 alors, en particulier pour n =1 on a : P(X; > a) = 0 et comme X et
X7 suivent la méme loi alors P(X >a) =0

e Réciproquement. Supposons que P(X > a) = 0 et montrons que : Vn € N* | P(S,, > na) =0
On raisonne par récurrence sur n € N*.

Initialisation : au rang n =1
Comme X; ~ X alors P(X >a)=0= P(X; >a)=0= P(S51>a)=0
La récurrence est initialisée.

Hérédité : On suppose la propriété vraie au rang n.
Comme Sy, 41 = Sy + Xpy1 alors, si (S, < a) et Xpp1 <aonaS,i1<(n+la.
On remarque donc que (Sp+1 > (n+1)a) C (Sp, > a) U (Xpy1 > a)
Alors P(Sp+1 > (n+1)a) < P(S, > a)+ P(Xp4+1 > a)
Comme X,41 ~ X et par hypothése de récurrence : P(S,4+1 > (n+1)a) <0+0 =0 et donc P(Sy41 > (n+1)a) =0

Conclusion : Vn € N* | P(S,, > na) =0

e On a donc démontrer par double implications que : ’P(X >a)=0&VneN" | P(S, >na)= 0‘

m—+n
IIAQ&) Sm+n - Sm = Z Xk = Z Xp+n
k=m+1 p=1
Mais comme les X}, sont indépendantes alors la fonction génératrice de Sy, — Sy, vaut G, —s,, = H GXpin

Mais comme tout les X}, suivent la méme loi que X alors : Gg,,,,—s,, = (Gx)"
n
De méme S,, = ) X, donc Gg, = (Gx)"
p=1
On a donc Gs,, = Gg,,,,,—s,, et on en déduit que : | Spip — Sy et Sy, suivent la méme loi.
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II.A.2.b) On remarque que : (S, > nb) et (Spman — Sn = mb) = Sy + Smtn — Sp = nb+mb= (n+m)db
Donc : ((sn > 1b) N (Sogm — S > mb)) C (Sn + (Smgn — Su) = (m+ 1)) = (Sprn > (m+ n)b)

Donc P((Sn > 1b) N (S — Sy > mb)) < P(Smin = (m +n)b)

Par le lemme des coalitions S, et Sy,+n — Sy sont indépendantes donc :
P(Sp = nb)P(Smyn — Sn = mb) < P(Spin > (m +n)b)

Mais, par le a), Sp4n — Sn et Sy, suivent la méme loi donc :
| P(Sn > nb) PS> mb) < P(Spin > (m+n)b|

II.LA.3) ¢ On a P(X > a) > 0 donc P(X; > a) > 0 et donc P(S; >a) >0
Avec I1.LA.2) : P(Sy > 2a) > P(S; > a)P(S1 > a) = P(S1 > a)? >0

Par récurrence on a P(S, > na) > P(S1 > a)” > 0 et donc | on peut définir la suite (71"(13(5"2""))) .
n>1

n

In(P(Sp>na))

e On remarque que grace au a), que la suite ( -

) est suraditive et majorée par 0, donc, en utilisant
n>

T In(P(Sy>na)) _

Sn>na))
) n = Ya

le 1.C., il existe v, = sup{ n € N*} telle que : lim
n

—+00
Comme les éléments de la su1te sont ne%atlf, on en déduit v, <0

Comme 7, est un sup on a : S 2na
’Vn e N* | P(S,, > na) < "

< 7, et en passant a l'exp (croissante) :

t Xn: X n
II.B.1) e E(etsn) = E(e #=1 k) = B(]] eth)
k=1

n
On utilise I'indépendance des X} et donc des e!** pour avoir : E(e/n) = [ E(e!**)
k=1

n
On utilise maintenant que les X}, suivent toutes la méme loi que X : E(e®) = [ E(e*X)
k=1

Mais E(e!™) = ¢x(t) donc |Vn € N* | ¥t € INRT | E(et) = (ox(t))"

Remarque : pour cette égalité, t € I suffit pour que @x(t) existe.

e Pour ¢t > 0, (S, > na) = (tS, > tna) = (et > enta)

tSn n
Par inégalité de Markov on a : P(etS" > enta) < E(eifm ) — (ex)" o) tilisant le début de la question.

enta
On a finalement, pour t > 0 : P(S,, > na) < %
Ce résultat reste valable pour ¢ = 0 car une probabilité est toujours plus petite que 1 (™ = 1).

Conclusion : |Vt € INRT | P(S, > na) < (px ()"

enta

I1.B.2.a) On reprend la derniére inégalité trouvée (au I1.B.1) pour n =1 et on a :
P(S1 > a) < 25 & P(X > a) < 20
En prenant le in : In(P(X > a) <In(px(t)) —ta = x(t)

On en déduit : ’X est minorée sur 1 NRT ‘

I1.B.2.b) @ Comme 37 > 0 tel que X vérifie (C) on peut utilise I.A.4) et on a px qui est C* sur [—7, 7]. On peut
donc appliquer Taylor Young en 0 et on a pour ¢ au voisinage de t =0 :

px(t) = ¢x(0) + to'x (0) + o(t)

Mais px(0) = E(e?X) = E(1) = 1 et, en utilisant L.A.4.d) ¢’y (0) = E(X) donc px(t) = 1+ E(X)t + o(t)
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On en déduit : x(t) = In(1+ E(X)t + o(t)) —ta = E(X)t + o(t) — ta = (E(X) — a)t + o(t)

Mais comme par hypothése a > E(X) alors E(X) —a < 0 et donc | x(t) ~ (E(X) —a)t

~
t=0

e On déduit de I’équivalent précédent que x prend des valeurs strictement négatives sur I NRT et donc, comme
7N, est un inf sur au moins une valeur strictement négative alors

11.B.2.c) e Par définition de 7, il existe (tx)reny € (I NRT)N telle que : klim X(tk) = Na
——+00

Alors, quand k — +o0 : In(ex (tx)) — tka = ne + o(1)
= In(px(tk)) = N + tga + o(1)
= px(tr) = exp(n, + tra + o(1))

= ox (tr)" = exp(nng + ntra + o(1)) (on travaille avec n € N* fixé)

= 20 — exp(nn, + o(1))

n

En utilisant II.B.1) : P(S,, > na) < ema = exp(nn, + o(1))
En passant & la limite (kK — +o00) : P(S > na) < exp(nng,)

On a donc : ’Vn e N* | P(S,, > na) < e

e Avec l'inégalité précédente : w < g

En passant & la limite (n — +o00) ci-dessus, on obtient : |y, < 1, <0

II.B.2.d.i) @ Si X — B(p) avec 0 < p < 1, alors E(X) = p et, comme X () ={0,1},
Osia>1
P(X>a)=q¢psi0<a<l
1sia<0

On veut P(X > a) > 0 donc il faut a < 1 et on veut a > E(X) donc il faut a > p
Pour avoir les deux conditions il faut : |a €]p, 1]
e px(t) = E(e!) donc par le théoréme de Transfert : oy (t) = (1 —p) x 1+ pet = (1 —p) + pe!

Alors : x(t) = In(px(t)) — ta =In((1 — p) + pe') — ta. On a : y € C(R).

pe'—a(l—p)—ape’ _ p(l—a)e’—a(l—p)
(1—p)+pet (1—p)+pe’

Si on dérive : X/(t) = % —a=

p(l —a)e! —a(l—p)=0& e = aEl p; St= ln(ag_sg)
a(l—p)

Posons ty = ln(p( )) alors, comme on sait que x admet un minimum, ce minimum est atteint en o et vaut :

n((1—p) +p;(1:a) aln(ag 5%)

(
(
n((1—p) + {8 — aln(42)
(
(
(

1—p— a+ap+a ap) a(l—p))
1—

aln(p(l_a)
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II.B.2.d.ii) e Si X < P()\) avec 0 < A, alors E(X) = A
Alors X(2) = N = P(X > a) > 0 pour tout a € R et la condition a > E(X) donne |a €]\, +00]

e ox(t) = E(e'X) donc par le théoréme de Transfert :
+oo +o0 +o0
px(t) = B(eX) = 3 P(X = k)ett = 3 e A ()b = e 3 QX — cdepp(ret)
k=0 k=0 ' k=0
On a donc px(t) = exp(Ae! — \)
Alors : x(t) = In(px(t)) —ta =X =X —ta Ona:yxye C®(R).

Si on dérive : X'(t) = e’ — a, donc x est minimum en to = In($) et e = A§ — A —aln($) =a — A —aln($)

Conclusion : |7, = a — A — aln($)

11.C.1.a) Par la formule de transfert E(e!*) = > eP(X =), on en déduit directement :
z€X(Q)

et =z
2 EP(S;) =1
xeX(Q)

I1.C.1.b) e Par la formule définissant E(X') : BE(X')= >, aP(X'=ux)

zeX'(Q)
Comme X'(Q) = X(Q) et par définition de P(X' = x) :
et =z
2€X/ () 2EX(Q)
: : _ ¢k
Et avec la question [.LA.4.d) : | E(X') = ii(t)

e D’aprés ce qui précede E(X') = ¢x(t) avec Yx = i; strictement croissante sur I d’apres [LA.4.e)

Comme X' = ¥x — a et que x est minimale en o alors x'(o) = 0 et donc ¥x (o) =a
Comme ¢ > o et que Ux est strictement croissante : alors ¢ x(t) > ¥x(a) et donc E(X') = ¢x(t) > ¢x(0) =a

On a bien : | E(X') > a

I1.C.2.a) On remarque qu’avec la fonction f proposée par l'énoncé : P(na < S), < nb) = E(f(X{,...,X]})), donc

avec la propriété admise : P(na < S), < nb) = E(f()f;’)'("(’f)(fn)etsn)
Ona: BE(f(X1,...,X,)) = S P(Xi=x1N--NX, =a,)f(x1,...,2,)et5n
(%1500 ) E(X ()7
Vu la définition de f : E(f(X1,...,X,)) = > P(Xy=z1N--NX, =x,)et

(@150 ) E(X ()™
na<e)+-ton <nb

Comme 1 + -+ -+ x, = S, < nb alors :
E(f(Xl,,Xn))S Z P(Xllem"'an:xn)etnb
(T1,-5n ) E(X ()™
na<zy)+---+zp<nb
= > P(Xi=x1N---NX, =x,)]e"

(1,050 ) €(X ()"
na<zi+-+xp<nb

Mais > PXi=z1N---NX,=xz,) < 3 P(Xi=z1N---NX, =zp)
(21 y0enn ) E(X (Q)) (15050 ) E(X ()P
na<zy+---+xp<nb na<zy+--+an

<Pna<zi+- -4z, = P(S, > na)
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Donc E(f(X1,...,X,)) < P(S, > na)e™?

E(f(X1,...,Xp)etSn)

Comme on avait : P(na < S/, < nb) = IO on a finalement : | P(na < S, < nb) < P(S, > na) —Svm

I1.C.2.b) e A la question I1.B.2.c) on a déja montrer que : v, < 1 <0

e En posant 7/, = P(na < S!, < nb) alors avec la question 1.B.2) on a lirf =1
n—-+0oo

(en effet on a bien a < E(X') < b et on peut appliquer le résultat de 1.B.2))

Avec le I1.LA.3) P(S,, > na) < ™=
On a donc , en utilisant le a) : 7/, < ™ (got;:?tb))” ou encore —2 (px(t))" < e

On prend le In et on obtient : In(7),) + nin(px(t)) — ntb < ny,

In(my)

On divise par n : — 2> +In(px(t)) —tb <7,
On sait que lim 7], =1 et donc : In(px(t)) —tb <,
n—-+o0o

Que ’on peut encore écrire : In(px (t)) —at +at —th < v, < x(t) + (a — b)t < v,
Cette derniére inégalité est valable pour ¢t > o & 'intérieur de I et b tel que b > 1 x (t)
On fixe ¢ et on fait tendre b vers ¥ x (t) et on obtient : x(t) + (a — Ux(¢))t < v,

On fait maintenant tendre ¢ vers o, et par continuité de ¥ et de x : x(0) + (a — ¥x(0))o <7,
Mais x(0) =n, et ¥x(0) = a donc n, < v,

e Comme on a vu l'autre inégalité alors :

I1.C.3.a)  On va réutilisé ce qu'on a vu avec X qui suit une loi de Bernoulli de parameétre p = %
Ainsi S, = X7 + - -+ + X, suit une loi de Binomiale de paramétre (n, %)
e On pose a = o + %, donc on a bien a €]3, 1] =]p, 1] et on peut utiliser le I1.B.2.d.i) pour avoir :

z a)ln(1=L) — aln(2)
a+%

(

(3 — a)n(2) = (a+ 3)in( I )
= (% - a)ln(ﬁ) — (a+ %)ln(2a +1)

(a—3)

-Onaz%Un=2%kg (Z)=k€ZA 2%(2)=kezA P(S, =k)

Vu la définition de A, alors : Q%Un = P(!Sn — %‘ > an)

Comme P(S, = k) = P(S, =n — k) ("symétrie" de la loi binomiale) alors :
P(‘Sn - %‘ > an) = 2P(S, — § > an) = 2P(S, > na)

On a alors : 5U, = 2P(S, > na)

e En prenant le In ci-dessus : —nin(2) + In(Uy,) = In(2) + In(P(S, > na))

donc Un) _ 2411n(2) + in(P(Sn2>na))
; : " In(Un)

n

On passe & la limite (n — +00) en utilisant la question II.A.3) : lim =, +In(2) = ny +In(2)

n—+00
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e En repassant a l’exponentielle :  lim (Un)% = 2¢'la
n—+o0o

ol
e Compte tenu du calcul de début de question : | lim (Un)% = oI=20)" 2
n—+o0 (142a)> "2

I1.C.3.b) On va faire comme a la question précédente avec X — P(\).
On a alors : S, — P(n\) (cf exo, direct avec les fonctions génératrices)

Ona:a>A=FEX)et P(X >a)>0)
On remarque que : T}, = e"P(S, > an)

En prenant le in : In(T,) = nA + In(P(S, > an) et donc % = ) 4 n(P(Snzan)

n
En passant & la limite lim % =A+17q

n—-+00
Mais d’apres I1.B.2.d.ii) : 7o = a — A — aln(5)

In(Ty)

Donc lim
n—4o0o

=Ata—-A—aln(f) =a—aln() = a—aln($)

: % _ oA\«
Donc nggloo(Tn) =e%(3)
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