PSI* 2024-2025, Mathématiques DS n°8 : Correction

Exercice n°1 : 16 points

1°) a) f est de classe C! sur R? donc son gradient est bien défini.

IATE
L) (x,y
Par définition : V(f)(z,y) = gf o)
aiy (l’,y)
) 2zy — 3y
Donc |Y(z,y) € R* |, V(f)(z,y) = 932—33:—2y

1°) b) f est de classe C? sur R? donc sa Hessienne est bien définie.
2 2

(Z4) @y (o) @)
2 2

(8ézgay)(wvy) (%) (-T,y)

Done |V(z,y) € R2 , H(f)(z,y) = ( 2y 21— 3>

Par définition : H(f)(z,y) =

~

2z — 3 —2

Baréme 1°)a) et 1°)b) : définition gradient et Hessienne : 1 point, C! et C? : 1 point, calcul : 1
point

2°) (z,y) point critique de f < V(f)(x,y) = (0,0)

20y — 3y =0
22 -3z —2y=0
2970 —3) =
o y(2x —3) =0
22 -3z -2y =0
=Y ou {472
2% — 3z = 3-32-2y=0
€r =

0 =3 x:%
& ou ou %
t A

f admet donc trois points critiques : O = (0,0), T'= (3,0) e

Baréme : définition 1 point, calculs 2 points ( 1 point si bonne méthode et petite erreur), -1 si
pas de conclusion encadrée

-9
3°) a) Avec le 1°) b) H(f)(A) = ( é 02>

Donc det(H(f)(A) = $ > 0 et tr(H(f)(A)) = =~ < 0. Comme A est un point critique, alors on sait d’apreés le
cours que : ’ f admet un maximum local en A‘

Baréme : Idée Hessienne : 1 point, les 3 arguments (pt crit., tr et det) : 1 point, concl. : 1 point

3°) b) e H(f)(O) = <_03 :2) donc det(H(f)(0,0)) = —9 < 0. Comme O est un point critique, alors,

d’apres le cours, f n’admet pas d’extremum en (0, 0).
e H(f)(T) = <g _32> donc det(H(f)(3,0)) = =9 < 0. Comme T est un point critique, alors, d’aprés le cours,

f n’admet pas d’extremum en (3,0).

. ’ f n’admet pas d’extremum local aux points critiques différent de A.

Baréme : 1 point méthode, 1 point conclusion claire



4°) a) D est I'image réciproque de | — 00,0] (qui est fermé) par I'application continue sur R? :

(z,y) = 2% + 3% — 1, donc d’aprés le cours : ’D est une partie fermée de R?.

Baréme : 2 points (1 idée, 1 rédaction)

4°) b) g est de classe C'' sur D qui est fermée bornée, donc d’aprés le cours, g atteint son maximum sur D,
soit en un point critique, a l'intérieur de D, soit sur C' le bord de D.
L’étude du 3°) permet de voir que g n’admet pas d’extremum local sur D (A ¢ D), donc :
’ g atteint son maximum sur D en un point de C.

Baréme : théoréme complet 2 points, application 1 point

Exercice n°2 : 8 points

1°) Pour (x,y) € R? avec (,y) 72 (0,0)

3
) - 070 < |$ ’ = < 7
[fay) = F(0,0) < e +y2 =1 w24y = = (z,y)—+(0,0)
——
<1
On en déduit :  lim  f(z,y) = f(0,0) et donc ’f continue en (0,0)‘

(z,y)—(0,0)

Baréme : 1 point définiton, 1 point majoration, 1 point conclusion

Rt

2°) Pour ¢t € R tel que ¢t # 0 : f((O,O)JFt(ltvO))*f(O,O) — f(?O) =2 =1 :8 1

On en déduit que : | f admet une dérivée partielle selon x en (0,0) et (%)(0, 0)=1

Baréme : 1 point définition, 1 point calcul et conclusion

3°) a) On a f qui est C°° sur R? privé de (0,0) et pour (z,y) R? tel que (z,y) # (0,0) on a :

322 (2 2V _ 23 (2 x4 22

(50 y) = * G = G
‘ x4 22
Done : | ¥(z,y) € BA{(0.0)} . () (w.v) = Tt

Baréme : si il y a un résultat encadré juste : 1 point, sinon 0

3°) b) Pour y # 0, on a: (55)(0,y) = 9 =0 — 0 # 1 = (50)(0,0)

y—0

Donc g—i n’est pas continue en (0,0) et donc ’ f n’est pas de classe C' sur RQ‘
Baréme : 1 point idée, 1 point calcul

Exercice n°3 : 22 points

1°) a) V(z,y) € R? :
0<(z+y)?=0<a?+y*+2zy = (2 +y?) <22y = —3(2? +y?) <ay

0§(:U—y)Q=>O§x2—|—y2—2xy:>2xy§x2—|—y2:>:By§%(m2+y2)

On adonc : |V(z,y) € R? |, zy < 2(22 + %) et F(2? +y?) < zy

Baréme : 2 points (un par inégalité, 1 si pas de conclusion propre)



1°) b) Soit (x,y, z) € D.

X
Comme =7— > 0 alors 7x2+y2+22 <r(z,y,z)
.- . %(J:Q-I—yz)
On utilise alors le a) pour avoir : g < r(x,y, 2)

$2+y2
T2 4y2+22
est un minorant de r sur D.

Et comme 0 < < 1alors 5 < r(z,y,2)
—1
z 2

_ —X

De plus pour x # 0, r(z, —2,0) = 775

Donc

= %1, donc la borne inférieure est atteinte.

%1 est un minorant de r sur D et ¢’est son minimum.

Baréme : 2 points pour montrer que majorant, 1 point pour montrer que le minorant atteint,
1 point pour conclure

(22 4y2)+22 (224y?)+22 1
$2+y2+z2 = :E2+y2+22 -

1
1°) ¢) On a, avec le a) : r(z,y, z) < 2
Donc 1 est un majorant de r
2 . -
De plus, pour z # 0, 7(0,0,2) = %3 = 1 donc le majorant est atteint.

’ 1 est un majorant de r sur D et c’est son maximum.

Baréme : 1 point idée et résultat, 1 point rédaction

1°) d) e Le polynéme caractéristique de A vaut :

X 35 0
X =[5 X0 =X - - = (X - )X - X+ D)
0 0 X-1
Donc : | sp(4) = {1,4, 5}

e On a donc immédiatement que :
’1e maximum et le minimum de r sur D sont la plus grande et a la plus petite valeur propre de A.

Baréme : Valeurs propres de A : 1 point, comparaison au extremum de r : 1 point

2°) a) M est une matrice symétrique réelle, on peut donc utiliser le théoréme spectral, qui affirme qu’une
matrice symétrique réelle est diagonalisable dans une base orthonormée pour le produit scalaire canonique.
Autrement dit que : Il existe (ej,eg2,e3) une base orthonormée de R? et trois réels A1, A2 et A3 tels que :
Al <Ao< AgetVie [[1;3]] , f(el) = \e;

Baréme : 1 point pour cité le thm spectral, 1 point pour rappeller I’hypothése symétrique
réelle (les 2)

2°) b) Avec les notations de I’énoncé :

<f(w),u> _ <xzAiei+ylses+zlzes,re1+yes+zez> _ A 22+ doy?+ 322

lull> [[ul? Tl 2
— Q=23 4A3)22 + (A —As+A3)y> + 452
[Ju]|? ,
_ Q=a)e? o)y tds @y 42lMIT2) g L Qads)e? | (a-ds)y
o 2 = A3+ 2 + 5
[l ull ull
On a donc : | SFu> _ o o (/\1—)\32)932 i (>\2—/\32)y2
T ] [Jull [l

Baréme : 2 points si calculs justes et conclusion



<f(u),u> __ (>\1 - )\3)1‘2 ()‘2 - )\B)yQ
s = da 2 z =
[|ul] [|ul]

2°) ¢) Avec le 2°) b) :

<0 <0
A3 est donc un majorant de la fonction r sur D.

On a utilise pour I'inégalité ci-dessus que : A} < Ao < A3 donc A1 — A3 <0et Ao — A3 <0

De plus, si u = (0,0, z) avec z # 0 alors r(u) = A3 donc le majorant est atteint.

On a donc : ’)\3 est le maximum de r sur D. ‘

Baréme : Méthode 1 point, majorant : 1 point, atteint : 1 point

<f(u),u> ()\2—)\1)@/2 + ()\3—)\1)22
[l [ [Ju][* [l

et de la méme maniére on montre que : ’)\1 est le minimum de r sur D.

2°) d) Comme au b) on a : = A1+

Baréme : 1 point

3°) e On va repprendre les notations du 2°).
=1

—_——~
—aty+2z _ (—aty+22)(T +y + 22)

Si (x,y,2) € P alors, g(x,y,2) = car (z,y,2) € P

x2+y2+z2 - x2+y2+22
x
x Z)A
2 2 2 ( y ) Z _1 0 0
—x*+y+4z°+4
Donc g(z,y,2) = m2y+y2+22 Yy — P =r(z,y,z)avec A= 0 1 2
0 2 4

e Le polyndme caractéristique de A vaut :

X+1 0 0
xa(X)=| 0 X-1 -2 |=X+1)(X?-5X)=(X+1X(X-5)
0 -2 X -4
Donc le spectre de A vaut sp(A) 1,0,5}

= {_
On déduit du 2°) que : ¥(x,y,2) € D, r(x,y,z) <5 donc : V(z,y,2) € P, g(z,y,2) <5
5 est un majorant de g sur P.

T —6z =0
o |y| €cker(A-5I3) & —4y+22=0 ©z=2
z 20— 2=0
0
Onadonce; =1 [ 1| €ker(4—5I3)
2

Mais()—i—%—i—2% =1ldonce € P
On a alors (calculs fait au 2°)) : g(e1) = g(0, %, %) = 5 donc la valeur du majorant 5 est atteinte sur P.

Donc : ’Le maximum de g sur P vaut 5. ‘

Baréme : 4 points (libre)



