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Feuille d'exercices n°70 : Révisions

Exercice 507 Norme subordonnée
Soit (E, ||.||) un R espace vectoriel normé de dimension �nie. On pose S = {x ∈ E , ||x|| = 1}.
Pour u ∈ L(E), on pose : N(u) = sup

x∈S
||u(x)||

1) Montrer que N est une norme sur L(E).
2) Montrer que si f et g sont dans L(E) alors : N(f ◦ g) ≤ N(f)N(g)
3) Si f ∈ L(E), alors montrer que : λ ∈ sp(f) ⇒ |λ| ≤ N(f)
4) On suppose que f ∈ L(E) et N(f)) < 1
a) Montrer que : fn −→

n→+∞
0L(E)

b) Montrer que IdE − f est inversible.

Exercice 508 On pose E = Mn(C) et pour tout élément M de E on notera [M ]i,j son (i, j)-ième
coe�cient.
On pose ∀A ∈ E , N(A) = n sup

(i,j)∈J1,nK2
|[A]i,j|

1) Montrer que N est une norme sur E.

2) Montrer que : ∀(A,B)) ∈ E2 , N(AB) ≤ N(A)N(B)

3) Montrer que pour tout A ∈ E, on peut poser exp(A) =
+∞∑
k=0

Ak

k!

4) Exemples

a) Calculer exp(In) b) Calculer exp(

(
0 1
0 0

)
c) Calculer exp(

(
0 1
1 0

)
5) a) Soit A et B deux matrices semblable telle que : A = PBP−1 avec P ∈ GLn(R)

Montrer que : exp(A) = Pexp(B)P−1

5°) b) Calculer exp(

(
2 1
1 2

)
)

6°) Montrer que : det(exp(A)) = exp(tr(A)) et en déduire que exp(A) est inversible.

7°) Soit (A,B) ∈ E2 , AB = BA.
Montrer que exp(A+B) = exp(A)exp(B) et en déduire l'inverse de exp(A).

8°) Soit A ∈ E. On pose ∀t ∈ R , φ(t) = exp(tA)
a) En raisonnant terme par terme, montrer que φ est dérivable et que : ∀t ∈ R
φ′(t) = Aexp(tA) = exp(tA)A
b) On considère le système di�érentiel (E) : X ′(t) = AX(t)
Montrer que les solutions de (E) s'écrivent X(t) = exp(tA)X0 avec X0 ∈ Mn(C)

9°) Montrer que si A ∈ Mn(R), si A est diagonalisable et si sp(A) ⊂]−∞, 0[ alors les solutions
de X ′(t) = AX(t) tendent vers le vecteur nul en +∞.


