
Planche 1.

Mathématiques.

N.B. : la calculatrice n’est pas autorisée.

Exercice.

On note M2(R) l’espace vectoriel des matrices carrées à 2 lignes et 2 colonne.
On définit dans M2(R)×M2(R) l’application ϕ(A, A′) = tr (AT A′) où tr (AT A′) désigne la trace
du produit de la matrice AT (transposée de A) par la matrice A′.

On note F =
{(

a b
−b a

)
, (a,b) ∈R2

}
.

1. Montrer que ϕ est un produit scalaire sur M2(R).

2. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de M2(R) et donner une base de F .

3. On se place dans l’espace préhilbertien M2(R) muni du produit scalaire ϕ.

(a) Rappeler la définition de F⊥, l’orthogonal du sous-espace vectoriel F .
Déterminer alors une base de F⊥.

(b) Déterminer la projection orthogonale de la matrice J =
(
1 1
1 1

)
sur F⊥.

(c) Calculer la distance de J à F .

Planche 1. Exercice(s) sans préparation.

1. Soit h la fonction définie par ∀x ∈R,h(x) =
{ x−arctan(x)

x2 si x ̸= 0
0 si x = 0

Montrer que h est de classe C ∞ sur R.

2. Résoudre sur R∗+ l’équation différentielle :

(E) x y ′+2y = x

x2 +1

3. Montrer que (E) possède une unique solution f définie et de classe C 1 sur R.

4. Calculer
∫ 1

0 f (x)d x.



Indications.

Exercice.
1. On vérifie aisément les 4 axiomes du cours.

2. On remarque que F =V ect (I2,K ) avec K =
(

0 1
−1 0

)
.

On peut donc affirmer que F est un s.e.v de M2(R) et que (I2,K ) en est une famille génératrice.
Cette famille est libre car I2 et K non colinéaires. Ainsi, (I2,K ) base de F .

3a. Soit M =
(

a b
c d

)
. Comme (I2,K ) base de F , on a :

M ∈F⊥ ⇔ϕ(M , I2) = 0 et ϕ(M ,K ) = 0 ⇔ a +d = 0 et b − c = 0.

On en déduit que F⊥ =V ect (A,B) avec A =
(
1 0
0 −1

)
et B =

(
0 1
1 0

)
.

(A,B) étant une famille libre et génératrice, c’est une base de F⊥.
3b. On remarque que J = I2 +B avec I2 ∈F et B ∈F⊥.
Ainsi, le projeté orthogonal de J sur F⊥ est B .
3c. On a d(J ,F ) = ∥J −pF (J )∥ où pF (J ) = I2 est le projeté orthogonal de J sur F .
Ainsi d(J ,F ) = ∥B∥ =p

2 puisque ϕ(B ,B) = 2.

Exercice(s) sans préparation.
1- On peut écrire le développement en série entière suivant : ∀x ∈]−1,1[ h(x) =∑

n≥1
(−1)n

2n+1 x2n−1.
On en déduit que h est C ∞ en 0. Or, elle l’est aussi sur R∗ (par les théorèmes opératoires).
2- Les solutions de l’équation homogène sont de la forme C 1

x2 avec C ∈R.

La méthode de variation de la constante pour (E) donne λ′
x2 = 1

x2+1
d’où λ′ = 1− 1

x2+1
.

Les solutions de (E) sur R∗+ et R∗− sont donc de la forme x 7→ x−arctan(x)+ak
x2 avec ak ∈R.

3- Par restriction à R∗+ et R∗− on trouve la forme du 1- avec des constantes ak qui doivent être
nulles par continuité en h(0) = 0. La seule solution de (E) sur R est donc la fonction h
4- Puisque 2 f (x) =−x f ′(x)+ x

1+x2 on trouve par intégration, après IPP sur le premier terme de
droite :

2I = − f (1)+ I + ln(2)

2
donc I = ln(2)

2
−1+ π

4



Planche 2.

Mathématiques.

N.B. : la calculatrice n’est pas autorisée.

Exercice.

1. (a) Justifier que la série
∑

n≥1

1

n2n
converge.

(b) La fonction f : x 7→ 1
1−x est-elle développable en série entière ?

2. Démontrer que
∫ 1

2

0

(+∞∑
n=0

xn
)

d x =
+∞∑
n=1

1

n2n
et calculer cette somme.

3. On propose à un joueur le jeu suivant :
Il soit d’abord lancer une pièce équilibrée jusqu’à l’obtention d’un premier pile.
S’il lui a fallu n lancers pour obtenir ce premier pile, on lui fait alors tirer au hasard un
billet de loterie parmi n billets dont un seul est gagnant.

(a) Quelle est la probabilité que le joueur n’obtienne jamais pile ?

(b) Quelle est la probabilité que le joueur gagne à ce jeu ?

(c) Sachant que le joueur a gagné, quelle est la probabilité qu’il ait obtenu son premier
pile au troisième lancer ?

Planche 2. Exercice(s) sans préparation.

1. Déterminer a ∈R pour que 2 soit valeur propre de A =
1 −1 0

a 1 1
0 1+a 3


2. Démontrer que dans ce cas, la matrice A est diagonalisable.

3. Résoudre alors le système différentiel


x ′ = x − y
y ′ =−x + y + z
z ′ = 3z

dans lequel x, y, z désignent

trois fonctions de la variable t , dérivables sur R.



Indications.

Exercice.
1- D’alembert par exemple
2- Intégration d’une série entière sur un segment inclus dans l’intervalle ouvert de convergence.
3- a) Pour En=”premier pile au n-ième lancer”, on a P (En) = 1/2n .
On prouve d’abord que P (B) = 0 où B=”n’obtient jamais pile” en vérifiant que P (B̄) = 1.
b) Puis la formule des proba totales sur le SqCE des (En)n∈N∗ donne P (G) =∑+∞

n=1
1

n2n .
c) La formule de Bayes donne PG (E3) = 1/(24ln(2)) = 0.06

Exercice(s) sans préparation.
1. Le polynôme caractéristique s’écrit P A(X ) = X 3−5X 2+6X −2−2a. Ainsi, P A(2) = 0 ⇔ a =−1.
2. Pour a =−1, on a P A(X ) = X (X −2)(X −3) qui est scindé à récine simples.

3. Lorsque a =−1, la réduction amène A = PDP−1 avec P =
1 −1 1

1 1 −2
0 0 −3

 et D =
0 0 0

0 2 0
0 0 3

.

Le système s’écrit X ′ = AX avec A = PDP−1, soit encore X ′
1 = D X1 avec X1 = P−1X .

On obtient alors X1 = (a,be2t ,ce3t ) avec a,b,c dans R puis on détermine X = (x, y, z) avec la
relation X = P X1 pour obtenir les solutions du système.



Planche 3.

Mathématiques.

N.B. : la calculatrice n’est pas autorisée.

Exercice.

1. (a) Donner la définition du rayon de convergence d’une série entière.

(b) Donner le développement en série entière de la fonction x 7→ cos(x) et préciser son
domaine de validité.

2. On s’intéresse à la série entière définie par S(x) =
+∞∑
n=0

(−1)n4n

(2n +1)!
x2n

(a) Déterminer le rayon de convergence de cette série entière.

(b) Calculer la somme de cette série entière.

3. On s’intéresse à l’équation différentielle:

(E) x y ′′(x)+2y ′(x)+4x y(x) = 0

(a) Déterminer les solutions de (E) développables en série entière au voisinage de 0

(b) Est-ce que toutes les solutions de (E) sur ]0;1[ sont les restrictions d’une fonction
développable en série entière ?

Planche 3. Exercice(s) sans préparation.

Soit (a,b,c,d ,e) ∈R5 et M = 1
2

 a −p2 dp
2 b e

1
p

2 f


1. (a) Donner la définition d’une matrice orthogonale.

(b) Donner la définition d’une isométrie vectorielle d’un espace euclidien.

2. Déterminer les éléments (a,b,c,d ,e) ∈R5 tels que M ∈ SO3(R).

3. On se place dans l’espace euclidien R3 muni du produit scalaire canonique.
Reconnaître l’endomorphisme u de R3 admettant, dans la base canonique, la matrice M
déterminée à la question précédente.



Indications.

Exercice.
1.a. Avec d’Alembert, R =+∞.

b. On a donc S(x) =
+∞∑
n=0

(−4)n

(2n+1)! x
2n =

+∞∑
n=0

(−1)n (2x)2n

(2n+1)! .

Or, d’après le cours, ∀X ∈R sin(X ) =
+∞∑
n=0

(−1)n X 2n+1

(2n+1)! , donc on a 2xS(x) = sin(2x).

On a alors : S(x) =
{

sin(2x)
2x si x ̸= 0

1 si x = 0
2. Analyse : On suppose qu’il existe une solution y de (E) sous la forme d’une série entière ad-
mettant un rayon de convergence R > 0 ∀x ∈]−R,R[, y(x) =∑+∞

n=0 an xn .
Comme on peut dériver une série entière terme à terme sur son intervalle ouvert de conver-

gence alors : ∀x ∈]−R;R[


y ′(x) =

+∞∑
n=0

nan xn−1

y ′′(x) =
+∞∑
n=0

n(n −1)an xn−2
. Ainsi : y solution de E sur ]−R;R[

⇔∀x ∈]−R;R[
+∞∑
n=0

n(n −1)an xn−1 +
+∞∑
n=0

2nan xn−1 +
+∞∑
n=0

4an xn+1 = 0

⇔∀x ∈]−R;R[ 2a1 +
+∞∑
p=2

[p(p −1)ap +2pap +4ap−2]xp−1 = 0 puis par unicité du DSE0 :

⇔ a1 = 0 et ∀p ≥ 2 p(p −1)ap +2pap +4ap−2 = 0 ⇔ a1 = 0 et ∀p ≥ 2 ap = −4
p(p+1) ap−2

Enfin, on montre par récurrence sur n ∈N que : ∀n ∈N
{

a2n+1 = 0

a2n = (−1)n 4n

(2n+1)! a0

Synthèse : On a alors, par la question 1, R =+∞ et y(x) =
{

a0
sin(2x)

2x si x ̸= 0

a0 si x = 0
avec a0 ∈R

(Comme, on a raisonné par équivalences et que R > 0 on peut remonter les équivalences.)

Exercice(s) sans préparation.
1. c’est du cours
2.a Notons C1,C2 et C3 les colonnes de la matrice M .
Supposons que M est orthogonale positive. D’après le cours, on a les relations

∥C1∥ = ∥C2∥ = ∥C3∥ = 1 et (C1 |C2) = (C1 |C3) = (C2 |C3) = 0.

La relation ∥C2∥ = 1 implique b = 0, puis on déduit de la relation (C1 |C2) = 0 que a = 1.
De plus, les colonnes formant une base orthonormée directe , on doit avoir C3 =C1 ∧C2.

Finalement, on trouve donc M = 1
2

 1 −p2 1p
2 0 −p2

1
p

2 1

 qui est bien orthogonale positive.

3. En suivant la méthode du cours, on montre que l’endomorphisme u est la rotation d’axe
dirigé par i +k et d’angle θ =π/2.



Planche 4.

Mathématiques.

N.B. : la calculatrice n’est pas autorisée.

Exercice.

1. La matrice A =
0 1/4 0

1 1/2 1
0 1/4 0

 est-elle diagonalisable ?

2. Déterminer alors les éléments propres de la matrice A.

3. On dispose de deux boites A et B . Au départ, A contient deux jetons marqués 0 et B deux
jetons marqués 1 . On extrait au hasard et simultanément un jeton de A et un jeton de B
et on les change de boites. On effectue cette manipulation n fois.

Soit Xn la variable aléatoire égale à la somme des points des jetons contenus dans A à
l’issue de ces n manipulations.

(a) Déterminer les valeurs possibles et la loi de X1.

(b) Pour tout i ∈ {0;1;2} et pour tout j ∈ {0;1;2}, calculer les 9 résultats P(Xn−1= j) (Xn = i ).
On pourra écrire les 9 résultats dans un tableau à double entrée.

(c) Soit Cn la matrice colonne donnant la loi de Xn , c’est-à-dire Cn =
 P (Xn = 0)

P (Xn = 1)
P (Xn = 2)

 .

Montrer que Cn = ACn−1 pour tout entier n ≥ 1.

(d) Comment déterminer la loi de Xn en fonction de n ?
Qu’obtient-on lorsque n →+∞ ? Interpréter.

Planche 4. Exercice(s) sans préparation.

1. On considère la fonction définie sur R2 par

f (x, y) = 6x2 − y2 −x3

(a) Montrer que la fonction f admet deux points critiques.

(b) La fonction f admet-elle un extremum local ?

(c) La fonction f admet-elle un extremum global ?

2. Dans R3, on s’intéresse à la surface (S) d’équation

(S) 6x2 − y2 −x3 − z = 0

(a) Montrer que le point A(4,0,32) appartient à la surface (S)

(b) Montrer que tous les points de (S) sont réguliers.

(c) Donner une équation cartésienne du plan tangent à (S) en un point régulier de (S).



Indications.

Exercice.
1.Le polynôme caractéristique de A est P (X ) = Det (X · I3 − A) = (X −1)(X +1/2)X .
La matrice A est diagonalisable car son polynôme caractéristique est scindé à racines simples.

2. On trouve A = PDP−1 =
 1 1 1

0 4 −2
−1 1 1

 ·
0 0 0

0 1 0
0 0 −1/2

 ·
1/2 0 −1/2

1/6 1/6 1/6
1/3 −1/6 1/3


3.a. Il est clair que X1(Ω) = {1} avec P (X1 = 1) = 1 (loi certaine).
3.b En invoquant l’indépendance entre les tirages réalisés dans A et ceux réalisés dans B on a :

P(Xn−1=0)(Xn = 0) = 0 P(Xn−1=0)(Xn = 1) = 1 P(Xn−1=0)(Xn = 2) = 0
P(Xn−1=1)(Xn = 0) = 1/4 P(Xn−1=1)(Xn = 1) = 1/2 P(Xn−1=1)(Xn = 2) = 1/4
P(Xn−1=2)(Xn = 0) = 0 P(Xn−1=2)(Xn = 1) = 1 P(Xn−1=2)(Xn = 2) = 0

3.c La formule des probabilités totales sur le système complet d’évènement associé à la variable
aléatoire Xn−1 donne la relation cherchée.

2.d La loi de Xn est donnée par Cn . Or on a Cn = AnC0 avec C0 =
0

0
1

 et, diagonalisant A,

AnC0 = PDnP−1C0 =
 1 1 1

0 4 −2
−1 1 1

 ·
0 0 0

0 1 0
0 0 (−1/2)n

 ·
1/2 0 −1/2

1/6 1/6 1/6
1/3 −1/6 1/3

0
0
1


=

0 1 (−1/2)n

0 4 (−1/2)n−1

0 1 (−1/2)n

 · 1

6

3 0 −3
1 1 1
2 −1 2

0
0
1

 == 1

6

0 1 (−1/2)n

0 4 (−1/2)n−1

0 1 (−1/2)n

 ·
−3

1
2

= 1

6

 1+2(−1/2)n

4+2(−1/2)n−1

1+2(−1/2)n



Finalement

P (Xn = 0)
P (Xn = 1)
P (Xn = 2)

= 1
6

 1+2(−1/2)n

4+2(−1/2)n−1

1+2(−1/2)n

 −→
n→+∞

1/6
2/3
1/6


Exercice(s) sans préparation.
(1)(a) Deux point critiques (0,0) et (0,4) avec f (0,0) = 0 et f (4,0) = 32
(b) Comme f est C 2, on peut utiliser la matrice Hessienne ou écrire :
f (x,0) = x2(6−x) ≥ 0 et f (0, y) =−y2 ≤ 0 donc pas d’extrememum local en (0,0).
et f (4+h,k)− f (4,0) =−h2(h +6)−k2 ≤ 0 donc maximum local en (4,0).
(c) Par exemple, f (x,0) = 6x2 −x3 ∼−x3 donc pas d’extremum global.
2.a Ses coordonnées vérifie l’équation.
2.b C’est une équation de la forme (S) F (x, y, z) = 0 avec ∇F = (. . . , . . . ,−1) ̸= 0⃗ donc tous les
points sont réguliers.
2.c Le gradient précédent est un vecteur normal au plan tangent P en (x0, y0, z0) ∈ (S) d’où
l’équation P : 3x0(4−x0)(x −x0)−2y0(y − y0)− (z − z0) = 0


