PSI*

Feuille d’exercices posés aux oraux 2024
aux éléves de PSI* de La-Fayette

1 ccINP

Planche 1. ccINP (Lajoignie Mazime)

Exercice 1

Un joueur effectue une suite de Pile ou Face indépendants, la probabilité d’obtenir Pile est de
p €]0, 1], celle d’obtenir Face de ¢ =1 — p.
On note N la variable aléatoire correspondant au rang du premier pile.
Lorsque N = n, on place n boules numérotées de 1 & n dans une urne.
Le joueur tire un boule de maniére équiprobable dans 1’urne et il gagne si elle est impaire.
On note X la variable aléatoire correspondant & la valeur de la boule tirée.

—+00 . X
22+l 2k

1) Montrer que : 501 = J 1@ dt pour x €]0, 1]
0

=k
too o T okt1
On admet de méme que : Y 2= = [ tli; dt pour = €]0, 1]
j=kt1 00
2) Reconnaitre la loi de N.
+oo
3) Montrer que : Vk e N, P(X =2k+1)= > P(X =2k+1N=n)P(N =n)
n=2k+1

Montrer, en séparant en somme paire et impaire que :

T 59 too
P(X=2k+1)=2[ L5+ 3 4]
=k j=k+1
. 1 _1(.1 1 2
4) On admet que : a0 Z(l_th + 11—t + (1715)2)

Calculer P(A) avec A ’événement le joueur gagne.

2j+1
1)
2j+1
=
sur son intervalle ouvert de convergence.

a pour rayon de convergence 1 et on peut dériver terme a terme une série entiére

d £ 229+1 oo 94 2k , . , L, . 9
Donc, pour z €]0, 1], d—( > ) = > 2% = £ (série géométrique de raison z* €]0,1])
xXr j=k

Z . 2j+1 1—22
. 1o i1 T 12k
En intégrant entre 0 et = €]0,1[, on a : |Vz €]0,1] , > S J o dt
ik




2) N est le temps d’attente du premier succes lors de n épreuves de Bernoulli successives, in-

dépendantes et de méme paramétre p. On a donc : | N — G(p)

3) @ (N =n),en+ est le systéme complet d’événements associé a la variable aléatoire N.
Par la formule des probabilités totales sur ce systéme complet d’événements on a donc :

+oo
VEeN, P(X =2k+1)= 3 P(X =2k +1|N =n)P(N =n)
n=1

Comme P(X =2k+ 1|N =n)=0sin < 2k+ 1 (on ne peut pas tirer une boule qui n’est pas

+o0o
dans l'urne) alors : [Vk e N, P(X =2k+1)= > . P(X =2k+1|N=n)P(N =n)

n=2k+1

e Pour n > 2k + 1, comme on a équiprobabilité X|y—, < U([1;n]) et donc
P(X =2k +1|N =n) =1,
Comme on connait la loi de N, on sait que : P(N =n) = pq

n—1

+o0o n—1 too n
— — ya — q
Onadonc P(X =2k+1)= > T §

n
n=2k+1

=2k+
En séparant les termes pairs des termes impairs ( =2joun=2j+1)ona:

oo g2+l
P(X =2k+1)= fg(j:;+1 4 2 2]+1)

4) On reprend le calcul ci-dessus, alors avec le 1) et la somme admise :

F o 2R P eEn)) 2%
P<X:2k+1):§[0 1tt2dt+ft1 zd :ggq 1t—1i_+t) g ﬁdt

Ct—

400
Comme A = |J (X =2k+1) et que les événements (X = 2k + 1)en sont incompatibles alors :
k=0

P(A):JiOP(X:%Jrl) Zoogf‘lt_

Comme sur Uintervalle [0, ¢ la suite de fonctions (¢ — kZ: e t)keN converge uniformément vers

Mm on peut intervertir la somme et I'intégrale et on a :

q
PA) =3 ot

En utilisant la décomposition en éléments simples admise :

P(A)
q
=2 [k s+ )i
Llin(1+1t) —In(1—1t) + &}
- %(ln(1+Q) —l”(l—Q)—i-l%q) mais g =1—p
2= . o 92
= $In(SF) + 2(11_,,) On a donc : | P(A4) = Lin(=?) + 2(11—[))




Exercice 2

a
Soitae Ret A= 1|0

1
1) Déterminer le spectre de A.
2) A est elle diagonalisable ?
3) Réduire A

O = O
QO =

1) En développant par rapport a la deuxiéme colonne :
AX)=(X-D(X-a)?*-1)=(X-1)(X—a+1)(X —a—1) donc |sp(A) = {1,a+ 1,a — 1}

2) A est symétrique réelle donc : ’A est diagonalisable. ‘

0 0 0
3) On remarque que A | 1| = [ 1] donc e; = | 1| est un vecteur propre de A associé a la
0 0 0
valeur propre 1.
1 1 1
On remarque que A [0 | = (a+1) [ 0| donc e; = | 0| est un vecteur propre de A associé a la
1 1 1
valeur propre a + 1.
1 1 1
On remarque que A| 0 | =(a—1)| 0 | doncesz = | 0 | est un vecteur propre de A associé
-1 -1 -1

a la valeur propre a — 1.

Comme (e, €9, e3) est une base, on a, par réunion des bases des sous-espaces propres et par for-

01 1 1 0 0
mule de changement de bases : |A=PDPltavecP=11 0 0 |etD=|[0 a+1 0
01 —1 0 0 a-—1

Remarque : on aurait pu utiliser la méthode "traditionnelle" pour trouver les vecteurs propres ...

Planche 2. ccINP (Noé Thomas)
+o0
Exercice 1 On pose £ =R[X] et V(P,Q) € E* |, p(P,Q) = [ e 'P(t)Q(t)dt
0

1) Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur F.
“+o0o
2) Déterminer pour tout n entier, I, = [ e~ ‘t"dt
0
+o0
3) Calculer I = inf [ e (3 —at? — bt — ¢)*dt
(a,b,c)eR3
+oo
4) Soit n >2et H={P e R,[X], [ te”'P(t)dt =0}
0

Montrer que H est un sous espace vectoriel de R, [X] et calculer la distance d entre X — 1 et H.



1) @ On commence par montrer que 'intégrale définissant <, > est convergente.
Soit R € E. Alors t — e 'R(t) est continue sur [0, +00.

De plus < _t/(Q) = e M2R(t) e 0 donc e *R(t) = o(e*/?) au voisinage de +oc.

Comme t +— e~'/2 est intégrable sur [0, +oo|, alors, par négligeabilité t — e *R(t) est intégrable
sur [0, +o00|

+oo
On en déduit que [ e *R(t)dt est convergente.
0

En particulier si (P,Q) € E?, alors en posant R = PQ on a : f e tP t)dt convergente et

donc <, > est bien définie sur E2.

e Soit (P,Q,R) € E3 et X E R. Alors :
i) < PQ+AR>= [ e tPt)(Q(t) + AR(t))dt = [/ et P(t)Q(t)dt + X [/ e~*P(t)R(t)dt par
linéarité de I'intégrale et puisque les intégrales sont convergentes
et donc < P,Q + AR >=< P, Q>+ < P R >
ii) On a: < P,Q >=< @, P >, évident par commutativité de la multiplication dans R.
iii) < P,P >= f+oo e 'P(t)?dt > 0 car Vt > 0, e 'P(t)? > 0 et positivité de I'intégrale.
iv) < P,P>=0= [ e tP(t)%dt
Mais t — e *P(t)? est continue et positive sur [0, +oo.
Donc par le théoréme de 'intégrale nulle, on a Vt >0, e *P(t)?> = 0 et donc P(t) =0
P est alors un polyndéme ayant une infinité de racines et donc P = O

)< PQ+AR>=<P,Q >+\N< PR >
i) < P,Q >=<Q,P >

On a alors : V(P,Q,R) € E*> , VAeR , { et on
ii) < PP >>0
iw) < P,P>=0= P =0g
en déduit que : ’<, > est un produit scalaire sur E‘
2) Pour k > 1 et par intégration par parties, comme lim t*e~' = 0 et que les intégrales sont

t—+00
convergentes :

+oo
I, = [—e "F)5>° + [ e 'kt*1dt et done Iy = kI
0
+o0
Iy= [ etdt=[-e"g* =1
0

On reconnait la formule de récurrence définissant la factorielle (on peut aussi faire une récur-
rence) et on a : ’W{:EN, Ik:k:!‘

3) e On va commencer par trouver une base orthogonale de F' en appliquant le procédé de
Schmidt & la base canonique de F.

On pose Py = 1, P, = X et P, = X?, ainsi la base canonique est la base (Py, P, ) et on
construit (Qp, @1, Q2) une base orthonormée de F.



Etape 1 : On pose @y = %II

“+o0
|P||> =< P, P, >= t[ etdt =T = 0! = 1

On a donc @y =1

Etape 2 : On pose Q1 = [R=SpGe8l
< PL,Qo >=< X,1>= L =1donc Q1 = P— < P,Qp>Qy=X —1

<Q1,Q1> < X-1,X-1>= <X2—2X—|—1,1> 12—211—1-]0:2!—2.1—4—1:1etdonc
Q=X —

—<P,Q0>Q0—<,Q1>Q1
Etape 3 : On pose Q2 HP2 <P2,Q0>Qo—<P2,Q1>Q1]|

On pose Q2 = Po— < Py, Qo > Qo— < P>, Q1 > Q,

<P27Q0>:<X2,1 >=1=2, < P, >:<X2,X—1>:I3—]2:6—2:4

Donc Qy = X2 —2—4(X —1) = X2 —4X +2

< Q9 Qs >=< X2 —4X 42, X% —4X 42 >=< (X2 —4X +2)%1 >

donc < Q, Qs >=< X* +16X2 +4+4X? — 16X — 8X3,1 >

done < Qy,Qy >= I, — 813 + 201, — 161, + 41y = 4.6 — 8.6 +40 — 16 +4 = —24 + 24 +4 =4
Donc @) = w

Bilan : (Qo, @1,Q2) = (1, X — 1 w) est une base orthonormée de F.

e Par définition d = d(X3, F) = ||X® — R|| ou R est la projection orthogonale de X3 sur F.
Par le théoréme de projection orthogonale, comme (@, @1, Q)2) est une base orthonormée de F :
R=<X?Qo> Qo+ <X, Q1> Q1+ < X? Qs> Q>
<X3Qo>=< X3 1>=13=06,
<X3 Q1 >=< X3 X -1>=1,-13=24—-6=18,
< X?’,Qz S—c XS, XL;LXH ~>— 15—4124+213 _ 120736“2 — 18
Donc R = 6 + 18(X — 1) + 188°=4842 — 9X2 _ 18X + 6

On a alors : d = || X3 — R|| qui, aprés application numérique (longue) donne : |d = 6
4) H = (vect(X))*, donc H est un hyperplan de R, [X]

On pose R = X — 1 et R* le projeté orthogonal de R sur vect(X).
L _ <RX X-1,X X X>-<X1 I—1 2 _ 1
Alors Rt = S22 X = = =X = S mm X = 2X = X =1X

<X, X> <X, X> <X, X>
d=||Rt||=V<RLRI>=1/<X, X >=2L
Donc |d = \/75




Exercice 2
Soit n > 1 et E = My(R), Sy(R) ={M € E, M =M'} et Ay(R)={M € E, M=—MT}
a) Montrer que E = S,,(R) @ A4, (R).

b) Déterminer ¢ la projection sur S,(R) parallélement & A,(R).

a) Le début est une question de cours.
M+M" M- MT
Si M € B, alors M = =+ =

€Sn(R) €An(R)
Comme 'autre inclusion est évidente : F = S, (R) + A, (R)

., donc E C S,(R) + A,(R)

De plus : M € S,(R) N M, (R) = M=M" M 0y = M =0
e plus : n n = =
p V — — M7 E E

Donc S,,(R) N M,(R) C {0g} et comme Pautre inclusion est évidente : S,,(R) N M, (R) = {0g}.

La somme 5,,(R)+A,,(R) est donc directe, et en utilisant le résulat précédent : | E = S, (R) & A,,(R)

b) Avec la décomposition du a) : (VM € E | (M) = —M+2MT

Planche 3. ccINP (Evangelista William)

Exercice 1
Soit n > 2 et (A, B) € M,(R) telles que : AB— BA=A

On pose pour tout X € M,(R), f(X)=XB - BX
1) Montrer que f est un endomorphisme de M, (R)

2) Calculer la trace de A puis la trace de A* pour tout k € N

1) Pour (X,Y,\) € (M,(R))> xR, f(X +AY) = f(X) + Af(Y) par linéarité¢ du produit.
Comme f est de M, (R) dans M, (R), alors | f est un endomorphisme de M, (R)

2) e tr(A) =tr(AB — BA) =tr(AB) —tr(BA) = tr(AB) —tr(AB) =0
e De méme : tr(A*1) = tr(A*(AB — BA)) car A= AB — BA
tr(AMY) = tr(AM B) — tr((A*B)(A)) = tr(A*'B) — tr((A)(A*B))tr(A*'B) — tr(A*1B) = 0
car tr(MN) =tr(NM) On adonc:|Vk €N, tr(4*) =0




Exercice 2
Soit (F) < z(1 —2)y"(x) + (1 —32)y' () —y(z) =0
a) Trouver les solutions DSE, de (E).
b) Pourquoi y-a-t-il d’autres solutions sur |0, 1[7
(

c¢) En utilisant y(z) = ;Txl) trouver toute les solutions sur |0, 1.

+o00o
a) Supposons que y(z) = Y a,z™ a un rayon de convergence R > 0 et est une solution de F

n=0
sur | — R; R|

Comme on peut dériver une série entiere terme a terme sur son intervalle ouvert de convergence

+oo
Y () = > na,a™!
n=0

alors : Vo €] — R; R[ oo
y'(x) = 3 n(n —1)a,a"?
n=0
On a alors :

y solution de E sur | — R; R|
& Vrel—R;R[, x(1—2)y"(z)+ (1 —-3x)y(z) —y(x)=0
)

! )
+00 400 +o0
sVeel-RR[, z(1—2)> n(n—1)a,z" %+ (1-32) > na,z" ' = > a,2" =0
+o00 =0 +o00o +7£0 i:c? +00
sVrel-R;R[, Y. n(n—1Dax"'—=> n(n—"1a,z"+ > na,z" '-35 na,z"— > a,z" =0
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
+o00 +o00
s Ve el - R R, Y [nn—1)a,+nay)z" ' = 3 [n(n — 1)a, + 3na, + a,)z™ =0
n=0 n=0
+o00 +00
sVrel—-R R, Y nla,2" =Y (n*+2n+1)ax" =0
n=0 n=0

< (1)
On a pu regrouper les sommes car elles sont toutes convergentes car ce sont des séries entiéres de
méme rayon de convergence R.

Changement d’indice : p = n — 1 dans la premiére somme et p = n dans la deuxiéme.

+oo +o00

(1) & Ve €] = RR[, 3 (p+ 1 apa? — 3 (p+ 1) %apa” =0
p=0 p=0
+o0o
Vo €]l —RyR[, > (p+1)*(aps1 — ap)a? =0
p=0
On a fait commencer les sommes au méme indice et remarquer que pour p = —1 le terme est

nul dans la premiére somme :



Par unicité du DSEy, puisque R > 0
(1) eVpeN, (p+1)%(ap1 —ay) ©VpEN, a,41 =a,
La suite a, est donc constante et on a : y(x) = ag ) 27 = &
On a reconnu une série entiere du cours de rayon de convergence R =1 > (

Comme, on a raisonné par équivalences et que R > 0 on sait peut remonter les équivalences.

Conclusion : | Les solutions développables en séries entiéres en 0 de E, sont définies sur | — 1, 1]

dACTI . — _Qo
et s’écrivent : y(r) = "= avec ap € R

b) Comme z(1 — x) # 0 sur ]|0,1], (E) est une équation différentielle d’ordre 2 homogéne a
coefficients continues, donc d’aprés le cours, 'ensemble des solutions est un espace vectoriel de
dimension 2.

Comme au a) on a trouvé une droite, alors ’il y a d’autre solution.‘

¢) Comme 1 —z # 0 sur |0, 1[, on peut effectuer dans (E) le changement de fonction inconnue

z(z)

yle) =25
Ona:y=c4y =5 -y ey = 35— 2557 + ooy

AlorS'(E)
& 2l — 225 — 252 + ]+ (1= 32) [ — o] — 257 = 0
@—xzuffjl—(;Zf)ﬁ—l—%—ﬁﬂ%rﬁ:o
i e B e e e e e T |
R = e TR e A= el
&~z + 27 + 2[5y — ) =0
& —xZ —Z—O on pose Z = 2’
& 7 = %Z on a une EDL; homogéne, comme [ %da: = In(z) sur ]0, 1], d’aprés le cours

< Z(x) = aexp(—In(z)) avec a € R
Z(m) =al avec a € R
& 2 (x) =a; aveca € R
& z(x) = aln(z) + b avec (a,b) € R? et on utilise y(z) = %
& y(z) = LI avec (a,b) € R?

Comme on a raisonné par équivalences, on a que :
Les solutions de (F) sur |0, 1[ s’écrivent : Vx €]0,1[ , y(x) = %@ﬁb avec (a,b) € R?

T




Planche 4. ccINP (Fontbonne Océane et Tobilov Aboumouslim)

Exercice 1
Soit f € L(R?) tel que f2 = Idg et f # Idg.
1) Montrer que 1 est valeur propre de f.

2) Montrer que E = ker(f — Idg) ® ker(f* + f + Idg)

3) Montrer qu’il existe une base B de E telle que Mp(f) =

_ o O
O O =
O = O

1) ¢ Comme f € L(R?), son polynome caractéristique y; est de degré 3 et son coefficient do-
minant vaut 1. Il s’écrit done x¢(X) = X? + Q;(X) avec deg(Qy) < 2.
Donc lim xs(z) =4ocet lim ys(z) = —o0.
T——00

r—r+00
Comme de plus s est continue sur R, alors, avec le théoréme des valeurs intermédiaires :

NER, y(A\) =0

f admet donc, au moins une valeur propre réelle.

e X3 — 1 est un polynome annulateur de f. Donc sp(f) C R, avec R I’ensemble des racines de
X3 —1.
Comme R admet une unique racine réelle : 1, et que f admet au moins une racine réelle, alors on
peut conclure que : ‘ 1 est valeur propre de f. ‘

2) @ x € ker(f — Idg) Nker(f*+ f + Idg)
- {f(x)—x:oE L@ =
fA(z)+ f(z) +2=0g r+zx+ax=0g
On a donc ker(f — Idg)Nker(f*+ f+ Idg) = {0} et la somme ker(f — Idg)+ ker(f?+ f+ Idg)
est directe.

<z =0g

e Analyse : Soit = € F.
Supposons que z s’écrive : x = a + b avec a € ker(f — Idg) et b € ker(f* + f + Idg
Alors f(a) = a et f2(b) + f(b) + b= 0g
Alors x =a+b= f(z) =a+ f(b) et f2(x) =a+ f*(D).
On ajoute ces trois équation et on obtient : x + f(z) + f%(x) = 3a + (b + f(b) + fQ(b)l

@
=0p

T @@ o g g = 2@ @)
3 3

On a donc a = a=



Synthése : Soit x € E. Onposea:wﬁb:x—a:w
Alors f(a) = w = w = a donc a € ker(f — Idg)
fi=Ildg

De méme , ,
b+ f(b) + f2(b) = =L@ 2wy 2P @) - 0, done b € ker(Idp + f + f?)
De plus, (aprés ce "combat des chefs")7 a + b = SL’, dOHC X e ker(f — IdE) + keT(fQ + f + IdE)

Alors E C ker(f —Idg)+ker(f*+ f+Idg) et comme Pautre inclusion est évidente on obtient :
E =ker(f —Idg) + ker(f*+ f + Idg)

e La somme étant directe (premier point) : | E = ker(f — Idg) @ ker(f?* + f + Idg)

3) e Si on suppose que ker(f*+ f + Idg) = {0g} alors, avec le 2) on a : E = ker(f — I4E) et
donc f = Idg. Absurde par Hypothese donc ker(f? + f + Idg) # {0g}

e Soit donc b € ker(f* + f + Idg) tel que b # Og.
On sait aussi, d’aprés 1), que 1 est valeur propre de f, donc Ja # Op tel que f(a) =a
Montrons que B = (a,b, f(b)) est une base de E.

Montrons d’abord que B est libre : soit (o, 3,7) € R® | aa + b+ v f(b) = 0g
En composant par f : af(a)+ Bf(b) +vf*(b) = Op
En recomposant par f : af?(a) + Bf*(b) +vb = 0g
aa+ pb+vf(b) =0g
On utilise f(a) = a et on a le systéme : < aa + Bf(b) +vf2(b) = 0p
aa + Bf2(b) +vb = 0g
En ajoutant les trois équations, comme b+ f(b) + f2(b) = O alors 3aa = O et comme a # O,
alors v =0

Bb+~f(b) =0g
Il reste : ¢ Bf(b) +~vf%(b) =0  On effectue : yL; — L3 et on oublie Ly
BI2(b) +7b=0g
_ [0 - 5P =0
Bf) +vf*(b) =0p
= (v’ + 8°)f(b) = 0
Comme f3(b) = b # Og alors f(b) # 03 et donc o® + 3% = 0 et donc 8 = —y
Bb—pf(b) =0p
En revenant au premier systéme, on a : { Sf(b) — Bf2(b) = 0g
BIA(b) — b= 0p

Si B 0 alors b= f(b) = f2(b) et donc 3b = b+ f(b) + f2(b) = Op car b € ker(Idg + f + f?)
ce qui est absurde.
On a donc g = 0.
Finalement a = f = v = 0 et donc B est libre.

on fait ’}/Ll + B2L2

10



Remarque : autre méthode pour montrer que S =~ = 0 lorsque 'on a déja o = 0
Par I'absurde, si v # 0 alors f(b) = _Tﬁb et comme b # O alors b est un vecteur propre de f associé

a la valeur propre réelle _TB

Comme spr(f) = {1} alors b € A.
Donc b € AN B = {0g}, ce qui donne b = 0 absurde , donc v = 0. On a ensuite facilement 5 =0

e Comme card(B) = dim(E

) et que B est libre, alors B est une base de FE.
Comme f(a) = a, f(b)

)
(), f(f(b) = f2(b) = —b— f(b) alors la matrice de f dans la base B

10 0
est A=Mp(f)=(0 0 —1
01 —1
010
e Posons R= [0 0 1| etappelons g '’endomorphisme de R? admettetant R comme matrice
100
relativement a la base canonique.

g # ldg

d® = Idg

g vérifie donc les mémes hypothéses que f et donc; il existe une base B’ de R? telle que Mp/(g) = A
On a donc A semblable & R.

On a Mgp(f) semblable & A, Mg, (g) = R semblable & A donc Mg(f) est semblable & R et donc

e Bilan : ’Il existe une base B” de E dans laquelle f a pour matrice R‘

Alors, comme R # I3 et R = I3 on a : {

Exercice 2

Soit I =]0, +oo[ et o € R tel que o < 1.
On pose : Vn e N* | Ve e I, f,(z) =x(1 4+ n% ")

1) Montrer la suite de fonctions (f,,)nen converge simplement sur [ vers une fonction f que 'on
précisera.

2) Montrer que y — ye Y est bornée sur I

3) Montrer la convergence uniforme de la suite (f,,) sur 1.

1
4) Caleuler [ z(1+ n“e ")dx
0

1) Par comparaison exp-puissance, pour z > 0 on a : n®™ "™ — 0donc f,(z) — .
n—-+00 n——+00

f I — R

Donc : « converge simplement sur I vers
(fn)nGN g p T s T

11



2) Posons : Vy > 0, a(y) = ye ¥. Alors a est C' et d'(y) = (1 — y)e V.

Y 0 1 +00
a'(y) + 0 -
On a alors le tableau de variation suivant : %
a(y) /! N\
0 0

On adonc:Vyel, |ye?| <2, donc|y— ye ¥ est bornée sur /.

3) Ve € I, |fule) - fla)] = lre™n®| = no~! (na)e ™ < L

—

o |=

<1
On peut donc définir || f,, — f||., = sup |fu(z) — f(z)| et on a || f, —
xel

en

Comme o < 1 on a lim —— = 0, donc par comparaison lim
n—-+oo

n——+o00

(fn)nen+ converge uniformément vers f sur I.

4) Comme fn Converge uniformément vers f sur I (qui est borné),

1
— — i =1
hm ffn Ydx = f hm fulz )dw-{nginooxdx— 5

On a donc : | lim ffn =

n—-+o0o 0

D=

oo =< go==
| fn — fll. = 0 et donc :

alors d’apreés le cours :

Planche 5. ccINP (Mathieu Testeil)
Exercice 1

1

On pose Vn € N, I, = [In(1+ t")dt
0

1) Montrer que I,, est bien définie.

2) Montrer que (I,,) converge et déterminer sa limite.

1
3) Montrer que : I, ~ 1 [ 24 gy,
0

oo 1 71.2 2

4) Sachant que : ) ~3 = % montrer que : [, ~ 7~
n=1

1) Posons, pour tout n € N : fo o [0,1] — ?

t o In(l141t")
Alors, on a une suite de fonction continue sur 1.

Comme une fonction continue sur un segment est intégrable sur ce segment alors :

la suite (I,,)nen est bien définie.

12



2) e Pourt € [0,1[, f.(t) =In(l+t") — 0

n—-+00
e De plus, Vn e N* | vVt € [0,1], 0 < |f.(t)] < In(2)
e On a donc :
les fonctions f, sont continue par moceaux sur [/

(fn)nen converge simplement vers la fonction nulle sur /qui est continue par morceaux sur [

Vn e N* | Vt € [0,1], 0 < |f.(t)] < In(2) avec t — In(2) qui est intégrable sur [
on peut donc appliquer le théoreme de convergence dominée et on a :

1151_1 I, = hm ffn f hm fu(t) f hm 0dt =0
n—-+0oo n—
Donc| lim I, =0
n—-+0o0o

3) Pour n € N* (donc n # 0), effectuons dans I,, le changement de variable u = ¢".
Ona:t= ul/” donc dt = Lu'/""1du

1
Alors : [, = fln(l )yl tdy = L[y gy
0 0
. n(+u) 1/ In 0,1 — R
Posons Vn € N* | J, —Ofl (LHw) 1/ dyy et ] . ] _ ),/
In(1+u)

Alors les g, sont continue par morceaux sur I, et lim g,(u) =
n——+00

Donc (g,,) converge simplement vers g : u (H”) sur ]0, 1]

u

In(1u)

De plus : Vu €]0,1] , 0 < g,(u) < ln(lju) avec u qui est continue par morceaux et

intégrable sur |0, 1] car continue et prolongeable par continuité en 0.

Comme au 2), on peut appliquer le théoréme de convergence dominée et on obtient :

1 1
lim J, = hm fgn du—f hm gn(t)du = [ lim 9(“)du:f@d“

n—-+00 0 n—-+00 0

1
On reporte ce résultat dans la relation reliant I,, et J,, et on obtient : | [, ~ %f n{1+w) 7o,
0

(71 n+1

+o0
4) o D’apres le cours : Vu €0, 1], In(14u) = > S yn
n=1

D"
Z n—l—l

n+1

Donc Yu €]0, 1] , H“ Z

h : 10,1] — R h, : 10,1 — R
Posons 10, 1] In(1+u) €6 Vn €N, 10,11 "
Uu — —u u — n+1u
+o0
Alors par construction > h, converge simplement vers h sur |0, 1]
n=0

1
On a aussi : f | (w)| du = [ —sutdu = —(nil)z
0
1

Comme ) m est convergente par Riemann, alors Y [ |h,(u)|du est convergente.
0

13



les fonctions h, sont continue par morceaux et intégrables sur ]0, 1|

+o0o
nz:O converge simplement vers h sur |0, 1] . on peut

Zf |h,,(u)| du est convergente

On a donc :

donc appliquer le theoreme d’intégration terme a terme et on en déduit que :

Jl“ ln(1u+u) du

1 —+o00
= [ > hn(u)du
0 n=0
+oo 1
= > [ hy(u)du méme calcul qu’avec la valeur absolue (signe constant)
n=00
+
= (n+1)
+<>o( 1)nt1
’VL2
n=1
“+oo —+00 “+o0 —+00
( 1)n+1 . (_1)2k+1+1 (_1)2k+1 . . 1 71__2
e Mais Z =, ozt > Rz > 2k+1 Z = 2 Crt1)Z 24
k=0 k=1 =0 k=0
avec le resultat donné par I’énoncé
+Oo1 2 +<>o1 +OO1 2 +00112 2 +O<>1 2
) . 1 _ = 1 1 _ 1n? _ a2 _
D’autre part : 7 TG = kZO k1) +k20 @z 6 kz(] @41246 6 7 kZO @k+1)2 — 8
n= = = = =

+oo 1
_q)n+1 2 2 2 In(1 2
Alors : S 4 n) =% — 57 = 55 et on a finalement : [ "(u+“)du:71r—2

Et en utilisant le 3) : | I,, ~ {5

Exercice 2 (déja tombé en 2023)

Soit une suite de variable aléatoire indépendantes (Xj)ren+. On pose Vn € N* | S, = > Xj.
k=1

On suppose que chaque Xy, suit une loi de Bernoulli de paramétre p; €]0, 1.
On pose : Vn € N* | P, = butpattin

a) Donner 'espérance et la variance de %

b) Montrer que : nEIEOOV(%") =0

Soit € > 0.

¢) Montrer que : lim P {W P >5)=0
n—r—+oo

On suppose que : hm P, =

d) Montrer que : 1_1)111001[” ‘w p|>e)=0

14



a) On a pour tout k : E(Xy) = px et V(Xy) = pr(1 — pg).
Par linéarité de espérance : E(2) = 1E(S,) = L " E(X;) = P,
k=1

T n

Comme les variables aléatoires (X}) sont indépendantes, et par propriété de la variance :

n

L& > pr(1=pk)
V(S,) = 3 32 V() = S
k=1

On a donc : ]E(S—Yj) =P, et V(&) — k=t

1

=< — 0donc|V(Z2) — 0
n—+400

lINgE:

b) Comme 0 < pj(1 —p;) < 1alors 0 < V(52) < &

n

3

V(i)
€2/4

v

5) <

¢) P(}M — Pn} > 5) = P( par l'inégalité de Bienaymé-

Tchebychev.
Comme par le b) on a V(22) — 0 on en déduit : | lim P(|&Xetedtfa _p > )=

n—-+00 n——+o00 n

S - E(%)

n

d) |[Htfemetie —pl = |8 —p| = |8 — P+ Py —p| <[5 = Pa| + [P — 1

Comme on a supposé lil}rl P,=palors AN € N*, n> N = |P, —p[ < §
n—-+0oo

Donc pour n > N, |XifetetXe g < 50— p | 4 £
Onadonc:‘%—p Ze:>|s—rj—Pn|25
Donc (|2i2etetfn oy (|52 — P, | > £) et donc
e RS L (E R A

Avec la limite du ¢) on a finalement : | lim P(|&tXetetXn —pl > o) =
n—-+00 n

Planche 6. ccINP (Maeva Cluzel)

Exercice 1

In(z)
z™in(n)

On pose pour n > 2 et x € RY | w,(z) =
1) Déterminer le domaine de définition D de ) u,(z).

On note S = ) u,

n>2

2) Montrer que »_ u,, ne converge pas normalement vers S sur D.

+00

> un(@)| < p

3) a) Montrer que pour n > 2 et z > 1: S gD
k=n+1

3) b) En déduire que S est continue sur D.

4) S est-elle intégrable sur D ?

Si oui, donner la valeur de [ S sous forme de série.
D

15



1

1) Déja il faut que In(z) soit défini, on suppose donc que x > 0. Alors : u,(z) = ln(x)(%)”m

Sio<zr<1l<e % > 1 alors, par comparaison exp-puissance, on a : nl—l)l:il-loo un(z) = 400 donc

> uy(x) est divergente.

Si x =1, alors u,(x) = 0 donc la série est convergente.

Siz>1,ona " = ln(x)(l)”l;‘(il) - 0 par comparaison des fonctions usuelles puisque

’Vl2 r
+ €10, 1]
Donc u,(z) = o(<5). Comme par, Riemann, > - est absolument convergente alors, par négligea-
bilité, > u, () est convergente.

Le domaine D de S est donc D = [1, +00]

2) e Pour n > 2, on a u, qui est C* sur D et Vo € D :

1
ul (z) = m[# —In(z) =] = () (1 —nin(x))
——
>0
1—nin(z) =0 in(z) =1 oo =€/"
x 0 et/n +o00
ul () + 0 -
On a donc le tableau de variation suivant : un (el/™)
Un () /! pY
0 0
u, (e¥/™) = iy done on peut définir [|uy || = sup |u,(z)| = m
reD
e Comme u #(u) est décroissante sur [2,4o00] alors ann;(n) est de méme nature que
+o0
2f mdt par le théoréme de comparaison série-intégrale.
A +o00
Mais pour A > 2: [ l;()dt = [In(In(u))]s" = In(In(A)) — In(In(2)) — +oo donc [ %()dt

est divergente et donc ) #(n) est divergente.

e Finalement ) ||u,|| est divergente et | Y u, ne converge pas normalement vers S sur D.

3) a) ¢ Comme la relation demandée est évidente si = 1, alors on considére z > 1 et on a
alors les u(z) qui sont positifs.

—+oc0o +o0 oo
S ow)|= Y wla)= Y phgin(a)k
k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1
—+o0 “+o0
Qi . 1 1 . In(x) 1\k
On utilise : i S e etonac k:;Huk(x) < TntD k;ﬂ(;)

Somme des termes d’une suite géométrique de raison L €]0,1]

"_ZOO ( ) < In(z) 1 1 1 i In(z)
U\T)| = D) 2 T 1= — In(nt1) an el
k=n+1 * =

<1
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e On pose Vo > 1, a(z) =In(z) — (x — 1), alors a est dérivable et o/(z) =1 —1 =22 <0
Donc a est décroissante sur [1, +oo[ et a(1) =0 donc Vo > 1, In(zx) <z —1
Donc pour z > 1 : l”(x) <1.

—+00

>, uk(x)

k=n+1

e Reporté ci-dessus on obtient : [Vx € D |, Vn > 2 |

1
< In(n+1)

3) b) L’inégalité du 3)a) permet de démontrer que le reste de > u, converge uniformément
vers la fonction nulle sur D, donc que > u,, converge uniformément vers S sur D.
Comme les u,, sont continues sur D et que la continuité est conservée par convergence uniforme
alors : ’S est continue sur D.‘

4) @ Soit n > 2 et A > 1. Alors

A
_ 1 -1 1A 1
/ == [ln( >(n Dz 1 + f d.’,U lTL(A) (n_l)An—l + [(n—1)2$n_1]1 A:ZO m
+oo +o0
On en déduit que : [ |u,(z)|dz = [ w,(z)dx est convergente
1 1
o dr = ——t— = 0(=5
e f Un(l’) € In(n)(n—1)2 0<n2)

1

e On a donc :
les wu,, sont continue par morceaux et intégrable sur D

> u, converge simplement sur D vers une fonction continue (donc continue par morceaux) sur D

> [ |u,] est convergente (Négligeable devant une série de Riemann)
D

on peut donc appliquer le théoréme d’intégration par terme a terme et on en déduit que :

’S est intégrable sur D‘et que [S=3Y [u, = Z I = Z W aprés un changement
D n>2D

d’indice.

Exercice 2

1) Soit A € S++(R).
Montrer qu'’il existe B € S, (R) telle que A = B?

2) Avec les notations du 1), démontrer 1’unicité de B.
3) Soit M € GL,(R) Montrer que 3(0,S5) € O,(R) x SF(R) , M =08

4) Montrer 1’unicité du couple ci-dessus.
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1) A€ St (R) donc A est symétrique réelle a valeurs propres strictement positives.
Par le théoréme spectral, on a alors : 3P € O,(R) et (A1,...,\,) €]0, +00[" tels que : A = PDPT
avec D = diag(\y, ..., \y)
On pose A = diag(v/A1,...,v/A,) et on a facilement D = A2
Donc A = PA?PT = PAAPT = (PA)(QT/B)(APT) = (PAPT)?
I,
On pose B = PAPT on a A = B? avec v/\, > 0 et B symétrique réelle, donc B € S+

Donc : VA€ St dBe S+, A= B?

2) Soit C' € S verifiant C? = A.
Comme C' est symétrique réelle alors C' est diagonalisable et donc R" = @ Ker(C — pl,)
uesp(C)
o X € Ker(C — ul,)
= (C—pul )X =0= (C+ pl,)(C —ul,) X =0= (C? — 1’I,) X = 0= (A — p*[,)X =0
Donc Ker(C — ul,) C ker(A — p?1,)

e Comme cette inclusion est vraie pour tout u € sp(C) et que R" = @ Ker(C — ul,), on
pesp(C)
en déduit que : R" = @ Ker(A— u?l,)
pesp(C)

Et donc que : sp(A) = {p? , p € sp(C)} et VA € sp(A) , Ker(C — /AL, = ker(A — \I,)

e Comme A et C commutent (AC = C?*C' = CC? = C'A) alors pour tout A € Ker(A — \I,,) ,
Ker(A — \I,) est stable par C.
Comme Ker(C' — vVAIL,) = ker(A — \,) on a Clyer(a-ar) = VM dyer(a-an)
C' est donc défini de maniére unique sur ker(A — A\1l,)
Comme A est diagonalisable R" = @ Ker(A — Al,,) et donc C est défini de maniére unique.
Xesp(A)

On en déduit B = C' et donc ’il y a unicité de B. ‘

3) Soit M € GLy(R).
e Posons A = MTM alors AT = (MTM)T = MT(MT)T = MTM = A donc A est symétrique
réelle et par application du théoréme spectral on a: AP € O,(R) ,3I(\y,..., \,), A= PDPT avec
D = diag(\y, ..., A\n) = Diag(\g)

Soit X; un vecteur propre associé¢ a la valeur propre \;, alors :

AX =\ X
= MTMX =)\X
= XTMTMX = \XTX
= (MX)T(MX) = \XTX
S [[MX]P = A [|X P
= \; > 0 puisque X # 0

On peut donc poser d = Diag(y/);) de telle sorte que d> = D ("racine carrée de D")
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On a alors, en insérant PPT =1, :
MTM = A = P&2P" = PddP" = Pd(PTP)dP" = (PdPT)(PdPT) = S avec S = PdP”

e On a, par construction, S symétrique réelle (car ST = (PdPT)T = PdPT = S).
De plus S est a valeurs propres positives vu la forme de d, donc S € S;F(R)
Comme M est inversible alors : det(M) # 0 donc det(A) = det(S?) # 0 et donc S est aussi inver-
sible et on peut poser : O = MS~!

e Vérifions que O € O, (R)
OTO =(MSHT(MS™) = (S HTMTMS,
mais S et donc S~! est symétrique et MTM = S? donc
OTO = S7182571 = I, et on a bien O € O, (R)

e En repartant de O = MS™! on a M = OS avec O € O,(R) et M € S(R)

4) Soit (0, 5) € 0,(R)? x S;F(R)? tel que M = OS
e Alors M = 0S = MTM = (0S)7(0S) = STOTOS = SI,,S = 52
On a alors S? = A avec A= MTM € ST (R)
On note a 'endomorphisme associée a A et s 'endomorphisme associé a S.
Alors a et s commutent de maniére évidente puisque AS = 525 = §% = §5% = SA.

e Soit E\ = ker(a — Ald) un sous espace propre de a.
Alors comme a et s commutent on a F\ qui est stable par s.
La restriction de s a E) reste autoadjointe et donc s est diagonalisable sur E).
Soit p une valeur propre de s|g,, alors s|3, = a|p, = p* = X et comme X et  sont strictement
positives on a : u = VA
s|g, est donc diagonalisable sur E) avec une seule valeur propre possible : donc s|p, = \/X[d|EA
Finalement s est définie de maniére unique sur tous les sous-espaces propres de a, ceux-ci formant
une décomosition en somme directe de I'espace totale on a s qui est définie de maniére unique.
On a donc 'unicité de S.
Comme O = MS~! alors O est elle aussi unique et on a terminé la démonstration.

19



Planche 7. ccINP (Kieran Pinot-Bigeard)

Exercice 1
—+o0o

On pose: Vk e N, Vn e N* | [, = [ the dt
0

1) Montrer I'existence des I,

2) Calculer les Iy,

3) On pose : Vn € N* | a, = nﬁl
Déterminer le rayon de convergence de > a,z"
4) a) Nature de > a,e"

4) b) Nature de ) a,(—e)"

+o0o
4) ¢) Domaine de définition de S : z +— > a,z”

n=1

1) t = the™ est continue sur [0, +oo[ et comme n > 1 alors :
tk —nt

¢ = tFexp((—n +1/2)t) — 0 donc thFe ™ = o(e™/?) au voisinage de +oo
N———r  t—+00

o—t/2
<0
Comme ¢ + e~*/2 est intégrable sur [0, +-o00[ alors, par négligeabilité, ¢ — te™" est intégrable sur

[0, +o0] et | I, ;, est convergente.

2) e Intégrons par parties I,
L’existence des limites en +00 du crochet qui sont nulles assurent la validité de I'intégration par

+0o0
; ; . — [t —nt)too 1l —nt _ k+1
parties suivante : [, = [k—He lo+n bf e At e L = S g
oo nt
— —nt _ e "1+ 1
o Lyo= [ e Mt =[] =1
0

e Par récurrence on obtient : |Vn € Nx |, Vk e N | [, = n,ﬂl

3) Pour = # 0 on pose u,(r) = a,x™ et on a :
n n 1
uzz(lx) N O DL O ( n )n+1 |:E| _ 6Ip<(n+ 1) ln(l _ — 1)) ‘:E| %

CES) R el o0

—1 1
nil +O(n+1)
Un+1(T)

|| >e= lim un+1(z)
n—+00 un ()

|r] <e= lim < 1= > u, convergente

n—-4o00

Donc, par la régle de D’ Alembert pour les séries :
> 1= > u, divergente

On en déduit que : |le rayon de convergence de Y a,x™ vaut R = e

20



4) a) Par la formule de Stirling : a,e™ ~ \/W /2777 <0

Mais Y - est une série de Riemann divergente, donc par équivalent, pour les séries a termes
NG ) )

positifs : | > a,e” est divergente.

4) b) Posons A, = a,e”, alors (calcul fait au 3) : =5 = (1) " e

"+1<1<:>(")"+1e<1<:>(n—|—1)ln(1——)+1 0&in(l— =)+

n+1 S 0
Derniére 1nega11te vraie et montrer pas mal de fois .

1
n+1

On a donc (A,) décroissante et lim A, = 0, donc par le théoréme spécial > (—1)"A, est

n—-+00
convergente.

e Conclusion : | Y (—1)"a,e"™ est convergente.

4) ¢) Avec les questions précédentes : |le domaine de définition de S est [—e, ¢]

Exercice 2

Soit X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N telles que :
sik<n

sinon

V(k,n) EN?, P(X =kNY =n) = {ék>2"p( p)
1) Déterminer la loi de Y, son espérance et sa variance.
2) Déterminer le DSE, de z >
3) Montrer que : VkeN | Vxe]—1,1], ToyFT = > (3)an
4) Déterminer la loi de X.

5) Les variables aléatoires X et Y sont-elle indépendantes 7

1) Par la formule des probabilités totales sur le systéme complet d’événements (X = k)gen
associé¢ a X : Vn e N
P(Y =n)

= gP(X =kNY =n) = :;0 (1) zp(1=p)" = F=p(1—p)" é (7) = s=p(1=p)"(1+1)" = p(1—p)"

On remarque que : ‘Y + 1 vérifie une loi géométrique de parameétre p. ‘
On a donc E(Y +1) = ]lj donc par linéarité de l'espérance E(Y) = ]l) —1= %
et V(Y +1)=V(Y) =12

p

Donc |E(Y) = ZL et V(Y) = =
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2) D’apres le cours : |Vo €] — 1,1], Z "

3) On sait qu’une série entiére est C'™ sur son intervalle ouvert de convergence et que I'on peut
la dériver terme & terme autant de fois que ’on veut.
A parir de la formule du 2) on obtient : Vk € N

(L) =% &6
dek \ 1—z | — dzk \ L
n=0
k! P k
! _ n! n—
= T = 2 mi®
n=0
1 +oo \ k:
. . n—
= T=ayFi — ZO Hn—=yn <
n=

= 1 _ —1—2030 (Tb)xn—k
(1—zx)k+l — k
n=0
b _ = n n
= A=a)F Tt Zo (k)x
n—

k

On adonc: |\VEe N, Ve e]—1,1], W:Z(n)xn

4) Par la formule des probabilités totales sur le systéme complet d’événements (Y = n),en
associ¢ aY : Vk e N

—+00
P(sz)zngop( =kNY =n) ()2L (1-p —pZ()(Tp)
e (52)k ok
On utilise alors le 3) et on obtient : P(X k) = e p))kH —p(125) (1_2;;;“ :%(ﬁ)
_ l4p-l4p _ 2
Mais 1 — 553 = S5 = 75

On remarque que : | X + 1 vérifie une loi géométrique de parameétre 1 +

5) Vulesloisde X et Y : P(X =2) #0, P(Y =0) # 0; Par contre,ona P(X =2NY =0=0

facilement, donc P(X =2NY =0 # P(X = 2)P(Y = 0) et donc ’ X et Y ne sont pas indépendantes.
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Planche 8. ccINP (Antoine Lafaye et Alexandre Gorsse)
(déja posé en 2023 - les 2 exos)

Exercice 1

Soit n € N*, A € M,(R) une matrice symétrique réelle.

1) Justifier que A admet un vecteur propre unitaire X € M, ;(R)
XXt A

T
OnposeB:<A XX)

2) Soit Y, = (X

aX> avec a € R

Trouver les valeurs de a pour lesquels Y, est un vecteur propre de B.

3) Justifier que B est diagonalisable et trouver une base de vecteurs propres de B.

4) Application avec A = et X =

—_ = =
—_ = =
—_ = =

Sl-Gl-5l-

w w w

1) A est symétrique réelle, donc par le théoréme spectral, diagonalisable et donc admet au
moins un vecteur propre que l’on peut normer.
Conclusion : ‘A admet un vecteur propre unitaire X. ‘

2) ¢ Comme X est un vecteur propre de A alors I € R, AX = \X
BY — (AX—l—XXT(aX)) - ()\X+ (aXTX)X) B (()\—i-aXTX)X)
¢ XXTX +A(aX))  \X(XTX)+a X )  \(XTX +a))X
(A +a)X
(1+ aA)X)

e Alors BY, = (At a)Y, & (1+a\)=A+aasd®=1

Comme X est unitaire alors X7 X =1 et donc BY, = (

Y, est vecteur propre de A associé & la valeur propre A + a si et seulement si (a =1 ou a = —1)

3) e B est symétrique réelle donc ’B est diagonalisable. ‘

e A est diagonalisable dans une base orthonormée que 'on peut écrire (X, Xs, ..., X,,)
Remarque : on pose alors X1 = X etonona3(A; = A\, Ag,..., \,) tel que Vk € [1,n] , AX) = A\ Xg

On a déja trouvé deux vecteurs propres de B : Y," = X et Y = X
! X ! —-X

Sur le méme modéle posons : Vk € [2,n] , YV, = X et Y," = A
— X Xk
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T
Alors BY," = (AXk + XX Xk)

X XT X, + AX,

Mais la base choisie est orthonormée donc X{ X = 0 et donc BY," = (ikﬁk) = MY,
KXk

_ T
De méme BY, = (AX’“ X1k Xk) = ( X ) = \Yo

X XTX, — AX,) = \oX,
e Montrons maintenant que C' = (Y;©,... . Y,.7 Y7 ... Y.") est une base de R*"
Soit (1, vy Coydiyeny.nydy) € R*™ tel que : Y. Y™ > diY, = Ogen
k=1 k=1
Alors : { #51 k=l
k=1 k=1

(En ajoutant ou en soustrayant les deux premiéres égalités)

Comme (X7,...,X,) est une base, on a alors : Vk € [1,n] , ¢, =di. =0
Donc C est libre et comme card(C') = dim(R*") alors C' est une base de R*"
et ’C est une base de vecteurs propres de B‘

11111 1
11111 1
4) Avec les valeurs données on obtient : B = 1 } 1 1 1 1
11111 1
11111 1
1
\/Li —1 | est un vecteur propre de A associé a la valeur propre 0.
1
\/Lé 1 | est un vecteur propre de A associé a la valeur propre 0.
-2
1 V3 V2 1 V3
I —V3 V2 1 -3
Et la matrice de passage permettant de diagonaliserB:P:\/L6 1 \95 _\2/\5/5 _11 _(\)/3
1 =3 V2 -1 V3
1 0 V2 -1 0

et on a aussi PTBP = diag(1,0,0,0,0,0)
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Exercice 2

n3+x2

= cos(na)
Soit [z Y S5t
n=1
1) Donner la définition de la norme infinie.
2) Montrer que f est définie sur R.

3) Montrer que f est de classe C! sur R.

1) cf cours

f,, - R — R

cos(nx)
3422

2) On pose Vn € N* :

X

Ona:VreR, [f(z) < 5
Comme ) # est une série de Riemann convergente, alors, par comparaison Y f,(z) est absolu-
ment convergente.

’La fonction f est bien définie sur R. ‘

3) e Les fonctions f, sont de classe C! sur Ret Vo e R, f/(x) = _Zﬁ?fizx) — _(ifcfig)f )
e Soit A > 0. Alors Vn € N* |, Vo € [-A,A], |fi(2)| < 5+ 24
—AA
Alors || f]| Y < 55 + %8
Comme ) - + i—é‘ est convergente comme somme deux séries de Riemann convergentes, alors, par

comparaison »_ || f!] ];A’A} est convergente et donc Y f! est normalement convergente sur [—A, A,

et donc uniformément convergente sur [—A, A]

les fonctions f,, sont de classe C' sur [—A, A]
e On a donc : { > f,, converge simplement vers f sur [—A, A|(1))
> f! converge uniformément sur [—A, A]
Donc par le théoréme de dérivation des séries de fonctions, on en déduit que f est de classe C'* sur

[~ A, Al

Comme la continuité est une notion locale et que : |J [~A, Al = Ron aalors:| f est de classe C' sur R

A>0
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Planche 9. ccINP (Bonfanti Matéo)
Exercice 1

+oo
Soit n € N On définit la suite (a,) par : Vn € N, a, = ﬁ On pose f(z) = > a,z”
n=0

1) Montrer que : Vn € N | (4n + 2)a,1 = (n+ 1)a,

2) Déterminer le rayon de convergence R de f.

3) Montrer que f vérifie 'équation différentielle : x(4 —z) f'(z) — (z+2) f(x) = =2 sur | — R, R|

4) Déterminer une primitive de z +— Y222 sur ]0, 4]
3/ ’

5) En déduire I'expression de f sur |0,4].

On pourra chercher a et b dans R tels que : JB&;}I) =24 b
+00
6) Déterminer la valeur de ) a,
n=0
_ 1 () (ntD?(m)?  (nt1)? _ n+l
)Vn €N, app = (T2 T Cnad)l T Ear2)Ca+ )T D) (2nt1) In = dngzln
On a donc : |Vn € N, (4n+2)a,1 = (n+ 1)a,
2) Soit z € R tel que z # 0
n n+1
Avec le 1) @ |*Em— | = L 7| e bl
lz] <4 = lim AFSEARRY IR > a,x™ convergente
On a donc d’aprés D’Alembert : notoo} P
lz| >4 = lim |22 > 1= 3 a,2" divergente
n—-+0o i

On en déduit

3) Pour z €] — R, R[ et n € N on a, avec 1) : 4na, 12" + 2a, 112" = na,z" ™ + a, 2" !
Comme toute les séries sont des séries entiéres de rayon de convergence R, on peut sommer et on

+o0o +o00o +00 +o00
a:dr Y nap 2" + 2 ap ™ =223 naa” Tt o Y aa”
n=0 n=0

= n=0 n=0
+o0o +o00 +00 +o00o
=4z > (n+ Dapp12™ —2 Y appa™™ =22 > na, 2™t + 2 > aza”
n=0 n=0 n=0 n=0
Comme on sait que f est dérivable terme a terme sur son intervalle ouvert de convergence (série
+o00o +o00o
entiére) : Vo €] — R, R[, f'(z) = > na,z" ' = > (n+ 1)ay 12"

n=0 n=0
Avec la derniére égalité : 4 f'(z) — 2(f(x) — ag) = 22 f'(x) + x f ()
et comme ag = 1 on a : | f est solution sur | — R, R[ de z(4 — z)f'(z) — (24 x)f(z) = —2
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4) On travaille sur |0, 4]

f Vﬁ/;’" dx intégration par partie, on primitive x 3/2 en r — f

[fV ] — f[ Hg\/ﬂ]da’;
= _x\/ -2 [[= 4_w 1xdx] changement de variable u = \/z donc du = ~dx

NE
= \7/—%\/4—x—2f—ﬁdu
= \7—%\/4 —x — 2arcsin(%)
= ZVi-u- 2arcsin( L)

On a donc : | sur [0,4] : [ Vﬁ/fdx f‘/ —x— 2arcsm(‘2f)

5) e Notons E I'équation différentielle du 3) et E, 'équation homogéne associée.

Alors, sur [0,4[ : Ey < f'(x) = x(24txx)f<x>

/ (24”; de = [( + e )]d:v donc d’aprés le cours :

Ey < f(z) = aexp(3in(z) — 2In(4 — z)) = a% avec a € R

(4-=)
e On cherche maintenant a résoudre E sur |0, 4] en utilisant la méthode variation de la constante.
On cherche f sous la forme f(z) = A(x)

# # 0 sur |0, 4]

Alors : /() = N (@) e + M) i (M) )
Donc f solution de (E)
S a(d—a)f'(r) - (z+2)f() = -2

%)3/2, changement de fonction inconnue licite car

& x4 —a)N(x) G \gm =2
e N(r) = —2%4 e on utilise le 4)

e Mz) = \F\/ —x+4arcsm(‘f)+aaveca€R

4fa7“csm( 7) z
<~ f(l‘) - E + (4_33)3/22 + a(4_\:/,3;3/2

Au voisinage de 0 : f(z) = (1 — 2+ (2)) + £ + o(z) + a/x
Comme [ est C! au voisinage de 0, il n’y a pas le terme en a/x donc a = 0

xarcsin v
Donc |Vz €]0,4] , f(z) == + %

|u>
el
I
ol
+
[\~
3
B

+oo 1
6) On a alors : Zan:f(l):§+4a%zg(2):§+

S

3

On a donc : Z%Z% 7;‘7/3

Remarque : valeur surprenante mais juste :-)
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Exercice 2
soit A € M, (R). On pose VM € M, (R) , p(M) =tr(AM)I,
1) Calculer p? en fonction de ¢

2) Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que ’endomorphisme ¢ soit diagonali-
sable.

1) o(p(M))
= p(tr(AM)I,) = tr(AM)p(I,) = tr(AM)(tr(Al,)1L,) = tr(A)tr(AM)I, = tr(A)e(M)

On a donc : [p? = tr(A)p

2) @ Sitr(A) # 0alors X2—tr(A)X = X(X —tr(A)) est un polynome annulateur scindé simple
de ¢, donc ¢ est diagonalisable.

e Si tr(A) =0 alors ©? = 0 et donc 0 est la seule valeur propre de .
Dong, si ¢ est diagonalisable alors ¢ est nulle.
Comme pour A # 0 il existe M € M, (R) tel que tr(AM) # 0 alors ¢ nulle implique A est nulle.

Bilan : | ¢ est diagonalisable si et seulement si tr(A) # 0 ou A est nulle.

Planche 10. ccINP (Grisard Jade)

Exercice 1

Soit n € N*. Soit A € M,,(C) et B = <(}" 64)

1) Montrer que A est inversible < 0 ¢ sp(A)

2) Calculer le rang de B en fonction de n et du rang de A.

3) Exprimer le polynéme caractéristique de B en fonction de celui de A.
4) Montrer que : 2% € sp(A) & x € sp(B)

5) Montre que si A est inversible avec n valeurs propres distinctes, alors B est diagonalisable.

Exercice 2
ne se rappelle plus ...
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1) A inversible & det(A) # 0 < xa(0) = (—1)"det(A) # 0 < 0 ¢ sp(A)

2) Si on note (ey,...,€n,€nt1,---,€2,) la base canonique de R?", alors les colonnes n+ 1, 2n de
B engendre un sous espace vectoriel F' C vect(ey, ..., e,) et les colonnes n+ 1, n de B engendre le
sous espace vectoriel G = vect(e, 1, ..., €2,)

On a alors Im(B) = F & G et donc rg(B) = dim(F) + dim(G) = rg(A) +n

On a donc : [rg(B) =rg(A) +n

XI, —-A
3) XB(X): _In X[n

XI, X?I,—A
x)= 7

On effectue C), 4y «— Cpip + XCy pour k € [1,n]

XB On effectue C,, 1 «— Cyyp pour k € [1,n]

On
27
xs(X) = (=1)" X Ig A )_(5” = (—1)"(—1)%(X?) par blocs puisque det(—1I,) = (—1)"

On a donc : | xp(X) = xa(X?)

4) 2% € sp(A) & xa(2?) =0 & xp(r) =04 x € sp(B)
3)

5) Si A est inversible avec n valeurs propres distinctes, on sait alors que A est diagonalisable

et qu’il existe (A1,...,\,) € (R\{0})"™ avec les \; distincts deux a deux tel que A soit semblable &
diag(Ai, ..., A\n)

On a ainsi que le polyndome caractéristique de A s’écrit : xa(X) = [[ (X — A\)
k=1
Comme on est dans C, on peut choisir, pour tout k € [1,n] , u, € C tel que pz = A\

Avec la relation du 3) on obtient :
n n n

X5(X) = xa(X?) = kH (X% = M\) = kH (X? — i) = kl_[ (X = ) (X A+ )
=1 =1 =1
Comme g est non nul (car Ay # 0) alors py, # —p et comme les A, sont distincts deux a deux

alors finalement x5 (X) est scindé simple done, d’apreés le cours : ’B est diagonalisable.‘

Remarque : autre méthode, avec les mémes notations.
On a il existe une base By = (X1,...,X,) de R” tels que : Vk € [1,k] , AX) = M Xg et A, #0

, + Xk — (X
On pose alors : Yk € [1,n] , YV, = ( X, ) et Y, = ( X,

Alors BY," = F) = [(7RCR) = [FPROF) =
' F (Mka) (Nka j9.¢ FE\ X,

On a donc : BY," = i BY," et de méme BY, = —pu; BY,"
Posons Bg = (Y;",....,Y.F Y7 ...,V ")

Y n n

Bp est alors une famille de vecteurs propres de R?"
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n

Soit (a1,...,an,b1,...,by) € R*™ tel que : Y (apY, 0xY, ) =0

k=1
n

On a alors, en regardant par blocs : > (ar — bp)pup Xy = 0 et > (ar + b)) Xp =0
k=1

k=1
bk =0
Comme By est une base, on a Vk € [1,n] , S et comme gy # 0 :
ap + bk =0
b=0
Vke[l,n], {7
ap + bk =0

On en déduit : Vk € [1,n] , ar = b, = 0 et donc Bg libre.
Comme on a le bon nombre de vecteurs alors Bg est une base de R?"

On a une base formée de vecteurs propres de B donc : ‘B est diagonalisable.

Planche 11. ccINP (SHEIHOSSEN Maxime)

Exercic%rl N
Soit f(z) = Y In(n)a" et g(z) = 3 In(1 — L)z"
n=2 n=2

1) Déterminer les rayons de convergences de f et de g.
2) Montrer que g est continue sur [—1, 1]

3) Etablir une relation entre (1 — x)f(z) et g(z).

4) Montrer que f est prolongeable par continuité en —1.

5) Equivalents de f et de g en —1.

1) @ Notons Ry le rayon de convergence de f.
Alors, si x = 1, Y In(n)az™ = ) In(n) est grossiérement divergente et donc Ry < 1
De plus, si |z| < 1 alors In(n)z™ — 0 et donc Ry > |z|, et méme Ry > 1

n—-+00
On a donc Ry =1

) ’ln(l — %’ ~ |’71‘ = %, donc, par régle de I'équivalent, g a méme rayon de convergence que
n A ~
> % dont on connait le rayon de convergence d’aprés le cours. Donc g admet 1 comme rayon de
convergence.

’ f et g ont pour rayon de convergence 1.

2) e Comme ¢ est une série entiére, on sait que g est continue sur son intervalle ouvert de
convergence donc sur | — 1, 1]
Il reste le probléme en —1.
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Posons J = [-1,3 et Vn > 2, Vo € J , gu(z) =In(l — 1)a"

1
Alors g, (z) = In(1 — =)(=1)" |2|", 1a série > g,(x) est donc alternée.
N

<0

De plus |g,(2) = |2[" (=In(1 - 7))
Mais —5 < L et ¢+ —In(1 —t) croissante sur J car & (—In(1 —t)) = {5 >0,
done —In(1 — —5) < —=In(1— 1)
= —In(l — =) |z" < =In(1 = 1) |z[" et comme [z <1
= —In(l — —=5) 2" < —In(1 = 1) |a|"
= |gn41(2)] < [gn(2)]
La suite (|g,(x)|) est donc décroissante.

On a de maniére directe : |g, ()] - 0
n—-+0oo

Donc par le critére des séries alternée > g,(x) converge simplement vers g sur J (on vient en
n>2
particulier de montrer la convergence en z = —1)

e De plus, toujours par le théoréme spécial : Vo € J

N
960 = 32 00(0)| < e ()] < ™ (i1 = ) < =1 = ) 0

On en déduit que > g, converge uniformément vers g sur J. Comme les fonctions g, sont
continues sur J alors on en déduit que : g est continue sur J (et en particulier en —1)

e On a bien montrer que : | g est continue sur [—1, 1]

3) v E] - 17 1[ ) g(l’)
+oo
= > In(l—2)a"
n=2
+o0o
= > [In(n —1) — In(n)]z™ les séries ont méme rayon de convergence
n=2
+o00o +o0o
= > In(n—1)2" — > In(n)z"™ changement d’indice premiére somme
n=2 n=2

+o00o
= > In(n)z"™ — f(x) premier terme nul
n=1

=z Ji;ln(n)x” — f(x)

n—

=xf(x) - f(x)

On a donc : |V €] —1,1], (1 —x)f(z) = —g(x)

4) e g est continue en —1 donc ggli)rr_llg(x) =g(—1)
Mais go(—1) = In(1—1/2)(=1)* = —In(2) et g3(—1) = In(1—1/3)(—1)3 = —in(2/3) = In(3)—In(2)
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Par le théoréme sur les séries alternées g(—1) est compris entre deux termes consécutifs de ses
sommes partielles, donc :

—In(2) < g(—1) < (=In(2)) + (—=In(2) + In(3)) = In(3) — 2In(2) = In(3/4) <0
On en déduit g(—1) < 0 et donc [g(z) ~ ¢g(—1)

e Avec la relation du 3) { f(z) = =42 ~ =D

Exercice 2

Soit M € M,(R) telle que : M3 =1,,, MM* = MTM et M # I,

1) Montrer que MT M est diagonalisable dans M, (R) et déterminer son spectre.
2) Montrer que M est une matrice orthogonale.

3) Si n = 3 étudier M

1) (MTM)T = MT(MT)T = MTM donc M7 M est symétrique réelle et donc, par le théoréme
spectral | MT M est diagonalisable dans M, (R).

Comme M et M7 commutent et que M? = I3, alors (MTM)3 = (M3)TM3 = I3 donc X3 — 1
est un polynome annulateur de M7 M, donc sp(MT M) C { Racine réelle de X3 — 1}= {1}

Comme M7 M est diagonalisable alors sp(MT M) # 0 et donc | sp(MTM) = {1}

2) Comme MTM est diagonalisable et que son spectre vaut {1} alors MTM = I, et donc
‘M est une matrice orthogonale. ‘

3) det(M) = +1 et det(M?3) = det(I3) = 1 donc det(M) = 1 (la valeur —1 est impossible) et
donc M est une matrice de rotation (puisque M # I3)

Comme M? = I5, 'angle 0 vérifie 30 = 2kn et donc | M est une matrice de rotation d’angle i%’r
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Planche 12. ccINP (SAUVAITRE Sidonie)

Exercice 1

Soit ¢ une application qui a un polynome P de R3[X] associe p(P) le reste de la
division euclidienne de X?P par X*—1.

Justifier que ¢ est un endomorphisme de R3[X].

Déterminer la matrice de ¢ dans la base canonique qui sera notée A.
Démontrer que ¢ est diagonalisable.

Déterminer les valeurs propres de .

Déterminer les sous espaces propres de o.

Est-ce que A est inversible ? Le cas échéant exprimer A1
L’endomorphisme ¢ est-il un automorphisme ?

N Tt oo =

1.) Soit P,@Q € R3[X] et A € R.
Alors par définition de la division euclidienne :

N(Tp. To) € RIXT?, Fl(P), ¢(Q)) € Rg[X]Q{

Ce qui définit clairement 'application ¢.

On a alors : X2(P+ Q) = (Tp + M) (X* — 1) + ¢(P) + Mo(Q)
—_————

ER3[X]
Par unicité de la division euclidienne on a alors : (P + Q) = ¢(P) + A\p(Q)

X2P = Tp(X4 = 1) + o(P)
X?Q =To(X' = 1) + ¢(Q)

¢ est donc un endomorphisme de R3[X]

2.) 1.X2=0(X*—1)+ X? donc ¢(1) = X?
X.X?2=X3=0(X*-1)+ X3 donc p(X) = X?
X2 X?2=X'=1(X"-1)+1donc p(X?) =1

X3.X2= X% = X(X*— 1)+ X donc p(X3) = X

Donc | A =

O = O O
_ o O O
S O O
S O = O

3.) A est symétrique réelle donc A est diagonalisable donc ‘gp est diagonalisable. ‘

A% = [, donc ¢ est une symétrie (donc ¢ est diagonalisable) et donc | sp(p) = {—1,1}
Aprés caleuls | (@) = vect(1 + X%, X + X3) et E_1(p) = vect(l — X?, X — X3)

A? = I, donc | A est inversible et A1 = A|
A est inversible donc | ¢ est un automorphisme. ‘

1))
5.)
6.)
7)
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Exercice 2

suite de fonctions définie par

Soit (fn)nen une

’VZJ32

3
Ve <0, fulz) = 75
1. Montrer que (f,)neny converge simplement vers une fonction que l'on déterminera

2. Montrer que (f,)nen converge uniformément sur R.

n—-+4o0o

1.)Siz=0: f,(x) =0,donc lim f,(z)=0

2
nx
—_— =
nx

3
nT
- =
nx

Siz>0: fu(x) ~

n—-+00
Six<0: fu(x) ~
n—-+0o0

Donc pour tout z € R: lim f,(z) =0z

n—-+o00

(fn) converge simplement vers f : x — z sur R

n:E2 — —T
2.) Pour x > 0, fu(z) — f(x) = {5, — v = 17> donc
| ful2)| = 5% < 2 < 1 (valable en z = 0)

3 _
f(x)zlﬁiﬁ_x:ﬁ

): —Z

Pour z <0, f,(z)

On pose Vo <0, hy(7) = 57
. — nl’2 —znr(—T nr<—
hy, est dérivable sur | — oo, 0] et h;l(gcl: (1+(1+le§)2 o) (1;”021)2
R (x)=0& = :/—% et hn(\;—%) = 1+£ = 2\1/77
t —00 \_/—717 0
hgz(t) —+ 0 B
On a done les variations suivantes : ﬁ
hn(t) a ¢
0 0

2~ (& partir d’'un certain rang) alors :
L —— 0etdonc ’ fn converge uniformément vers f sur R‘
n——+00

Comme on a 5 < 57~
1= Fllog = 5D 1)) = F(0)] = 57
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Planche 13. ccINP (VALOT Alexandre)
Exercice 1
+oo
On pose f(z) = [ t" e tdt
0
1) Montrer que f est définie sur |0, +o00|

2) Montrer que f est continue sur |0, +o0o[
3) Montrer que : Vo >0, f(z+1) =z f(x)

Il
—
Z
=
=
=

<

Pour n > 2, on pose v, = [ In(f(u))du et pour x > 1 on pose : ®(z)
n—1

4) Montrer que ® est dérivable sur |1, +oo[ et calculer &’
5) En déduire la limite de ® en +o00
6) Déterminer la nature de > (—1)"v,

) . 1
6) Déterminer la nature de ) (—1)".-

1) Soit = € R fixé, étudions la convergence de f(x).
Comme ¢ — t*~ e~ est continue sur |0, +oo[ alors, il y a éventuellement probléme pour lintégrale
aux bornes 0 et +oo0.

EnO:t"let ~ tll,z > 0 donc par la régle de I’équivalent pour les intégrales de fonctions posi-
1 1
tives on a : [t*“'e~!dt de méme nature que [ tl%mdt qui est une intégrale de Riemann convergente

0 0

1
si et seulement si 1 —2 <1< 2 >0 Donc [t* e !dt est convergente si et seulement si z > 0
0

En 400t e~ = o(3) et t — % est intégrable sur [1, +oo[ donc par négligeabilité ¢ — ¢*~ e~
est intégrable sur [1, 4+o0].

+00
Donc [ t*“te~!dt est convergente pour tout x > 0
1

Bilan : f(x) est convergente si et seulement si z > 0 et donc | f est définie sur |0, +-o00|

r’r — R

2) Posons I =0, +o00] et () e

_, sainsiVe eI, f(x) = [, F(x,t)dt

Soit [a,b] un segment inclus dans I et x € [a, b].
re€ab=a<r<b=a-1<z-1<b-1

Alors t €]0,1[= In(t) < 0 et donca—1 <z —1= (a—1)in(t) > (x — 1)in(t), on prend
'exponentielle qui est croissante et on a : exp((a—1)In(t)) > exp((z—1)in(t)) donc 0 < t*~1 < ¢o-1
Alors t € [1,400[= In(t) > 0 et doncx —1 <b—1= (z—1)in(t) > (b — 1)In(t), on prend
I’exponentielle qui est croissante et on a : exp((x—1)In(t)) > exp((b—1)in(t)) donc 0 < == < ¢b~1
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0 <t <tolsit €0, 1]

0 <t <t1site]l,+oo]

Comme ¢~ <ol p¢b=tet o=t <ol 4 ¢t onadonc Vt € I ,Va € [a,b] , 0 < o1 < et pgb-l
et en multipliant par e > 0on a: 0 < f(z,t) <e f(t L+ 071

On a donc Vt € I \Vx € [a,b)] ,

Posons Vt € I, p(t) = e t(t* L + t*71) = f(a,t) + f(b,t), alors o est continue par morceaux
sur I et intégrable sur I par le a) comme somme de deux fonctions intégrables.

Vo € [a,b] , t — F(x,t) est continue sur [a, b
On adonc: {Vte€ I, x+ F(x,t) est continue par morceaux sur
V(z,t) € [a,b] x I, |F(z,t)] < () et ¢ est intégrable sur [
On peut alors appliquer le théoréme de continuité sous le signe somme et on a f qui est continue
sur [a, b]

Comme I = |J [a,b] ({ est la réunion de ses segments), alors | f est continue sur I =]0, +00]
[a,b]CT

3) Soit € > 0 et A > 0. Alors par intégration par partie avec des fonctions C* sur [e, A] :
A A
[trteTtdt = [Le A + [ Ledt

€ €
Puis comme les intégrales sont convergentes et avec les limites usuelles :

A A
X X
t" e tdt = A—e_A e +1 [ty
T T x

B W—/ W—/ 6

— 5% = —_—
— f(x) — f(z+1)
A:_jl»ooo A;_zf»ooo

On en déduit donc : Vo >0, f(x+1)=zf(x)

4) Comme Yu > 0, f(u) > 0 alors on la fonction u — In(f(u)) est bien définie sur |0, +oo].
De plus, avec le 1), elle est continue sur /.
Notons ¢ une primitive sur I de cette fonction, alors ¢ est de classe C*
et Vo €)1, +o00[ , ¥(x) =¢(x) — (x — 1)
U est donc O comme composée de fonctions C*.
De plus : ¥'(z) = ¢/(x) — ¢/ (z — 1) = In(f(2)) = In(f(x — 1)) = In(55Z5) = In(x)

Bilan : | ® est dérivable sur |1, +oo[ et Vo > 1, ®'(z) = In(x)

5) En intégrant la relation du 4) on a: Jda € R, ®(z) = zln(x)—x+aet donc| lim P(x) = 400

T——+00

6) On a : v, = ®(n) 2, T donc | Y (—1)"v, diverge grossiérement.
n—-+0oo

7) D’aprés 4) : ®'(z) = In(z) > 0 sur |1, +oo[ donc @ est croissante, donc comme v,, = ®(n),
(v,) est croissante, et, comme v, > 0, (Uin) est décroissante.

De plus, avec la limite du 5) : liril vl =0
n—+oo “™
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> % est alternée

1 s L L. —1)"
On a donc : { (;-) est décroissante | donc par le théoréme spécial | > % est convergente.
lim + =0
n—-+oo Un
Exercice 2

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et p € L(F) un projecteur.
1) Montrer que : E = ker(p) @& Im(p)

2) Montrer que : rg(p) = tr(p)

1) e p est un projecteur donc p* = p et donc X (X — 1) est un polyndéme annulateur scindé
simple de p et donc p est diagonalisable.
e Comme de plus les valeurs propres de p sont racines de X (X — 1) alors sp(p) C {0,1}
e Comme p est diagonalisable E est la somme directe des sous-espaces propres de p et donc
E =ker(p— Idg) ® Ker(p)
e Soit x € Im(p), alors Jy € E | p(y) ==
On compose par p et on a : p?(y) = p(x) mais comme p? = p alors :
p(y) =plx) = x=px)= (p—Idg)(x) =0p = = € ker(p — Idg)
On a donc : Im(p) C ker(p — Idg)
e Soit x € ker(p — Idg), alors :
(p—1dg)(z) =0 = x = p(x) = x € Im(p) et donc ker(p — Idg) C Im(p)
e Avec les deux inclusions on a : ker(p — Idg) = Im(p)

e En reportant dans la somme directe précédente on a : | Im(p) & ker(p)

2) En écrivant le matrice de p dans une base B adaptée a la somme directe

L 0) (par blocs) avec

E = ker(p—Idg) ® Ker(p) alors p a une matrice de la forme : Mp(p) = (6‘ 0

a = dim(ker(p — Idg)) = dim(Im(p)) = rg(p)
Comme tr(p) = tr(Mpg(p)), on en déduit : |tr(p) = rg(p)
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Planche 14. ccINP (ASSAFARI Fatima)

Exercice 1

Soit o un réel.
1 3 0

M,=10 4 0

a —2a a+1
Q1. Pour quelles valeurs de a M, est-elle diagonalisable?
Q2. Déterminer le rang de M,.

Q3. Déterminer P tel que M_; = PAP™! avec A =

o O O
O = O
- O O

On veut résoudre A? = M_;.

Q4. (a) Montrer que A? =M _; < B*>= A avec B a préciser.
(b) Montrer que B? = A = B et A commutent.

(c) En déduire B telle que B? = A.

(d) Résoudre A? = M_;.

Q1) Polynome caractéristique de M, : xa, (X) = (X — 1)(X —4)(X — (a+ 1))
at+l=1a=0cta+tl=4a=3

eSia#0eta#3
alors M, admet trois valeurs propres distinctes et donc M, est diagonalisable.

130
eSia=0,M,=10 4 0] , 4 est valeur propre simple et 1 est valeur propre double.
0 01
030
M,—113=1[0 3 0| donc (z,y,2) € ker(M, —1.I3) < y =0, on a ker(M, — 1.13) qui est un
000
plan.

La somme des dimensions des sous-espaces propres vaut 1+2=3 donc M,, est diagonalisable.

1 3 0
eSia=3,M,=|(0 4 0] ,1 est valeur propre simple et 4 est valeur propre double.
0 —6 4
130
M,—41;=1(0 0 0] donc (z,y,2) € ker(M, —4.13) & y=0et z =0, on a ker(M, —4.13)
06 0

qui est une droite.
La somme des dimensions des sous-espaces propres vaut 14+1=2<3 donc M, n’est pas diagonali-
sable. Bilan : | M, diagonalisable ssi o # 3‘
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Q2) det(M,) = 4(a+ 1) donc : @ # —1 < det(M,,) # 0 < M, est inversible et son rang vaut

qui est de rang 2.

o O O

-1
Bilan : ‘Si a # —1, M, est de rang 3 et M_; est de rang 2

1 3
Sia=-1:M,=[0 4
2
t

0 1 4
Q3) Avec les méthodes de diagonalisation traditionnelle on peut choisir [P = [0 0 4
1 1

Q4)a) A2=M & A2 =PAP ' & (P'AP’=A& B*=A

avec | B= P AP

Q4) b) Si B> = A, alors BA = B.B> = B* = B2.B = AB et donc | B et A commutent.

a b c
Q4) ¢)On écrit B=|d e f
g h 1
b=c=d=f=g=h=0donc B est diagonale.

Alors BA=AB & - &
On écrit B = diag(p, q,r)
Alors B% = A & diag(p?, ¢, 7?) = diag(0,1,4) < | B = diag(0, £1, +2)

Q4) d) Les solutions de A? = M_; sont les matrice | Pdiag(0, +1, £2) P!

Exerc1ce 2
S )it
Ql Montrer que gp est définie sur R.
Q2. Montrer que ¢ est continue et dérivable sur R.
Q3. Calculer ¢'(x) et déterminer ¢(x) a laide des fonctions usuelles.

f @ RxI — R
1. P I = t —t
Q1. Posons 10, +oof & (x t) |—> —sin(xt) ’
ainsi, en cas d’existence Vo € R | ¢(x f]

On sait que : Vt € I , Vo € R | |sin(zt)| < |zt| donc |f(x,t)] < ? lzt| < |x|e”!
Comme t — e est intégrable sur I, alors, par comparaison, t — f(x,t) est intégrable sur I et
donc p(z) est convergente.

On a donc : ’gp est définie sur R.‘
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Q2. e fest C®sur R x [ et %(z,t) = cos(xt)e"
oV(zr,t) eRx I, %(:ﬂ,t)‘ <et

) On a donc :
Ve € R, t+— f(z,t) est continue par morceaux et intégrable sur I(cf Q1)

Vtel, x> f(x,t) est de classe C! sur [

VeeR, t— %(w, t) est continue par morceaux sur /

il existe une application « : t — e~* continue par morceaux et intégrable sur I telle que :
0

\V(:U,t) € la,b] x I, Fi(m,t)‘ < «(t)

on peut donc appliquer le théoréme de dérivation sous le signe somme de Leibniz et on a :

¢ est de classe C' sur Ret Vo € R, ¢'(z) = [ SL(z,t)at

1

Q3. on continue la calcul de Q2. Donc Vx > 0 :
+oo

¢'(x) = of cos(xt)e tdt = Re( ?Oei‘”ttdt) = Re([%wm) = Re(l_ll.

_ 14ix | 1
T> - R6<1+z2> T 1422

En intégrant on obtient : Vo € R, ¢(x) = arctan(z) + a avec a € R

+00
Mais, de maniére directe : p(0) = 0 donca = 0etdonc|Vz € R, ¢(x) = [ ?sin(xt)dt = arctan(x)
0

Planche 15. ccINP (DELESSALLE)

Exercice 1

Soit u un endomorphisme non nul de R? tel que : ©® = —

u
1) Montrer que : Im(u? + Idgs) C ker(u)
2) Montrer que : R? = Ker(u? + Idgs) ® ker(u)

3) Montrer que 0 est la seule valeur propre de w.
En déduire que : ker(u) # {Ogs}

4) En déduire qu’il existe une base B de R? telle la matrice de u relativement a B s’écrivent :
0 0 O
0 0 -1
0 -1 0
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1) Soit z € R?.
x € Im(u® + Idgs)
= Jy e R®, z = (u? + Idgrs)(y)
=3Iy eR®, z=u*(y)+y on compose par u
= Jy e R? | u(z) =u*(y) + u(y) on utilise u* = —u
= Jy eR’, u(z) = —uly) + u(y)
= Jy e R? | u(z) = Ops
=z € ker(u)

Donc z € Im(u® + Idgs) = = € ker(u) et donc | Im(u® + Idgs) C ker(u)

u?(z) + & = Os
u(z) = Ogs
Donc ker(u? + Idgs N ker(u) = {Ogs} et donc la somme ker(u? + Idgs) + ker(u) est directe.

e Avec le 1) on a dim(Ker(u)) > dim(Im(u? + Idgs)) donc

dim(Ker(u)) + dim(ker(u® + Idgs)) > dim(Im(u® + Idgs)) + dim(ker(u® + Idgs)) = 3 (par le
théoreme du rang) On a donc dim(Ker(u)) + dim(ker(u® + Idgs)) > 3 et on en déduit
dim(Ker(u) + ker(u? + Idgs)) = dim(Ker(u)) + dim(ker(u® + Idgs)) = 3 puisque la somme est
directe.

Au bilan : |R? = Ker(u)) @ ker(u® + Idgs)

2) e x € ker(u? + Idgs) Nker(u) = = 1 = Ogs

3)a) u® = —u donc det(u)? = det(—u). On est en dimension 3, donc det(u)® = (—1)3det(u) et
donc det(u?) = —det(u)
Ce qui donne det(u) = 0 ou det(u?) + 1 = 0, mais la derniére égalité est impossible car det(u) € R,
donc |det(u) =0

3)b) Comme det(u) = 0 alors u n’est pas bijective, donc n’est pas injective donc | ker(u) # {Ogs }

4) Comme u n’est pas nul alors ker(u) # R? et donc ker(u® + Idgs) # {Ogs}
Soit, donc ey € ker(u? + Idgs) un vecteur non nul.
D’aprés b), on peut choisir e; # Ogs tel que ey € ker(u)
On pose e3 = u(eq)

Montrons que B = (eq, e, e3) est une base de R3.
Soit (a, b, c) € R? tel que ae; + bey + cez = Ogs
On remarque que (u? + Idgs)(e3) = u®(e3) +e3 = _u’

ud=—u

(€2) + u(ey) = —u(es) + ulez) = Ogs

donc e3 € ker(u? + Idgs)

. aep = Ogs
On a donc ae; = —bey — ces, done, avec la somme directe du 2) : ! :
~~ — b62 + ces = ORB

cker(u) €ker(u?+Idg3)
Comme e; # Ogs on en déduit déja a =0
En composant par u : bey + cez = Ogs = bu(es) + cu(es) = Ogs
beg + ces = Ops

mais u(ey) = ez et u(ez) = u*(eq) = —eq car ey € ker(U? + Idg) et donc
—cey + beg = Ops
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On fait bL; — cLy et on obtient : (b* 4 ¢*)ey = Ogs, comme ey # Ogs alors b? + ¢ = 0 et comme
b et csont réels alors b=c=0
Finalement a = b = ¢ = 0 et donc B est libre.
Comme card(B) = dim(R?) = 3 alors B est une base de R?

On a u(ey) = Ogs, u(ez) = e3 et u(ez) = —ey donc :
00 O

la matrice de u relativement & B s’écrit : |0 0 —1
01 O

Exercice 2
+o0o 9

Notons J = [ “E=du
0

1) Montrer 'existence de J.

+o0
2) Montrer que J = ) %

n=1

I — R
1) e Posons I =]0, 00| et / 2
T pry

Alors f est continue sur I et J pose probléme en 0 et en +oo

1a . _ I‘Q _ x2 _ X
e Au voisinage de 0 : f(x) = Treto@=1 — mto@ = TFo) oo 0, donc f est prolongeable par
continuité en 0 et f est intégrable sur |0, 1]
e Au voisinage de 400 par comparaison exponentielle-puissance : f(x) = o(x%).

Comme z — %5 est intégrable sur [1, +oo[ alors, par négligeabilité, f est intégrable sur [1, +oo]
e f est intégrable sur |0, 1] et sur [1,+oo[, donc sur I et donc ’ J est convergente.‘

2 2 1

2Q0evVrcl, f(x)= J5=5S—=

+oo
Comme ¢~ €]0,1[ on utilise = = > u™ avec u = e *

n=0
5 T +oo
Alors : f(z) =% Y (e)"= Y« o~ (1)
n=0 n=0
fo I — R
e Posons : Vn € N : s pPe(nile
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Par double intégration par partie justifiées par les limites en +o0, on a :

f fo(z)dx

fx e (n+1)zdl.

8 _

[en]

(7’1+1)T (n+1)T
= [2?& f2 e ——
— (n+1)z
=2 fxe dx
o 2 [ ef(n+1)x]+oo . 2 Ooef(n+l)a:d
— nt+1l” —(n+1) 10 n+1 0 —(n+1)

e(n+1)z
(o e = e

o
_ (n+1)x _
= (n+l n+1)2 bfe dr = +1)2

e On remarque que f,(z) > 0, donc que f |fu] = n+1 —L— et donc avec Riemann que f | fn| est

convergente.
les fonctions f, sont continues par morceaux et intégrables sur [
+o00
e On adonc: ¢ > [fn converge simplement sur I vers f qui est continue par morceaux sur /
n=0

Zf |fn| est convergente
I

On peut alors appliquer le théoréme d’intégration terme & terme et on retrouve l'intégrabilité de

f et que:
+00 400 +o00 +o00 +o00 +oo +oo
0 n= n=0 0 0 n=0 0
400 2 —+o00
Aprés changement d’indice : | J = [ Ldr =) n—}rg
0 n=1

Remarque : On peut aussi utiliser le théoréme de convergence dominée sur la suite des sommes
partielles ...
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2 Mines télécom

Planche 16. Mines-Télécom (Sheikossen Maxime)

Exercice 1
Soit M € M3(R) telle que : M? + I, ne soit pas inversible et ¢tr(M) = 1
1) Montrer que : M + iI,, et M — il, ne sont pas inversibles.

2) M est-elle diagonalisable dans M,,(C)?

1) M? +1,, = (M +4l,)(M —il,) donc
M? + I, non inversible = det(M? + I,) = 0 = det(M —il,) = 0 ou det(M +il,) =0
Mais det(M —il,,) = det(M + il,,) donc det(M — il,) = det(M + il,) =0 et
‘ M — 1, et M + 11, ne sont pas inversibles.‘

2) Avec le 1) on a que i et —i sont valeurs propres d’ordre au moins 1.
Comme M est réelle i et —i ont le méme ordre de multiplicité k£, donc 2k < 3 et finalement k =1
Donc i et —i sont valeurs propres simples de M. Soit A la troisiéme valeur propre de M, alors :
tr(M)=1=i+(-i)+A=>A=1

Finalement M admet trois valeurs propres distinctes en dimension 3 donc | M est diagonalisable.

Exercice 2

+o0o
1) Montrer que : [ = [ =YLdt est bien définie.
0

et—1

+o00o +o0
2) On admet que : J e dt = YT, Montrer que : [ = 4= 3" =5

n=1

1) t— et‘/fl est continue sur |0, +oo[. Probléme en 0 et en +oo pour 1.

En0: 4~ 2 >0

Vit

et—1

1 1
Comme par Riemann [ \/%dt est convergente, alors, par équivalent [ dt est convergente.
0 0

En +oo : et‘/_zl = o(t%), comme t t% est intégrable sur [1,+oo[ alors, par négligeabilité,
“+oo

t— <L est intégrable sur [1, +oo] et i VL dt est convergente.
1

et—1 et—1

On a donc ‘[ convergente. ‘
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2) 2 =Yt = Z() Z\fe e Z\fe‘"t

On pose Vn € N* | Juo ]:]0’+OO[ — R

+oo +00
o [ fut)dt= [ \tedt
0 0

Changement de variable C! bijectif : v = v/nt, donc t = % et dt = 2Tudu
e e u —u?2u 1 e —u? 1 —u21+00 e —u? VTl
Alors : ‘of fn(t)dt = bf JreT Ay = 55 6[ u2ue™" du = —([—ue™" 7+ of e du = 5 =5
On a alors tout ce qu’il faut pour appliquer le théoréme d’intégration terme a terme et on a le

résultat.

Planche 17. Mines-Télécom (Testeil Mathieu)

Exercice 1

oo sin(L)
On pose Vn € N* | [, = J t(H;Q)dt

a) Montrer que : Vo € R, |sin(z)| < |z|
b) Montrer que I,, est bien définie.
¢) Montrer que : lil_gl I, =0

nto+oo

d) Déterminer un équivalent de I,, en +o00

a) Avec le TAF : |sin(x)| = |sin(z) — sin(0)| = |cos'(¢)(x — 0)] < ||

in(y) sin(;) .

b) t — (1+t2) est continue sur |0, +00[ et | S e = L

+o0o

Comme [ il +t2 ——=dt est convergente, alors par comparaison [,, est bien définie.
0
fn : ]07 +OO[ — R
¢) On pose sin(1)
t — 1

t(1+2)
1
e S e

Alors (f,,) converge simplement vers la fonction nulle et |f,(¢))] < %

Avec le théoréme de convergence dominée : lim [, =0
n—-+00

d) On pose g, (t) = nfu(t) Alors : g,(t) — g(t) = 7= Ona: [g,(t)] < =z  Encore avec le

n—-+o0o
+oo

théoreme de convergence dominée : lim nl, = [
n—-+0o00 0

—L_dt =

1+¢2

On a donc | I, ~ 3~
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Exercice 2
Soit n € N*, a € R* et (A, B) € M,,(R?)? telle que : AB— BA = aA
a) Montrer que : Vk € N* | A*B — BA* = akA*

b) Montrer qu’il existe k € N* , A¥ =0

a) Récurrence
Aurang k=1: AB — BA = aA c’est I'hypothése de I’énoncé.

Supposons H Ry, on a donc : A*B — BAY = akA*

Alors : A¥'B — BAFH
= A(A*B) — (BA)A*
= A(akA* + BAF) — (AB — aA) A*
= akA* + ABA* — ABA* + a AR
= a(k +1)AF!

On a donc : |Vk € N* | A*B — BAF = akAF

b) En prenant la trace de la relation du a), on a : tr(A*B) —tr(BA¥) = aktr(A¥), donc (comme
tr(MN) =tr(NM) et a #0),on a: Vk € N* | tr(4%) =0
Montrons alors par récurrence sur n que A est nilpotente.

Initialisation : Sin =1
Alors tr(A') =0 = A =0 et donc A est nilpotente.

Hérédité : Soit n > 2, on suppose la propriété vraie au rang n — 1.

n—1
Le théoréme de Hamilton-Cayley donne : A* + > ¢;X* + (—1)"det(A) = 0 donc en prenant la
p=1

trace : (—1)"det(A) = 0 et donc det(A) =0
On en déduit que 0 est valeur propre de A. En choisissant comme premier vecteur, un vecteur

de ker(A),on a par changement de base A semblable & A; = (8 j) avec L € M ,_1(R) et
2
Ay € Mn_l(R)
k 0 LA™ k k k
On remarque que : A} = 0 Ab et que tr(Ay)" =tr(Af) =tr(A%) =0

On peut donc appliquer a A, 'hypothése de récurrence au rang n — 1, donc A, est nilpotente et
avec la relation ci-dessus A; et donc A est nilpotente.

Conclusion : A est nilpotente et donc |3k € N* | A* =0
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Planche 18. Mines-Télécom (Aboumouslim Tobilov)

Exercice 1

Soit £ un R espace vectoriel de dimension finie n et f € L(E) tel que f* = 4Idg
1) Montrer que f est un automorphisme et exprimer f~!.

2) Quelles sont les valeurs propres possibles de f 7

3) f est-il diagonalisable ?

4) Montrer que : Im(f — 2Idg) C ker(f + 2Idg)

5) On suppose que : det(f) = 16 et tr(f) > 0. Que dire de n et de f7

1) fo (%) = Idp donc | f est inversible et f~! = £

2) X? —4= (X —2)(X +2)) est un polynéme annulateur de f donc |sp(f) C {—2,2}

3) f admet un polynéme annulateur scindé simple dans R[X| donc ‘ f est diagonalisable. ‘

4) Soit = € E.
zelIm(f—2Ildg)=FyeE, x=f(y)—2y
Alors (f +21dp)(x) = (f +21dp)(f(y)) = 2y) = [*(y) = 2f(y) + 2 (y) — 4y = (f* — 41dE)(y) = Op
donc x € ker(f + 2Idg)
On a donc | Im(f — 2Idg) C ker(f + 2Idg)

5) Comme sp(f) C {—2,2} alors : det(f) = 28(=2) et tr(f) =2k — 20 avec k+{ =n
On a donc |det(f)| = 2"
Donc si det(f) = 16 alors 2" = 16 = 2* donc n = 4
Alors tr(f) =2k —2(4 — k) = 4k — 8.
On a k € [0, 4], mais la derniére relation impose k& > 2 donc k = 3 ou k = 4.
Si k = 3 alors det(f) = —16 impossible, il reste k = 4 donc f = 2Idg qui est un cas qui convient.

Dans ce 5) :‘n:4etf:2]dE‘
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Exercice 2
+00 5

On admet que : [ e ™ du = ‘/77?
0

On pose : Vz € R, f(x f e~ cos(xt)dt

a) Montrer que f est définie et de classe C! sur R.

b) Montrer que f vérifie I'équation différentielle : 2y'(z) + zy(x) = 0

c¢) Déterminer f(z).

g : RxI — R

a) On pose : [ =]0, 400 et (z,t) +— e*t2cos(xt)

pour avoir f(z f g(z,t)dt
OnagC>®sur R x [.

V(z,t) e Rx I, |g(z,t)| < e " donc par comparaison a l'intégrale admise, Vo € R | ¢t — g(z,t)

est integrab]e sur I.

Ona: 2(z,t) = —tsin(xt)e™ donc |92(x,t)| < te™" avec t — te™" intégrable sur I.

On apphque le théoréme de dérivation de Leibniz pour une intégrale a parameétre et on a :

f quiest C sur R

+oo +oo
b) En prologeant le a), on a: f'(z) = [ %(x,t)dt = [ —tsin(xt)e ¥ dt
0 0

En intégrant par partie : (en primitivant ¢ — te_tQ) et parce que les limites du crochets existent :
2 +00 _

fl(x) = [sin(at)S5-]g> — [ weos(wt)Sg-dt =0 —0— 2 f(x)

0

Donc 2f'(x) + zf(z) =
f est solution de I'équation différentielle : 2y/'(x) + zy(z) =0

¢) On a une EDL; a coefficient continue sur R : 2y/(z) + 2y(z) =0 & ¢ = 2y
[ SEdx = =a?
2

4
Donc d’aprés le cours : JA € R, f(x) = Ae /4

+00
Mais f(0) = A= [ e ¥dt= ‘g
0

. oo 42 ﬁ57w2/4
Finalement : |Vx € R, f(z) = of e " cos(xt)dt = Y5—
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Planche 19. Mines-Télécom (Bonfanti Matéo)

Exercice 1
Soit A = (a;;) € M,(R) et S,(R) 'ensemble des matrices symétriques.

Calculer inf > (mz j Qi )2

M=(m; ;)€Sn (R) i=1j=1

On remarque que 'on cherche d = ( HM Al)? avec ||.|| la norme associée au produit
scalaire canonique de M, (R)

Par le théoréme de projection orthogonale on a donc : d = ||A — A;||* ou A; est le projeté ortho-
gonale de A sur 5,(R)

Mais, comme M, (R) = S,(R) &+ A,(R) (avec A,(R) ensemble des matrices antisymétriques de
M, (R)), alors d = ||As||* ou Aj est le projeté orthogonale de A sur A, (R)

et donc |d = ZZ(“H a;i)?

i=1j=

AT
On trouve Ay, = 4 2A

Exercice 2

n I =10, — R
On pose : Vn > 2 : f [0, +oo]

—nx

€ — In(n)
+00 oo
1) Montrer que Y f, converge simplement . On notera f = > f,.
n=2 —

2) Etudier la convergence normale de > f,, sur I, puis sur [a, +o0o[ avec a > 0
3) Etudier la convergence uniforme de »_ f,, sur [
4) Montrer la continuité de f sur I.

5) Etudier la dérivabilité de f.

1) Pour z =0 : f,(z) = 0 donc ) f.(x) converge
Pour  # 0 : f,(x) = o(=3) donc Y f,(x) converge

On a donc : | Y f, converge simplement.

2) e Etudions f,, qui est dérivable. Vz € I, f'(x) = m[e*”“ —nre ") = ZT:(M)(I — nx)
T 0 % +00
fa(z) + 0 -
On a donc le tableau de variations suivant : enhll(n)
Jn(2) Va N\
0 0

On en déduit : ||fn||CI>O =sup | fu(2)| = =2
zel

enln(n)
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Comme Z i est divergente (par comparaison série-intégrale et puisque
f—dx = ln(ln( )) — 4o0)
zln(nx) Z—3+00

alors 3 || fu]|L, est divergente et donc |Y f, ne converge pas normalement sur

e Soit a > 0.
Alors & partir du rang [£] +1 on a + < a et donc anH = sup |fu(z)| = fula) — O

x€[a,+o0[ n—+00

On en déduit donc que ‘ > fn converge normalement sur [a, —l—oo[‘

3)  On pose R,(z) = JFZO:O fn(x)

n=N-+1

Pourn > N +1, 0< fu(z) =; ()xe_”x<m_m
“+00 400
Donc [R(@) € 5% mrirme ™ = [Ru(e)] € mror 55 (70"
n=N+1 n=N-+1

Série géométrique de raison e~ €]0, 1 donc :

< In(N+1) 1—e=* = In(N+1) 1l—-e® < In(N+1) 1—e—=

‘R ( )‘ < T e~ (N+1)z T €_N$e’z 1 e T

e On pose A :z € [0, +oo[— %=

Au voisinage de 0 : A(z) = 1_((11_J;Oﬁ)()m)) = iizgg — 1
r—r

Donc A est prolongeable par continuité en 0. De plus lir}ra A(z) = +oo et A est continue sur
T—r+00

[0, +00]

On en déduit A bornée sur [0,4+o00] et donc AM € R, Vo >0, |A(z)| < M

— 0

e En revenant au calcul précédent : Vo >0, |R,(z)| <
r—>+00

M
In(N+1)

On a donc | > f, converge uniformément vers f sur [

4) Les fonctions f,, sont continues sur I et la convegence est uniforme, on en déduit donc que :

‘f est continue sur I.‘

5) e Soit (@, A) eR?* , 0<a< A
Vz € fa, A, f’( ) = fugy (1 — nx) et done : |f(2)] < F5(1 +nd)
Comme 7
Comme les fn sont C' sur [a, A] et que > f,, convege simplement vers f, on en déduit que f est
C! sur [a, Al.

Comme |0, +oo[= |J [a, A] alors | f est C' sur |0, +oo.

0<a<A

(1 + nA) est convergente alors Y f/ convege uniformément sur [a, A].
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e Etude en 0.

2)— (0 z e—nw
Pourx>0:%=¥:¥2m
Soit A > 0.

Comme )7 -t est une série de terme positifs divergente. Il existe N > 2, 3 ;o
n=2

Par continuité de z — Z I ) est continue en 0, alors :

N N
3o >0, 2 € [0,20] = Z%‘Zm?m‘qﬁdom @O > A _141=4
n=2 2

Par définition de la limite lim % = 400 et donc ‘ f n’est pas dérivable en

0. | Par contre la

x—0t+

représentation graphique de f admet une tangente verticale au point d’abscisse 0.

Planche 20. Mines Télécom (Maeva Cluzel)

Exercice 1

1

On pose, pour tout n € N: I, = [(1 — z)"e **dz
0

1) Montrer que (I,) est convergente et déterminer sa limite.

2) Trouver une relation de récurrence entre I, et I,

Déterminer lim nl,
n—4o00

3) Déterminer (a,b,c) € R® tels que : I, =a+ 2 + 5 4+ o(})

1) On pose Vn € N, Vo € [0,1] , fu(z) = (1 —x)"e
fn est continue sur le segment [0, 1] donc I, est bien convergente.

fn converge simplement sur |0, 1] var la fonction nulle et Vo €]0,1] , |f.(2)

| < e™?%, comme

x — e 2% est intégrable sur ]0, 1], par le théoréme de convergence dominée : | lim I, =0

n—-+00
2) Par intégration par partie :
1
1—2x n+1 o 1— n+ _ .
]n: [_( n1_21 € 21](1)_f% 2xd$:>[ :n+1 _2n—:11 = ]”"‘1:%_”71[”
On a aussi : nl, = n_+1(1 —21,41) donc nl_lgloo nl, =1

—0
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3)OnaIn:L— Inga et I = — — oInt2

n+1 n+1 I n_—l-2 n+2
1 2 1 n
done I = 7 — o5 — 2953
11 2 1 1 1 In
["_EH% _51+%(51+2 2523)
L= 2= o) = (2= & o)A +o(2) + 2

On en déduit : |1, = 1 + 3 + o(%)

Exercice 2

On pose V = {M € My(R) , 3(a,0) €R*, M = <—aa ZZ;)}

1) Montrer que V est un sous espace vectoriel de My(R)
2) Montrer que : VA, B € My(R) , < A, B >= tr(A” B) est un produit scalaire sur My(R)

3) Déterminer une base orthonormée de V=,

2 1
4) Déterminer le projeté orthogonale de A = (

1
1 2) sur V

5) Déterminer la distance de A a V.

1) V= Vect(El, Eg) avec E1 = (_11 8) et E2 = (8 1)

donc |V est un sous-espace vectoriel de My(R)

2) Cours

—r=0
3)M:(p q)eVL:><M,E1>:<M,E2>:O:> p=r :>M:<p q)
rot qg+t=0 b —q

Donc V+ = Vect(Es, Ey) avec Es = (1 8) et fy = (8 —11)

Comme < E3, By >= 0, (E3, E4) est une base orthogonale de V1, en normant les vecteurs :

(\/% G 8) ,\/% (8 _11)) est une base orthonormeée de V-+
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4) Par le théoréme de projection orthogonale : le projeté orthogonal de A sur V+ est donné par

: 3 1
Al ==Abep, sAbep —3p, 4 Jp, =1 < )

3 1
3 —1
L1
Donc | A+ = 5 <3 1 )
5) D’aprés le cours : a distance cherchée vaut :

d=+/< AL, AL >=\9F11+0+1=+v20|=2V5

Planche 21. Mines-Télécom (Evangelista William)
Exercice 1
1 -1 1
Soit A=1[-1 1 -1
1 -1 1
1) Donner quatre méthodes pour montrer que A est diagonalisable.
¥r=x—y+z

2) Résoudre ¢ ¢/ = —x + 1y — 2

d=x—y+z

1) i) sans calculs.
A est symétrique réelle donc diagonalisable (dans une base orthonormée).

ii) Calcul de A?
On remarque que : A? = 34, donc X (X — 3) est donc un polynéme annulateur scindé simple de
A et donc A est diagonalisable.

iii) Polynome caractéristique et dimensions des sous-espaces propres

X—-1 1 —1
XA(X): 1 X -1 1 OnfaitCl%Cl—i-Cg
-1 1 X -1
X 1 —1 X 1 —1
X)) =X X-1 1 |[=]|0 X-2 2 |=X(X?-3X)=X%X-3)
0 1 X -1 0 1 X-1

On en déduit sp(A) = {0, 3}

Comme A est clairement de rang 1, alors, par le théoréme du rang : dim(ker(A)) =2

Comme 3 est valeur propre simple : dim(ker(A — 313)) = 1.

1+2=3, la somme des dimensions des sous-espaces propres vaut 3, A € M3(R) donc A est diago-
nalisable.
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iv) polynome caractéristique et sous-espace propres
On a déja le spectre avec le iii.

T r—y+z2=0
y| eker(A) e —2+y—2=0 SSr—-y+z=0
z r—y+z2=0
1 0 1
Donc ker(A) =wvect([1],|1]) On trouve de méme : ker(A — 313) = vect(| —1])
0 1 1

On a une base diagonalisant A par réunon des bases des sous-espaces propres.

T
2) On écrit le systeme X' = AX avec X = |y
z
1 0 1
Avec 1), on a la diagonalisation : A = PDP~! avec D = diag(0,0,3) et P= |1 1 —1
01 1
u
Onpose Y = P71X = | v
w
Alors X' = AX & X'=PDP'X & P 'X'=DP'X &Y' =DY
w =0 u=a
Mais Y/ = DY & ¢ o' =0 Sdv=b avec (a,b,c) € R
w' = 3w w = ce3t

T =a+ cet
On revient & X par X = PY etona:|{y=a+b— ce®

2z =10+ ce*

Exercice 2
[
Soit g(x) = Jtmmdt
1) Montrer que g est définie sur | — 1, +o0]
2) Montrer que g est C' sur | — 1, +o0|

3) Déterminer $£1)Iiloog(a:)
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: Ix|0,1] — R 10,1 — R
1) Posons I =] — 1,400, / (x]t)[ .y qet=1 €t 7 }t[ Y

Au voisinage de t =0 : ¢(t) ~ ﬁ v 0. On peut donc prolonger ¢ par continuité en 0.
—

(1=h)—
In(1—h

—h

oty 7 L

t—1

Au voisinage de t =1 : On pose t = 1 — h et alors ¢(t) )1 =

On peut donc prolonger ¢ par continuité en 1.

On peut donc en déduire que ¢ est prolongeable par continuité sur [0, 1] et donc
aM >0, Vt €]0,1], |e(t)] < M

Onaalors : Ve e I, |f(x,t)| < Mt*
Comme pour x > —1, & — t* est intégrable sur |0, 1] (par Riemann), alors, par comparaison
t+— f(x,t) est intégrable sur |0, 1].
Donc | g est définie sur | — 1, +o0]

2) fest C'sur Ix]0, 1 et 9L(z,t) = at"Loo(t)
Soit A > 1et a€|—1,0[. Alors Vz € [a, 4] , %(m,t)‘ < AMte!
Comme a > —1, alors t — AMt*~! est intégrable sur |0, 1]
Les continuités partielles sont évidentes, on peut alors appliquer Leibniz et g est C' sur [a, A].

Comme U l[a, A] = I alors | g est C' sur I.

—1<a<0<1<A

3) On considérera dans cette question que x > 1.
vVt €]0,1], lm f(z,t)=0
T—r+00
On adonc Sz >1, Wt €lo, 1], |f(z,t| < tlo(t) , on utilise alors le théoréme de conver-
avec t — t1p(t) qui est intégrable sur |0, 1]

gence dominée & paramétre continue et on en déduit : | lim f(x) =0
T—>+00

Planche 22. Mines-Télécom (Grisard Jade)

Exercice 1 : Idem Mathieu Testeil.

Exercice 2

Dans R3? euclidien canonique, muni de la base orthonormée canonique B = (ey, €9, €3).

. . . . r—y+z2=0 .
Déterminer A, la matrice, relativement a B, de la rotation d’axe D : Y qui trans-
r+y+z2=0

forme ey en %(61 + e3).
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On appellera f la rotation en question.

1 1 —2
—1|Al1] =1 0 | donce; — ez est un vecteur directeur de D et f(e; —e3) =e; — e3
1 1 2

ei1—es eites
( T €2, 98 ) est une base orthonormée directe.

Comme f est une isométrie vectorielle directe, elle conserve les bases orthonormées donc :
(f(2=2), f(eq), f(elf“) est une base orthonormée directe.

V2
donc (<722, f(el + e3), ff(el + e3)) est un2e base orthonormée directe.
donc ﬁf(el + 63) el—\/»eri N \f<€1 + 63) 262 = —€3

On a donc

f(el) + f(e?;) = _\/_62 N f(el) — el*\/g€27€3
f(el) _f<63) = €] — €3 f(e3) — %

1 V2 -1

Comme on connait f(e3) on en déduit|A=1(v2 0 V2

-1 V2 1

Planche 23. Mines-Télécom (SAUVAITRE Sidonie)

Exercice 1
Soient (a,b) € R? et les matrices suivantes d’ordre p (avec p > 2)

a b ... ... b 1 1 ... ... 1
. . : 1 :
M(a,b)=1: . . .. i]let N=
: .. -.b : .. o1
b ... ... b a 1 ... ... 1 1

I, matrice identité¢ d’ordre p

a. Que peut-on dire de M(a,b)?

b. Montrer que 0 est valeur propre de N. Trouver une matrice P inversible et D une
matrice diagonale telles que N = PDP~L

¢. Donner une condition nécessaire et suffisante sur (a,b) tel que M(a,b) soit inversible
et calculer [M(a,b)|™

a) | M(a,b) est symétrique réelle donc diagonalisable.

b) e Clairement rg(N) = 1 < p donc N n’est pas inversible donc det(N) = 0 et donc
’O est valeur propre de N.‘
N est symétrique réelle donc diagonalisable dans ue base orthonormée.
Le sous-espace propre associé a la valeur propre 0 est ’hyperplan d’équation x1+xo+---+x, = 0,et
(1,1,...,1) est un vecteur propre associé a la valeur propre p.
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r 0 ... 0 1
0 00
-1 . .o .
Onadonc N=PDP lavec|P=| ¢ . . 0o :|letD=
0
-1 1 1
0 0
0 0 -1 1 b

¢) M(a,b) = (a —b)I, + bN donc M(a,b) = PA(a,b)P~*
avec A(a,b) = diag(a —b,...,a—b,a— b+ pb) = diag(a —b,...,a—b,a+ (p—1)b)

a—b+#0

On a donc M(a,b) inversible < A(a,b) inversible <
a+(p—1)b#0

Un polynome annulateur de M(a, b) est alors :
(X = (a=0)(X = (a+ (p—1)b)) = X* = 2a+ (p = 2)b)X + (a = b)(a+ (p — 1)))
On a donc : M(a,b)* — (2a + (p — 2)b)M(a,b) = —(a — b)(a + (p — 1)b)1,
= M(a,b)(M(a,b) — (2a+ (p —2)b)L,) = —(a—b)(a+ (p — 1)b)I,

a#b
a#(1—ph

. —1 _ M(a,b)—(2a+(p—2)b)I,
et, dans ce cas : [M(a,b)]™! = " o T T

Conclusion : | M(a, b) est inversible ssi {

Exercice 2

et

Soit (®,)nen une suite de fonctions définie sur R, par &,(t) = 5.

On pose pour z € Ry et n €N, f,(z) = [ D,(t)dt.
0

1. a. Etudier f, sur R, (tableau de variations et limites).

1. b. Soit a un réel positif. Montrer qu’il existe un unique z,(a) tel que [ @,(¢)dt = a.

2. Déterminer lim z,(a).

a——+o0
A
3. Soit A <1, montrer que hlf [ ®,(t)dt = e* — 1.

A
4. Soit A >1, étudier lim [ @, (¢)dt.

n——+o00 0

1.a) f, est une primitive de ®,, qui est C*° sur R™, donc f!(z) = ®,(x) >0
fn(o) =0

+oo
Comme @, (%) S, Too I'intégrale Of ®,,(t)dt est divergente et donc TETOO fo(z) =400

T 0 +00
+00

On a done :
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1.b) L’équation s’écrit f,(z) = a, comme f,, est strictement croissante et continue et que a > 0,
Zn(a)
il existe un unique x,(a) tel que f,(z,(a)) =a< [ ®,(t)dt=a
0

2) f,, est une bijection de R dans RT et z,(a) = (f,,) *(a)
Comme f, est croissante alors h,, est aussi croissante.
On a donc lim z,(a) =X € R ou lirf xp(a) = 400

n—-+00

n—-+o0o
. . . . . xn(a)
Mais nl_lgloo zp(a) = A est impossible car sinon /0 o, (t)dt = _a

A — +00
a2 a—+o00o
— [ ®p(t)dteR

a——+oo

On a donc : | lim x,(a) = +o0
n——+00

3)Ona:A<1 DoncVte[0,A], ,(t) — €

n—-+o00
De plus 0 < ®,,(t) < e et t — €' est intégrable sur [0, 1]
On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée et

A A
lim [®,(t)dt = [e'dt =et —1
0

nHJrooO
et si0<t<1
4) On fait de méme si A > 1 avec D,,(t) = % sit=1
n—-+0o0
0 sil<t<A

A 1
Doncsi A>1:| lim [®,(t)dt= [e'dt=e—1
0

n—-+o0o 0

Planche 24. Mines-Télécom (ASSAFARI Fatima)

Exercice 1
On définit la suite (ap)pen Parap=a;=1letVn>2, a, =apn_1+ (n— 1)a, o

On pose S(z) = JFZO:Z S
Q1) Montrer que : Vn € N | 0 < a,, < n! et en déduire que S est définie sur [ =] —1,1]
Q2. Montrer que Ve eI, S'(z) = (1+x)S(z)
Q3. Déterminer S et en déduire a,.

Q4.7
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Q1) e Par récurrence, initialisée avec les valeurs de 0 < aqp=1<1=0let 0<a; =1<1=1!
Si on suppose 0 < a, 1 < (n—1)!et 0 <a, o < (n—2)! alors:

Ogan,l—i—(n—l)an,gg(n—l)!+(n—1)(n—2)!:(n—l)!—i—(n—l)!:\%_/(n—l)!gn!

Conclusion : ‘Vn eN,0<a,< n!‘

e Avec ce qui précede : 0 < % < 1 et comme ) 2" a pour rayon de convergence 1, alors par

comparaison, S a un rayon de convergence R > 1 et donc | S est définie sur I.]

Q2) En tant que série entiére, S est C'*° et dérivable terme a terme sur I.

+00
Ona:Vrel, S'(z)= Z_: .
Avec la relation de récurrence : S'(z) = a; + Z w#x” !
+00 a
Comme les séries sont convergentes : S’ (x 'y e
& NG Z (n — 1 z_; (n—2)!
5&) 5(o)

On adonc:|Ve el , S'(z)=(1+x)S(z)

Q3) On résout I'équation différentielle ci-dessus sur 1. Comme [(1+xz)dz = z+ % alors d’apres
le cours : S(x) = aexp(x + 2?/2)) avec a € R

Mais S(0) = ag = 1 et donc a = 1 et donc |Va € I, S(z) = exp(z + %)

+oo 2P +00 224
On a alors : S(z) = (pZ::O F) (qzzom>
Comme les rayons de convergence des deux séries entiéres ci-dessus valent +o0o on a, par produit
+oo
de Cauchy : S(z) = > ( > m)xn

n=0 *p+2q=n

Par unicité du DSE, : |Vn e N | a, = Z p'2qn('2q)
(717:‘1

Remarque : j’ai pas mieux ...

Exercice 2
Soit A € My(C). telle que tr(A) =0 et (A—1I,) non inversible.
Q1. Déterminer les valeurs propres et leur ordre de multiplicité.
Q2. A est-elle diagonalisable dans M,(C)?
Q3. Que dire de 1’endomorphisme associé & A 7
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Q1) A — I,, non inversible donne 1 valeur propre.
Comme on est dans Ms(C), soit A 'autre valeur propre de A, alors, avec la trace : A = —1
On a donc sp(A) = {—1,1} et A admet deux valeurs propres simples.

Q2) Q1) permet de conclure que A est diagonalisable

Q3) On a méme A semblable a ((1) _01) et donc A est la matrice d’une symétrie par rapport

a une droite et parallélement & une autre.

Remarque : pas trés str de I’énoncé.
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3 Centrale

3.1 Centrale : mathématiques 1
Planche 25. Centrale Math 1 (Mathieu Testeil)

Exercice

Soit (€2, o7, P) un espace probabilisé.
lsiweFE

Si E est un événement on note 1 la variable aléatoire définie par: Vw € Q, 1g5(w) =
Osiw¢ E
) Rappeler 'inégalité de Cauchy-Schwarz pour les variables aléatoires

2) Soit A et B deux événements de 7.
P(A)P(B)| < 1 en calculant cov(14,15)

Montrer que : |[P(AN B) —

3) On note S, 'ensemble des bijection de [1;n] dans [1;n].
Si o € S, on dit que i € [1;n] est un point fixe de o si et seulement si o(i) = ¢

On prend un élément de S,, de maniére équiprobable.

On note E; 'événement : ¢ est un point fixe et F' la variable aléatoire donnant le nombre de

point fixe.

3) Calculer P(E;), P(E; N E;) (pour i # j)

4) Calculer E(F)

1) D’aprés le cours, si X et Y sont deux variables aléatoires discréte admettant une variance

lcov(X,Y)| < /V(X)V(Y)

2) cov(1a,15) = E(14lp) — E(14)E(1g) = E(lang) — E(14)E(1g) =P(AN
V(A) = E((14)*) = E(1a)* = E(1a) — B(14)* = P(A) = P(A)* = ; — (5 —P(4))> <}
De méme V(B) < ;
Avec le 1) : | |P(AN B) — P(A)P(B)| < & \
3) Par équiprobabiliteé :
P(E) — nb de permutation ayant i comme points fixe __ nb de permut de [1;,nJ\{i} _ card(Sn—1) _ (n=1)! _ 1
( 1) nb de permutations card(Sp) card(Sy) n! n

(n—2)! 1

De méme, si i # j P(E; N E;) = n(n—1)
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4) Soit X; = 1p, alors F = > X;

=1

Par linéarité de espérance : E(F) =Y BE(X;) =Y P(E) =Y + =1

On adonc:|E(F)=1

Planche 26. Centrale Math 1 (Bonfanti Matéo)
Exercice
On considére une marche aléatoire sur Z. A chaque pas, on avance de 1 avec une probabilité
de p €]0,1[ ou de —1 avec une probabilité de ¢ = 1 — p.
On définit la variable aléatoire X, qui est égale & la position au n-iéme éme tour.
On a suppose Xy = 0.
a) Calculer P(X,, = 0)
b) Donner la nature de : Y P(X,, = 0)

On définit B,, la variable aléatoire qui vaut 1 si X,, = 0 et 0 sinon.

Q2 a) Déterminer la loi de B, et ... (visiblement question dure ...)

a) De maniére évidente P(X,, = 0) = 0 si n est impaire, puisque X,, & la méme parité que n.
Si n = 2k, alors : P(Xo;, = 0) = (*)pF¢* = 25 (p(1 — p))*

(k1)?
b) Avec Stirling : P(Xg, = 0) ~ %
p|0 3 1
. 1
On a le T.V. suivant : y N
0 0

cas 1 :p# 3
Alors 4p(1 — p) €]0,1[ donc P(X = 2k) = o(35), donc Y P(Xa, = 0) est convergente et donc
> P(X, = 0) est convergente.

cas2:p:%

Alors 4p(1 — p) = 1 donc P(X = 2k) ~ \/kaﬁ donc »  P(Xy, = 0) est divergente et donc
> P(X,, = 0) est divergente.

0 si n est impair

Q2) a) B, suit une loi de Bernoulli de paramétre P(X, =0) = {(%) (b(1— p))* si 20
i -
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Planche 27. Centrale Math 1 (Tobilov Aboumouslim)

Exercice
Soit £ = R™ I'espace euclidien canonique. Soit A € M, (R)

1) On suppose, dans cette question seulement, qu’il existe P, Q € O,(R) telles que : A = PAQ
avec A une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont positifs ou nuls.

Montrer que les éléments diagonaux de A2 sont les valeurs propres de AT A. Que dire de la
matrice () 7

2) Montrer que sp(ATA) C RT.

3) Montrer que le nombre de valeurs propres non nulles de AT A, comptées avec leur ordre de
multiplicité, sont égales & rang de A.

Question bonus : inégalité de Markov

1) ATA = (QTAPT)(PAQ) = Q"A%Q
donc AT A est semblable & A? (car PT = P~! puisque P € O,(R))
donc les éléments diagonaux de A? sont les valeurs propres de AT A.

Je ne sais que dire de la matrice Q7

2) X € sp(AT A)
—3X £0, ATAX = \X
—3X £0, XTATAX = A\XTX
= 3X #0, [[AX]]* = A||IX]|]
=A>0

Donc | sp(ATA) C RT

3) AAT semblable & A% qui est de rang le nombre de valeurs propres non nulles de A? donc de
AAT
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3.2 Centrale : mathématiques 2

Planche 28. Centrale Math 2 Testeil Mathieu

Exercice

n

Pour tout n € N* et tout a > 0, on note S,(n) = Y k°
k=1

1) Redémontrer les résultats connus pour Si(n) et S3(n) sachant que S3(n) = (S;(n))?

2) Ecrire un programme Python, qui prend en paramétre trois entiers a, b, et ¢ avec a > 0,
b>0etc>1etquiteste si pour tout n < 20 S,(n) = (Sp(n))°

3) Tester cette fonction pour tout a < 20, b < 20 et ¢ < 20

n n—1
4) On pose, pour tout o > —1, pour tout n > 1: a, = [t*dt — 1 3" (k* + (k + 1))
0 k=0

4) a) Trouver un équivalent de a, 1 — a,

nc+1

n
4) b) Montrer que : Ve >0 , I;kcw |

a+1l=c(b+1)

5) a) Montre e si S, = (5 ¢ avec a >0, b>0 et ¢>1 alors
ntrer que si S,(n) = (Sy(n))¢ avec a c r {a+1:(b+1)c

5) b) Etudier ¢+ {1 sur 11, +o0]

5) c¢) Montrer que les seules solutions entiéres du 5) a) sont celles conjecturées
en 3).

1) Récurrence : Si(n) = % et S3(n) = ”2(”2“)2 = (S1(n))?

def Q2(a,b,c):

test=True

n=0

Sa=0

Sb=0

while n<20:
n=n+1
Sa=Sat+n*x*a
Sb=Sb+n**b
if Sa != Sb*xc:

return False
return True
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def Q3Q):
for a in range(0,21):
for b in range(0,21):
for ¢ in range(1,21):
if Q2(a,b,c) and a'=b:
print(’a=’,a,’ b=’,b,’ c=’,c)

Q30

Il semblerai que ¢a ne marche que poura=3,b=1et c=2 ...

n—1

Q4) a) a, = =5 — %;()(ku(kﬂ)a)
Ap+1 — An
n+1)ett natl o a
= (L — i — o+ (1))
not! a notl @ @ @
- a+1(1+%) - o+l _% _%” (1+%)
not! a a+1)a at+1l)a(a—1 natl o o o ala—1
= o (L 2t e e o) e (1 2 4 250 o)

_ « o, a—1 ala—1) o—2 a—2\ 1 1o o a—1_ ala=l) o2 a—2
= a(+1 —)i—n +5n T+ SN+ o(n ) = T — gn® —gn sn =T 4 o(n?)
a(l—a) a—2 a—2
TNt +o(ntT)

Donc | a,.1 — a, ~ “e=ya=2
n+1 n 2

k+1
4) b) Comme ¢ > 0, alors t — t¢ est croissante, donc : Vk € N* | k¢ < [ ¢© < (k+1)°
K

n+

n 1
Avec l'inégalité de gauche : kZ::l ke < 1f tedt = ("tﬂ“ ~ ’Zj:ll

n n—1 n
Avec l'inégalité de droite : [¢°dt < Y (k+1)* = ’z: <> ke—1
1 k=1 k=1

nC+1
c+1

n
De tout ¢a on déduit : | > k¢ ~
k=1

Remarque : je ne vois pas l'intérét du a), si ce n’est de mettre sur la voie.

5) a) Sa(n) = (Sp(n))° en passant aux équivalents avec le 4) :

notl | nbtlyc (a4+1)—c(b+1) ., _atl
= ati ( bl ) = n b11)°

et =1 a+1=(b+1)°

Pour que les limites en +o00 soient cohérentes : {
(b+1)c

(a+1)—c(b+1)=0 @{(a—l—l):c(anl)
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5)b) Onadonc:cb+1)=(0b+1)°=c=(b+1) 1 =b+1=ceT

1
-1

On étudie donc f: ¢+ t7 =1,
f est dérivable sur I : f(t) In(t)) et donc
t—1

f/(t)=[t(t1,1)—(ﬁ’i(f)é]exp(ﬁ n(t)) = (S0 ep( L in(t))

On pose:Vt €1, g(t) =t —1—tin(t), g dérivable et ¢'(t) =1 —1—In(t) = —In(t) < 0 sur
I, donc g décroissante sur I, comme g(1) = 0 alors g(t) < 0 sur I et donc f'(t) <0 sur /.

1, +00]

IIH

(
)

lim f(t)=1¢et lirﬂf(t):e.DochtE], 1< f(t)<e
t—

t—+00
La seule (par stricte croissance et continuité) valeur entiére possible pour f(t) est f(2) =

Comme b+ 1 = f(c), alors si b et ¢ sont entiers, on a b+ 1 = ¢ =2, on en déduit le résultat.

Planche 29. Centrale Math 2 (Bonfanti Matéo)

Exercice

On aura : import numpy as np et import matplotlib.pyplot as plt
7 . * _ n 1

On définit pour tout n € N* | wu,, = kl:[1 (1 — m)

Q1) Donner les 10 premiers termes de la suite (up)n>1

Donner aussi les valeurs de =~
Que peut on conjecturer pour la convergence de la suite (u,,)?

+o00
Q2) Soit ¢ € [0, 7 et f(t) = 3 ity et g(t) = o — 1
n=1
a) Déterminer Pn(l) g(t)
—
b) Montrer que f et g sont continue sur [0, 7].

Q3) Tracer g et f sur [0, 7[. Que remarque-t-on ?
Pour la suite on admet ce résultat.

2

Q4) Déterminer Z In(l—-)

m2n2
n=0

x
Indication : on pourra définir G(z) = [ ¢(t)dt pour x € [0, 7|, intégrale que 'on pourra calculer de
0

2 maniéres différente.

Q5) Déterminer lim wu,
n—+o00
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Q1)
def prem_val(n):
p=1
for k in range(l,n+1):
p=p* (1-1/(4*kxk))
print (’u(’,k,’)=",p)
print(’2/u(’,k,’)=,2/p)

prem_val(10)

2
On peut penser que (u,) converge vers =

__ teos(t)—sin(t) __ . .
Q2) a) g(t) = =555 = - DL et donc 15% g(t) =0
Q2) b) e Pour t €]0, 7 :
g(t)
__cos(t) 1
sin(t) t
tcos(t)—sin(t)
- tsin(t)
+oco n,2n +oo n,2n+1
(—1)™¢ (—1)"¢
B th::O G~ 2 @ntl)!
- too \n2n41
(—1)n¢
tnz::() 2nti)t
+oo n n
-1 -1 n
n;[(@n))! T L
= +oo ni2n+2
(=D"t
'Izz::O (2n+2)!
T2 on(—1)" on_
ngl Gt !
o too (—1)n¢2n
= (2n)!

Le dénominateur ne s’annule pas en 0 (et vaut 1). La relation est valable en 0.
Donc g est C*° au voisinage de 0 comme quotient de deux séries entiéres C*> au voisinage de 0.
Finalement g est C* sur [0, 7|

fo 0,7 — R
) >1:
e On pose, pour n > ' tQ—?:nr)Q
Soit b €]0,7[. Pour n > 1, |f.(t)] = (mfg_tQ < (m)Qé’_bQ et il y a donc convergence uniforme de
> fusur [0,0]
n>2

La continuité étant conservé : > f,, est continue sur [0, b].
Ceci pour tout b €]0, [, donc f est continue sur [0, 7|
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Q3)
X=np.linspace(0,3,1000)
def g(t):
return np.cos(t)/np.sin(t)-1/t
def f(t):
s=0
for k in range(1,100):
S=8+2%t/ (t**2-k**2*np.pi**2)
return s
Y=g (X)
Z=f (X)
plt.figure()
plt.plot(X,Y)
plt.plot(X,Z)
plt.show()

Il semblerait que f =g!!!!
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Q4) g est continue sur [0, 7[ et on peut donc poser Vz € [0, pi[ ,

Avec la relation admise en Q3) (cf centrale PC math 2, 2024) :

Ofg(t)dt _ jgfn(t)dt

Comme il y a Convergence uniforme sur [0, z]

()~ Dat = 5 ] et

n=10
+o00
= In(22) = S [in(n?n — )]
n 1

= In(5t=) = Z (")

= |ln (gm(:c)) Z ln( n2 772)

Q5) On reprend la question précédente en z = Z

in(5) = 5 tn(1 - %) = 5= 10 (1- )

n=1

On en déduit : | lim wu, =
n—-4o00

ce qui confirme la conjecture du début

™
2

G(z)

Planche 30. Centrale Math 2 (Lajoignie Mazime)

Exercice

On jette n boules de maniére indépendantes dans N trous, elles atterrissent dans un trou avec

une probabilité de %

On note T,, la variable aléatoire comptant le nombre de trou non vide au n-ieme lancé.

1) Programmer une fonction remplir, de paramétre (n, N) qui crée une liste de taille N et
simule n lancés (Uindice de la liste correspondant au numéro du trou) et renvoie la liste, avec le

nombre de boules dans chaque trou.

Programmer une fonction nonvide(n, IN) renvoyant le nombre de case non vide aprés n tirages.

Que devient nonvide(10,n) pour n trés grands?

2) Donner les valeurs prises par T, en fonction de n et N, en particulier exprimer les lois de T}

et de de T5.

3) a) Calculer P(T,, =1) et P(T,, = k) sik >n
3) b) Trouver une relation de récurrence sur les P(7,, = k)

4) Ecrire une procédure T'(n, k, N) permettant de calculer P(7,, =

5) En utilisant la question 1), sur un grand nombre d’expériences, tester T'(25, 8, 20)

k)
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import random as rd

def remplir(mn,N):
L=[0]*N
for i in range(n):
a=rd.randint (0,N-1)
Llal+=1
return L

def nonvide(n,N):
L=remplir (n,N)
print (L)
c=0
for 1 in L:
if 1>0:
c=c+1
return ¢

Pour n grand, nonvide(10,n) donne 10 avec une forte probabilité car tout les trous sont pleins.

2) o T,(Q) = {ﬂl,n]] sil<n<N

[I,N] sin>N
e T est la loi certaine égale a 1.
e Loi de T2:T2<Q):{172}7 P(Tgi:[):%et P(T2:2>:].—%
3)P(T,=1)=ma et P(T,=k)=0sik>n

4) Par la formule des probabilités totales sur le systéme complet d’événements (7, = k)1<i<y
N
ona:P(T, =k => P(T,1 =Ek|T, =49)PT, =1i)
i=1

Mais clairement P(7, 1 = k|T,, =1) =0si k >i+ 1 ousi k <i—1, il reste donc :
P(Thy1 =k)=P(Th1 =klT, =k —1)P(T, =k — 1)+ P(T,41 = k|T,, = k)P(T,, = k)

P(Tp1 = k[T, = k) = £ et P(T,1 = k[T, = k — 1) = 2200 = ntlok qonc
P(Thi1 = k) = “5-EP(T, = k — 1) + £P(T,, = k)
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Planche 31. Centrale Math 2 (Tobilov Aboumouslim)

Exercice

On pose : Vn € N, un:#
+o0o

1) a) Montrer que »_ u, est convergente.
n=0

Donner une valeur approchée de sa somme & 107° prés.

+o0
1) b) Montrer que : Y u, = In(2)
n=0

On réordonne la suite (u,) en une suite (v,) de telle sorte que les termes positifs soit rangés
dans le méme ordre, les termes négatifs soit rangés dans le méme ordre et que deux termes positifs
alternent avec un négatif.

Exemple : (UTL>0SHS8 = (1’ %7 _717 %7 %7 _Tla %7 ﬁ? —Tl)
n n
On pose : S, = > ug et o, = > vy,
k=0 k=0
2) a) Ecrire une fonction Python, qui a n € N associe v,
Indication : on pourra distinguer les cas n =3k, n =3k + 1, n =3k + 2, ...

2) b) Donnez les valeurs de Vos0, U251 €L Voso.

2) ¢) Donnez les valeurs de 025, 0251 €t Oas.

+0o0
2) d) Conjecturer la valeur de » v,
n=0

3) Démontrer le résultat conjecturer en 2) d).
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