PSI* 2025-2026

Chapitre 2 : Exemples d’exercices corrigés

Enoncé, Exercice 2.1

exp(sin(n?))

Montrer que la série > n est divergente en utilisant la régle de comparaison.

Correction

On pose, pour n € N* | u,, = %\/%("3))
Comme sin(n3) € [~1,1] et par croissante de exp on a : 0 < exp(—1) < exp(sin(n?)) et donc

1
Ogmgun

Alors, comme ) \% est une série de Riemann divergente, alors, par la régle de comparaison pour les séries
n

; 3
a termes positifs, on a : | > %\/%(n)) est divergente

Enoncé, Exercice 2.2

arctan(n-+cos(n?))

1 N
A l'aide d’une majoration, montrer la convergence de »_ = ===

Correction

arctan(n+cos(n?))

On pose Vn e N | u,, = T B IE

Onapournzlzn2+3+252n2>06td0nc0§ <

1 1
n2+3n+25 — n2

Comme de plus n > 1 = n + cos(n?) > 0 = 0 < arctan(n + cos(n?)) < %
On a donc Vn > 1 Ogungﬁ
Comme Y 2 est une série de Riemann convergente, alors par la régle de comparaison pour les séries a
n
termes positifs > u, est convergente.

. . arctan(n-+cos(n?))
Bilan : Z n2+3n+25

est convergente




Enoncé, Exercice 2.3

Etudier la convergence de Y (tan(1) — 1) en utilisant la régle de I'équivalent.

Correction
Pour n au voisinage de 00 : u, = tan(L) — 1
Pour x au voisinage de 0 :
tan(x)
3
i z—Z+o(z?) 3 3 3 3
= Sd = T = @ o)1+ F o) =o = 4 5 +ole®) =2+ 5 +o(a)
2
Alors up = + + 53 + 0(75) — = = 33 + o(-5)
Up ~ # >0 . i
On a donc too donc par la régle de I’équivalent pour les séries
> # est une série de Riemann convergente

a termes positifs : | > (tan(+) — 1) est convergente

Enoncé, Exercice 2.4

Soit P € C[X]. Etudier la nature de la série " u,, avec u, = P(n)e~ V"

Correction

nu, = nQP(n)e*\/ﬁ —+> 0 par comparaison exponentielle-puissance.
n—-—+00

Donc u, = o(-5).

De plus % >0et ) # est une série de Riemann convergente, donc par négligeabilité ’ > uy, est convergente.




Enoncé, Exercice 2.5

On pose Vn € N* | u, = ﬁ Montrer que la série ) u, est convergente.

Correction
Moy 2 2
Pourn>1, uy, #0 et uzzl = 2n+21(;f+1)2 = 2(,::_1)2 njoo % <1

Donc par la régle de D’Alembert : ‘ > uy, est convergente. ‘

Enoncé, Exercice 2.6

7

- s —1)k
Montrer la convergence et calculer la somme de la série de terme général u, = ) (=1

P (n—k)!2k
+o00
On admettra (pour le moment) que : > - est une série convergente dont la somme vaut exp(1) = e
n=0
Correction
e
On sait que : Zo 5w — est une série géométrique convergente donc la somme vaut 1_1 =T = %
n=
- Ay 1
On utilise ) - =exp(l) =e
n=0
“+o0o

Le produit de Cauchy des ces deux séries absolument convergente est donné par ) ¢, avec :
n=0

n
B N ) L
Cn = Z 2k (n—k)l — Un

k=0
+oo 3
Comme les séries sont absolument convergentes, alors | ) u, est convergente et ) u, = je
n=0




