PSI* 2025-2026, Mathématiques DS n°1 : Correction

Question de cours, Exercices proches du cours
1°), 2°) et 3°) Voir cours

= m
= sin(z)(1+ x)~Y/2 on utilise les DL usuel du cours

0(1}3))(1 Ly _T(_g—l)lg + o(xQ))

$3
— ( _ FS + 5
=(z—% + 0(m3))(13— so+ 322 4 o(a?))
=z %xi + %x33— & —|—30(x3)
=T — 52° + 5r° + o)

On a donc, au voisinage de 0 : | f(z) = 2 — 22 + 2a® + o(a?)

Remarque : comme le DI de sin(z) a son premier terme nul, on a pu se contenter de 'ordre 2 pour
le DL de v/1 + x car le x nous a permis de gagner un ordre.

cosPFL gy — (520 4 112 — T Onadonc: [A =

INE

ST

%

5°) A= [cos®(t)dt =
0

Remarque : on a linéariser en utlisant les formules trigonométrique du cours.

6°) a) Comme 1 — 0 et que sin(u) ~ u au voisinage de u = 0, alors : sin(L) ~ 1 donc

n—-4o00

1
i . 1
Un ~ 25 = et donc : |u, ~ —5

n’\"%>0
6°)b){u n

> =575 est convergente comme série de Riemann

donc, par la régle de I’équivalent pour les séries a termes positifs : | > u,, est convergente

Remarque : bien penser au signe quand on utilise la régle de 1’équivalent.




Probléme 1

1°) On remarque que f est de classe C* et que : Ve € R | f'(x) =1+¢e* >0
On en déduit que f est strictement croissante sur R.

On a, de plus que : lim f(z) = —oo et lim f(x) = 4+00. Comme f est continue, strictement
r——00 xr—+00

croissante sur R et vu les limites aux bornes, on a : ’ f est une bijection de R dans R‘

2°) a) @) — ge=z 41 —3 1, (par comparaison exp-puissance), donc par définition : | f(x) ~ e”

T—>+00
2°)b) f(z) —z=¢€" - 0 donc : EIEl (f(z)—z) =0

3°) a) f(z) =z +€”, on utilise le cours : f(z) =z + (1+z+ 9‘;—2 + "%3 + o(2*)) donc :
au voisinage de 0 : f(z) =1+ 2z + % + %3 + o(z?)

3°) b) On sait que I’équation de la tangente est donner par la partie d’ordre 1 (linéaire) du développement
limité, donc : ’D a pour équation cartésienne y = 1+ 23:‘

3°) ¢) f est C°°, donc son développement limité en 0 est donné par son développement de Taylor.

Par identification avec le résultat du 3°) a) : % = 4 donc : | f(0) =1

3°) d) f est une bijection dérivable de R dans R et Vo € R, f'(z) # 0, donc f~! est dérivable sur

RetVy eR, (f)(¥) = 57y

Comme f(0) =1 alors f~*(1) =0et (f)(1) = 715 = 3

Donc : | (f71)(1) existe et (f~1)'(1) =3

4°) f est deux fois dérivable et Vo € R | f”(z) = e* > 0, donc, d’aprés le cours : ’f est convexe sur R

5°) Ci-dessous : T ainsi que D et la droite y = = (asymptote oblique)




6°) a) On a: f(0) =1et f(In(n)) =In(n) + exp(in(n)) = In(n) +n
Comme n € N* alors n > 1 et In(n) > 0 donc f(In(n)) >n
On a donc : f(0) <n < f(In(n)) et comme f~! est croissante : [Vn € N* | 0 < u, < in(n)
6°) b) D’apreés le a) : mey < L i (Z:jl)) est bornée et par définition : |u, = O(In(n))

6°) ¢) flun) =n
S u, +e'r=n
Se" =n—u,

< u, =In(n —u,)  on utilise le résultat du b)
< u, = In(n+ O(In(n)))

< u, = In(n(l + O(@)) propriété du In
& u, = In(n) + In(1 +O0(=m))

& u, = In(n) + O(21)

On a donc : |u, = In(n) + O(@)

7°) a) On repart de 'étape :
— In(n) + O(nn) ))

in n) + O ln(n) )

Uy, = In

(
— tn(n(1 -

= In(n) + ln(l l”(n + O(=; n(n ))
=In(n) — ln(n) + O( )
On a donc : |u, = In(n) — 22 4 Oy

7°) b) D’aprés le 7°) a): u, — In(n) ~ —
Done Y (u, — In(n)) et 3 2
Mais, pour n assez grand : 0 < % <

()

sont de méme nature.

on Compose par ln (le membre de gauche est clairement strictement positif, donc celui de droite aussi)

= In(n — u,) mais cette fois-ci on injecte le résultat du 6°)c) :

, . . . . 1
Comme Y 1 est une série de Riemann divergente, alors, par comparaison : > In(n) ot divergente.
n

En revenant au probléme posé, par régle de I'équivalent, on a :

> (tn

—In(n)) dlvergente




Probléme 2 : inspirer de ccINP TPC 2022

1° 1 _ a b(2t—1) c
1°)a)Vte R {1}, e — 1 T o th(1+)t2 |
1 o 2t—1
sVieR {-1}, Te—) ntem e

SVteR{-1}, 1=a(® —t+1)+b2t —1)(1+1t) +c(1+1)
SVteR{-1}, 1=a(t®—t+1)+b(—1+t+2t*) + c(1+1)
SVteR{-1}, 1=a(t® —t+1)+b(—=1+¢+2t*) + (1 +1)

(1=a—b+c
< <0=—a+b+c paridentification de 2 polynémes sur une infinité de valeurs
(0=a+2b
(0 = —2b
N 1=-3b+c
0=3b+c
(0 =a+ 2D
(0 = —2b
S cc=-3b
(1=-3b—-3b
(b:%l
Sla=3
o=}

. _ 1 1 (2t—1) 1 1
Donc : |Vt € R {~1}, 1+t3 =30+ 6P T 2@

1
1°) b) On effectue dans { 7=t le changement de variable dérivable u = Qt—\/_gl

Ona2t—1=+3uetdonct= %, alors t2 %, donc :

t2_t+1:3U2+22/§u+1_\/g;H*“l:%:%(uQ—i—l)
De plus dt = ‘/ngu
1 7 N
Doncofﬁdtzlg e id :%[arctan( )]g :%(%_—Tﬂ):%: 2\{)§7r
73

Bilan : ft2 t+1dt 2\[”

1°) ¢) Avec le a) :
1 (2t—1)
( 3(1+t)  612—t+1 + 2t2 t+1>d75

(2t—1)
(3(1+t 6t2 t+1>dt+ ft2 t+1dt

o=
-]

=[An(1+t)—n{t —t+ 1§+ 1 g‘ ﬁdt

1
sn(2) +0+ 3 bf —t2_1t+1dt

On a donc : |uy = 3ln(2) + @




1

2°)a)Ona:Vte|0,1], 0< < 1, donc, en intégrant entre 0 et 1 : 0<un<f1dt—1

2°) b) Par linéarité de 'intégrale :

(1+t3)

1 1 1 1 —t3
_ 1 _
it of (et = ey )t Of e (s — 1)t = of ( TS t3),dt
<0

Donc, par positivité de Uintégrale : u, 1 — u, < 0 et donc | (u,) est décroissante

2°) ¢) (uy) est décroissante et minorée par 0, donc | (u,,) est convergente.

1
o —1 1 1 1 1
3 ) a) dt = [n—l (14t) ’1](1) — n—1 (n—1)2n—1 = -1 ( B 2n71)
———
— 1
n——+o0o
1
Donc | [ dt ~ L=~ 1L
0 (1+¢)™ n—1 n

3°) b) Pour t € [0, 1], O§t3§tdonc0§1+t3§1+tdonc0§(1+t3)"§(1—|—t)”

1
donc |Vt € [O, 1] 0 < (1+t)n S (1+3)n

3°) ¢) En intégrant la relation du b) entre 0 et 1 on obtient : 0 < f 1+t ——dt < u,

Avec le a), comme % > 0 et que Z% est divergente, alors, par regle de I’équivalent pour les séries a
1

termes positifs : Y ﬁdt est divergente.
0

On utilise alors I'inégalité ci-dessus et la régle de comparaison pour obtenir : | > wu, est divergente.

4°) a) On sait que u, > 0, donc, en passant a la limite, comme lim wu, = ¢ alors :
n—-+o0o
4°) b) On a déja 0 < w,
g

e Comme ¢ €]0,1], on écrit par la relation de Chasles : u, = [ 1+t’ ——dt + f (th e dl
0

e Pour t € [0,¢] , L < 1 donc, en intégrant sur [0,¢] : 0 < f mdt <e

(1+t3)

0<

e Pourtefe 1], 0<
1 1

O < f 1+t3)ndt < ( )(1+53)n S (1+83)"

e En combinant les deux points précédents : |0 < u,, < e+

(1+t3) < (1+53 donc, en intégrant sur [, 1] :

(1+€3)
1+3) < 1onobtient : 0 </ <¢

Ce résultat étant valable pour tout € €]0, 1] on en déduit :

e En faisant tendre n vers +oo, comme 0 <

5°) a) f, est de classe C'' sur [0, +oc[ comme primitive d’une fonction continue et
Vx € [O,+OO[ s f/(l') = m > 0

On en déduit donc : | f,, croissante sur [0, 00|




5°) b) @ Comme V¢ >0, m > 0, en intégrant sur [0,x] on a , pour z > 1: f,(z) >0
1

1 x
e Pour x > 1, par la relation de Chasles : f,(z) = /—(1 n t3)”dt+ f —(Hig)n dt
1

0
~— ——
Pour la deuxiéme intégrale : !
t>1
=1<2 <t
:>1<1+t2<1+t3
1 1
= 0<gp < <1=0< 1+t3) = () S e
En intégrant entre 1 et z : f 1+t3 —dt < f =z dt = [arctan(t)]f = arctan(z) — §

e Comme f,(z) = u, + f mdt on a donc : f,(r) < u, + arctan(z) — %
1

e Bilan : |Vz >, 0 < fu(2) < u, + arctan(z) — 5§

5°) ¢) On a vu que u, < 1 a la question 2°) a) , comme arctan(z) < 7 on a alors avec le 5°) b) :

0< fale) <1+ 7

Donc f, est croissante et majorée sur [0, +oo[. |On peut donc poser v, = lim f,(x)
r—+00

6°) Pour calculer v, on réutilise le calcul de u; (en particulier 1°)a) et b)) en changeant la borne 1

xr
par x. On obtient : J 1+t3 ——=dt

1 1 (2t—1) 11
[3(1+t) T 6 t2—t+1 + §t2—t+1]dt

—=

0
2x—1
= 1n(1+t)]f — [In(t* —t + 1)]§ + f[arctcm( w)]
1 1 1 o1y on
— §l n(l+z) — lnl(x —z+1)+ %[?rctan( 7 ) — &
= §in((1 +2)%) = gln(a® — = + 1) + Flarctan(25) — 7]
1+z r— —r
- %l (z<2jx_)|-1) \}g[arctan(Q\/gl) -5
En faisant tendre n vers +ooona: v; =0+ \/Lg[g + %] — \/Lg?%r _ 3\[ et donc [v; = 2\g§7r
7°) On suit l'indication de 'énoncé :
o) = [ (oo x 1)t
- [(1;&3)” X t]g - Of ((_3t2)(_n>m X t)dt
_ T - 3¢3
= oy 0t ”Of ey dt
= ey~ 0F nof :($§+;1n+11 dt
_ x < 3 £ 3
T (AtadH)n T 0+ n[f)f (1+3)m _{Wdt]
On fait maintenant tendre = vers 400 et on obtient : v, = 0+ n(3v, — 3v,41) < Vpy1 = 31;;1%

La relation de récurrence cherchée est donc : |Vn € N* | v, = 32;11)”




8°) a) Soit k € N*. On a : ¢t +— In(t) qui est dérivale sur |k, k + 1] et continue sur [k, k + 1], donc par
le théoréme des accroissements finis : Jeg €|k, bk + 1], In(k+ 1) — In(k) = (In) (cx)(k+ 1 — k)

Comme (In)'(t) = L on a bien : | Vk € N* | i, €]k, k+ 1], In(k+1) —In(k) = =

_; Ck

8°) b) ¢ E]k,k+1[¢k<ck<k+1éL§%§%, donc avec le a) :

L = o
vk € N* | %H <lIn(k+1)—In(k) S%

9°) @ En sommant l'inégalité de gauche du 8°) pour k variant de 1 & n — 1 on obtient :

7 <In(n —1+1)—In(1) par télescopage

e En sommant I'inégalité de droite du 8°) pour k variant de 1 & n — 1 on obtient :
n—1
In(n—141)—In(1) < > 1 par télescopage
k=1

éln(n)gz:%—%
k=1
i%SZ%—ln(n)
k=1
=0<H,

e On adonc: |Vn e N* 0< H, <1 et donc (H,) est bornée.

10°) a) Posons : YV € [0,1], A(z) =z + In(1 — z)
A est dérivable et A'(z) =1 — ;= = 7% < 0, donc A est décroissante sur [0, 1[ et comme A(0) = 0

T l—x —

alors A(xz) <0 pour z € [0,1] et donc : |Vz €]0,1], z+In(l —x) <0

10°) b) Comme les sommes se télescopent :

Hypn—Hy = g —In(n+ 1) +in(n) = =5 +In(;l) = g + (B0 = 25 + (1 — =9) = A(9)

(avec les notations du a)) et donc H,1 — H, < 0 puisque 5 €]0,1]

On en déduit : | (H,) décroissante.

10°) ¢) Avec le a) et le b) on a que (H,,) est une suite décroissante minorée, donc convergente, donc

IveR, H,=v+o(1) et donc|Iy e R, 3 + =In(n)+~v+o(1)
k=1




3n—1

11°) On reprend la relation de récurrence du 7°) @ v,1 = “5—v, qui s'écrit aussi =5 =1— 3 €]o,1]

3n
On peut prend le In de cette égalité : In(vn41) — In(v,) = In(1 — 2)
et faire un DL : In(v,41) — In(v,) = =2 + O(55) = In(vpg1) — In(v,) + 2 = O(

)

3=

On a bien : |w, = O(s5)

12°) Avec la relation du 11°), comme ) n—12 est une série convergente, alors, par comparaison :
> w, est convergente.

Donc 3K e R, Y wy =K +0o(1)
k=1

Mais, par télescopage : Y. wy = In(vy41) — In(v) +5 > &
k=1

On utilise le 10°) ¢) et la remarque précédente : K + o

—
=
I
Y
<

3
+
=
|
2
&
—+
Wl
2
+
2
2
+
=N
—
~—
~—

Donc : In(vpt1) = K 4+ In(vy) — 37 + o(1) — 3in(n)

On pose alors : d = K +In(vy) — 37 et on décale d’un indice : In(v,) = d + o(1) + ln(m)

Mais ln(m) = iln(-4) = Fn(n—1) = Fin(n(1-1)) = Ftin(n)—3in(1—2) = Stin(n)+o(1)

Donc : In(v,) =d+o(1) + l”((n)ll/;;) et donc v, = e?—Lzexp(o(1))

Mais exp(o(1)) —+> 1 et donc, par définition, en posant C' = e? :
n—-+0oo

EIC'ER,’Unan%




