Suites numériques vérifiant une relation de récurrence linéaire
d’ordre deux a coefficients constants

a) Cas complexe

Théoréme . Soit (a,b) € C? et soit I I’ensemble des suites (u,)nen de CN wvérifiant la relation de
récurrence linéaire : ¥Yn € N | upi9 + attyyq + byn = 0.

Définition. L’équation E, < % +ar +b = 0 est appelée équation caractéristique.

Alors :

CAS 1 : E, admet deux solutions distinctes ry et ro
Les éléments de F s’écrivent alors : u, = arl + Br} avec (o, 3) € C2.

CAS 2 : E. admet une racine double rg
Les éléments de F s’écrivent alors : u, = (a + Bn)rd avec (o, ) € C2.

b) Cas réel

Théoréme . Soit (a,b) € R? et soit I I'ensemble des suites (u,)nen de RY vérifiant la relation de
récurrence linéaire : Yn € N u,.0 + atiyyq + byn = 0.

Définition. L’équation E. < r?> +ar +b = 0 est appelée équation caractéristique.

Alors :

CAS 1 : E,. admet deuz solutions réelles distinctes r1 et ro
Les éléments de F s’écrivent alors : u, = ary + Bry avec (o, ) € R?.

CAS 2 : E,. admet une racine double réelle rq
Les éléments de F s’écrivent alors : u, = (a + Bn)ry avec (o, §) € R?.

CAS 8 : E. admet deux racines complezes conjuguées distinctes : pexp(if) et pexp(—if) avec
p €]0; +o0[ et 0 €]0; 7|
Les éléments de F s’écrivent alors : u, = p"(Acos(nf) + Bsin(nf)) avec (A, B) € R?



Enoncé

Vn €N Uyio = dupiq — 6uy,

Déterminer la suite réelle (u,,)nen vérifiant : < ug = 1
uy = 0
Correction

(Un )nen est une suite vérifiant une relation de récurrence linéaire d’ordre 2 homogeéne a coeflicients
constants d’équation caractéristique : 22 —hr+6=0< =3 oux =2

D’aprés le cours, on a 3(a,b) € R? | VneN wu, = a2 + b3"

up =1 a+b=1 b= -2
~ =
up =0 2a+3b=0 a=3

On a donc ’Vn eN u, =32"— 2.3”‘

Enoncé

Déterminer les suite réelles (uy,)nen vérifiant : Vn € N w10 = 4du, g — Suy,

Correction

(Un )nen est une suite vérifiant une relation de récurrence linéaire d’ordre 2 homogeéne a coeflicients
constants d’équation caractéristique : 22 —4x +8 =0
OnaA=16—32=—16 = (4i)? et les racines sont donc X =2 —2i et X =2+ 2i

24 2i| = V4 +4=+v8=2V2. Alors: 2+ 2i = 2v/2exp(i%)

D’aprés le cours, on a|3(a,b) € R? | Vn €N wu, = (2v/2)"(acos(™T) + bsin(™"))




