PST* 2025-2026

Pour le jeudi 18 septembre 2025

BONUS : Devoir a la maison n°1 de Mathématiques

PROBLEME : PC E3A 2018, épreuve 2

L’objet de ce probléme est détudier les éventuelles solutions de I’équation :
In(z) = ax

ol a € R est fixé et > 0 est 'inconnue.

Partie I. Etude de I’équation (F,)

1. On se fixe, dans cette geustion, un réel a quelconque.

(a) Montrer que si a €] — oo, 0], I’équation (E,) admet une unique solution « €10, 1].

(b) Montrer que que si a €]0, %[, I'équation (E,) admet exactement deux solutions « et 5 vérifiant
a €]l, el et B €le, +o0.

(¢) Montrer que si a = 1, 'équation (E,) admet une unique solution dont on donnera la valeur.

(d) Montrer que si a > %, 'équation (E,) n’admet pas de solution.

2. Tllustrer sur quatre graphiques différents les cas ot a €] — 00,0], a €]0,%[, a =

représentera la fonction logarithme ainsi que la droite d’équation y = ax)
Partie 1I. Etude d’une équation fonctionnelle
Dans cette partie on s’intéresse a I’étude de I’équation fonctionnelle

V(z,y) e R?, oz +y) = o(x)e(y) (R)

ot 'inconnue est une fonction ¢ continue sur R.

1. Montrer qu’il existe exactement deux fonctions constantes sur R, que I'on précisera, solutions de
(R).

2. Soit ¢ une solution de (R). Montrer que :

p(0) =0V eR, ¢(r)=0.



3. Soit ¢ une solution de (R) vérifiant ¢(0) # 0.

(a) Donner la valeur de ¢(0) et montrer que : Vo € R, ¢(z) > 0.

(b) Montrer que
Vn € Z,Vx € R, ¢(nx) = (p(x))".

Vm e N, o(l) = ((p (%))m

(d) Déduire des questions précédentes que

(c) Montrer que

Y(n,m) € Zx N*, ¢ (%) — (p(1))m.

e) Soit x € R. Montrer que la suite (x,),en, définie par x, = |10z | 107" pour tout n € N,
S
converge vers x (|-] désignant la fonction partie entiére).

(f) Conclure que
Ve eR,  ¢(x) = (p(1))"

Partie 11I. Etude d’une suite de polyndémes

On considére pour la suite de ce probléme la suite de polynoémes (P,),en définie par Py = 1 et, pour
n e N*: )
P,(X) = —|X(X +n)"h
n!

1. (a) Expliciter les polynomes P et Ps.
(b) Donner la valeur de P,(0) pour tout n € N.

2. Montrer que
Vne N Ve eR, P/(z)=P, 1(z+1).

3. En déduire que
¥neNV(z,y) €R® Py(z+y) =Y Pi(a)Pi(y)
k=0

(on pourra procéder par récurrence sur N).



Partie IV. Retour sur I’équation (F,)

Dans cette partie on note o, la plus petite solution, si elle existe, de I’équation (FE,).

x,,n—1

1. (a) Montrer que pour z € R, (x+n)"' ~ e™n

n—+400

(b) Rappeler la formule de Stirling puis montrer que, pour a € R et x € R* fixés, la série

. . ) 1
numérique Y ., P,(x)a™ converge absolument si et seulement si |a| < —.
= e

2. Dans cette question on se fixe un réel a de [—%, ﬂ et on note F, la fonction définie sur R par :

Fu(z) =) Py(x)a"

(a) Montrer que F, est continue sur R.
(b) Rappeler le résultat de cours sur le produit de Cauchy de deux séries.

(c) En utilisant les résultats de la partie II1., montrer que F, est solution de (R) et en déduire :
Ve eR, F,(x)=(F,(1))".
(d) Montrer que F, est de classe C! sur R et que :
Ve eR, F.(x)=aF,(z+1).

(e) En calculant F(0) de deux fagons différentes, montrer que F,(1) est solution de (E,).
3. On note G la fonction définie sur [—é, é] par G(a) = F,(1).

a) Montrer que G est de classe C' sur |—2, 1| et monotone sur [0, 1] .
e’ e e

(b) Expliciter G ([0, 1]) , image de l'intervalle [0, ﬂ par la fonction G.

(c) Conclure que

Va [—1,1] . Fu(l) = .

€ €

1
4. Soit C' un réel tel que 1 < C < ee. Montrer que 'équation ¥ = C, d’inconnue y > 0, admet une
unique solution y et que

(n—1)""t
n!

yo=1+In(C)+ ) (-1 (In(C))™.



