PSI* 2025-2026
Correction du devoir a la maison de Mathématiques n°1

EXERCICE 1
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2°) Démontrons par une récurrence FORTE que pour n > 6 un carré est divisible en n carrés.
Initialisation : le 1°) permet de démontrer le résultat pour n € {6,7,8,9,10}

Hérédité : supposons que la propriété est vraie du rang 6 au rang n avec n > 9 (puisque le résultat est
déja démontrer jusqu’au rang 10) et montrons la au rang n+1

On remarque que si 'on divise un carré (d’un premier partage), en 4, il y en a 3 de plus.

n+1-3=n-2, on sait divisé un carré en n-2 carrés, on part de cette division et on divise un des n-2 carrés en
4, on a alors n-2-+3=n-1 carrés, ce qu’il fallait démontrer.

Conclusion : on a démontrer par récurrence que ‘Vn > 6 un carré est divisible en n carrés.

3°) * Pour n =1 le résultat est vraie et évident, on peut diviser un carré en un carré.
* Supposons que le carré ABCD soit divisible en n carrés et ait pour longueur de coté 1.
Si le carré contenant le coin A est de coté 1 alors il n’y a qu’'un carré.
Si le carré contenant le coin A n’est pas de coté 1, il y a au moins un carré de plus pour le coin B, au moins
un carré de plus pour le coin C et au moins un carré de plus pour le coin d. Il y a donc au moins 4 carrés.
Donc pas de solution pour n =2 et n = 3.

* Supposons que le carré ABCD soit divisible en 5 carrés et ait pour longueur de coté 1.
Il y a donc au moins un carré par coin.

Si tout ces carrés on pour coté % alors ils recouvrent ABCD et n = 4 absurde.

Si tous ces carrés on des cotés de longueurs < % il en faut un de plus qui touche chaque coté donc n > 5
absurde

Si un de ces carrés & un coté de longueur > % (par exemple celui touchant le coin A), alors il y a au moins 6
carrés absurde. Le cas n =5 est donc impossible.

Bilan : on peut diviser un carré en n carrés pour n € {1,4} |J[6; +oo[



EXERCICE 2 : CCP 2019 TSI

Donc : |ug=m, u; =2 et up =

3
2°) Vt € [-5, %], cos™(t) > 0 donc par positivité de l'intégrale
3
Uny1 — Uy = [ cos™(t) (cos(t) — 1) dt

>0 <0

L’intégrande étant négative sur Uintervalle d’intégration : u, 1 — u, < 0 et donc | (u,)nen est décroissante.

3°) Soit n > 1, on fait une intégration par parties avec des fonctions C* dans 1.

7T

Upi1 = f cos"TL(t)dt

=04 n(up_1 — Ups1) Donc u,ig = n(up_1 — Upyq) et done |Vn € N* | (n+ 1)uyp = nu,_q

4%) Vpy1 — Up = (N + 2)Uprotnir — (0 + Dy,
Mais, par le 3°) : (n + 2)u,2 = (n + 1)u, donc v, — v, = (0 + Duypy — (0 + Dupqu, = 0 et done la
suite (v,)nen €st constante.

Comme vy = ujug = 27 alors |la suite (v, ),en est constante et vaut 27

5°) v, =21 = (n+ Duppiu, =27
Comme (u,) est décroissante : u,41 < u,, on multiplie par (n—l—l)unﬂ et on obtient (n+1)u2_; < (n+1)upi1u,
En multipliant par (n + 1)u,, on obtient : (n + 1)un+1un < (n+1)u?
En regroupant les deux inégalités : (n+ 1)u2 ; < (n+ 1)1ty = v, < (n+ 1)ul

Et donc | (n+ 1)uz,, <27 < (n+ 1)u?

6°) I'inégalité de droite du 5°) donne : 2% <w? = /2% < w, (puisque u, > 0)

L’inégalité de gauche, décalée de 1, donne : nu? < 27 = u, < 1/27“

On a done : n+1<un§@/

7°) On déduit du 6°) que : /75 < \7;5 < 1 et donc, par encadrements : lim —%2= = 1 et donc
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EXERCICE 3

1°) Comme, au voisinage de 0 : sin(z) = z + o(x?) alors f(z) = 1+ o(x)
Donc en posant ona: lirr(l) f(x) =1= f(0) et donc f continue en 0.
T—r

20) a) f(x)=f(0) _ lto(z)—1
z—0 T
Donc lim w =0 et donc | f est dérivable en 0 et f/(0) =0

z—0 0

= o(1) d’apres le développement limité trouvé au 1°).

2°) b) e f est C° sur R* comme quotient de fonctions C™ et Vo € R* :

° f/($) _ cos(w)a;;sm(ac)

Au voisinage de 0 : f/(x) = (tro(e)e—(oto(e?) _ z+ola®)—a+ola®) _ o(1) et donc lim f'(x) = f/(0) =0

2
z z—0

e On a donc f C' en 0 et donc | f de classe C! sur R

2°) ¢) Avec les séries entiéres ... on verra ¢a plus tard ...

3°) a) F est une primitive de f qui est une fonction continue sur R, donc F est de classe C' et F' = f
OnaVzeR, F'(z)= %(x) il est donc immédiat d’avoir le signe de F”

x 2k (2k+ )7 (2k + 2)7
Flo)| o0 o 0 i 0
F((2k+ 1)m)

F(x) /! N

F(2km) F((2k + 1)m)
3°) b)
nw n—1 (k+1)m
4°) a) Vn € N* |0, = F(nm) = [ f(t)dt En utilisant la relation de Chasles : Z [ f@)

0 =0 kn

(k+1)m (k+1D)m .
On effectue le changement de variable ¢t = u+ k7 dans f f(t)dt, on obtient : [ f(t)dt = [ f(u+km)du
0

(k+1)m s

Mais f(u + k) = % = (—1)"“‘3156“ et donc f f(t) 1)k [l gy —

n—1
Finalement : {6, = > ug




2n 2n—1

4°)b) By — = bOaps1 — by = D up — Y up = ug, d’apres le a)

k=0 k=0

™
Mais ug, = f STZZ; du et donc ug, > 0 car la fonction que 'on intégre est positive.
0

Remarque : plus généralement, comme ci-dessus, on peut montrer que u, est positive si n est paire et
négative si n est impair.

On a donc 8, — a,, > 0 et donc

4°) ¢) Pour n € N* | |u,| = [ 2o gy,
0

u+nm

1
+n7r — nm

sur [0; ]onasin( )<1et u+nm > nr et donc

Donc |u,| < f —du =

On a bien : |Vn € N* |u,| <1

s
4°) d) apy1 — i = Oapyo — Oon = Ugpy1 + Ugp = — f #du + f STQ(ZLCZ
0
Par linéarité de I'intégrale :

. . 2msin(u)
Upq1 — Qp = g‘ (u+(2n+1)m )(u+2n7r)d

Et donc ay, 11 — v, > 0 et done (v, )nen est une suite croissante.

s ™
o o o sin(u) sin(u)
But1 — Bn = O2ny3 — O2n1 = Ui + Upy1 = of wr @i du — of wreniDn du

Par linéarité de I'intégrale :

. —2msin(u)
571—‘1-1 - 511 - g‘ (u+(2n+2)7r)(u+(2n+l)7r) du

Et donc £,11 — B, < 0 et donc (5,,)nen €st une suite décroissante.

fn — Qi = Uy et par le ¢) lim w, =0donc lim S, —a, =0
n¢0+00 n¢o0+0o

On déduit des trois points précédents que : |les suites (ay,)nen et (Bn)nen sont adjacentes.

4°) e) Les suites (ay, )nen et (B, )nen étant adjacentes, elles convergent vers la méme limite que ’on nommera
A

On a alors, vu la définition de ces suites, que | (6, ),en €st convergente | et converge vers A

5°) Soit x > 0, on pose n, = [Z] (partie entiére, ona: £ —1<n, <2 & xr—7m <N, <)

Alors F(z) = [ f(O)dt+ [ f(t)dt =0, + [ f()dt

0 Nz T Nz T
Mais | [ f(t)dt| = | [ ==@qp) < | [ —dt| et comme x —n,m < alors | [ f(t)dt| < -
Donc comme lim n, = +o0o on en déduit lim f f(t)dt =0

r—r+00 r—+00

Ng T

De plus ligl_l 0,, = A et donc lim F(x)= A
T—r+400

r——+o00
On a bien répondu a la question.



EXERCICE 4

Raisonnons par équivalences pour écrire le résultat sous une autre forme. Pour n € N*.

e— £ <(I+i)<esinle(l—5)) <nln(l+1)<in(e) & 1+In(l—5) <nln(l+1i)<1

On a utilisé la croissance du In

e Posons pour z > 0, a( )=In(1+2)-1
aest C® et '(2) = 21 + 5 = ooy + 2= = sy = #eey > 0

Donc a est croissante sur ]0; oo[, comme de plus lirf a(x) = 0 alors on en déduit Vo > 0 ,a(z) <0
T—>+00

Donc Ve >0, In(l+1)—1<0&h(l+i)<iszn(l+i)<le(1+1)<e
On peut appliquer ce résultat & z =n > 0 pour n € N* et on obtient : Vn € N* | (14 %)” <e
e Posons Vo > 1, b(z) =1+1In(1— &) —zin(l1+ 1)

1 -1

b ost C s 1 sl () = 2 — a1 +2) o2 = ol 1+ )+ 2
b//<x>

B W S |

T 22(22-1)2 1+ (@+1)2

— _—da+1] 1

T x2(22—1)2 + m(z+1) T (@+1)2

(—4z+1)(x+1)2+(22—1)2x(x+1)—22 (22—1)2
z2(2z—1)2(z+1)2
(—4z+1) (22 +20+1)+(4a? —da+1) (2% +2) —2? (422 —4x+1)
z2(22—1)2(2z+1)2
(—423—8x% —dxta+2x+1)+ (4ot +4x3 —4x® —4x? +2? +2)— (4ot — 423 +22)
z2(22—1)2(2z+1)2

—11z?—2+1
z2(2z—1)2(z+1)2

Mais —1122 < 0et —z+1 <0 car x > 1, donc —11z2 —x + 1 < 0 et b’(z) < 0 sur [1; 400
On en déduit O’ décroissante sur [1; 4o00].
Comme lim b'(z) =0 on en déduit b'(z) > 0 sur [1;+o0]

T—+00
On en déduit b croissante sur [1; +o0].

Comme liril b(x) = 0 on en déduit b(z) < 0 sur [1;+o0[ et donc
T—r+00

Ve>1,1+n(l—5)—zin(l+3)<0se— £ < (1+ 1)
Ce qui appliqué & z = n > 0 pour n € N* permet d’obtenir : e — 5= < (1 + %)”

En combinant les deux inégalités trouvées précédemment on obtient :

VneN  e— £ <(1+2)"<e




