PSI* 2025-2026
Correction du devoir a la maison de Mathématiques n°2

EXERCICE 1

a) Comme : |sin(n)| < 1 et que ch(:) >1 < ch(f)—1>0o0na: 0< |u,| <ch(:)—1
Mais ch(2) =1 =1+ 55+ 0(5) — 1= 55 + 0(5) ~ 75
On a donc { - L (72) ) i o
> -5 est une série de Riemann & termes positifs convergente car 2 > 1

Donc, par domination : | Y u,, est convergente.

f : [0,40[ — R

b) Posons : 3
x — T
Alors f est dérivable sur [0, +oof et f/(x) = 3w2(1(ﬁ_x)4)§w b _ (3151_49”)2 qui est négatif au voisinage de +o00

On a donc 3A > 0 tel que f est décroissante sur [A, +o0|
la série > u, = > (—1)"f(n) est alternée
On a donc : { (f(n))n>a est décroissante alors, par le théoréme spécial a certaines séries

lim f(n)=

T—+00

alternées on a : | > u, est convergente.

! ! I . .
¢) Pour n € N* | Yo = /4 ”3(72) = 372@ = "I(Z) — 0 par comparaison [n-puissance.
5/4 n T n—doo

On en déduit : u,, = o(n}M)
Comme ﬁ >0 et que > — —77 est une série de Riemann convergente (5/4 > 1), alors, par négligeabilité :

> u, est convergente.

EXERCICE 2 (e3A 2018 mathématiques 1 MP, exercice 1) ¢ COIlStal’lte d’EllleI‘

1°) Comme 1 — 2z >0« x < 1 alors : |[x +— z + In(1l — )] est définie sur | — oo, 1]

Au voisinage de 0, d’aprés le cours : In(1 — z) = —x — 32 + o(2?) donc | © + In(1 — ) = —Z + o(2?)

(développement de Taylor a 'ordre 2 en 0)

2°) Posons Vo € [0,1] , A(x) =z +In(1 — )
Alors, comme 0 <z <1=1—2x>0o0na A est C sur son domaine et
Alz)=1—- 1= =% < 0sur [0,1]
Mais A(0) = 0 et A est décroissante donc A(x) < 0 donc x + In(1 —x) < 0 sur [0, 1]

Comme pour n > 2, + € [0,1 alors u, = + +In(1 — 2) = A(2) < 0. On ne vérifie pas ce résultat pour
u; =1M Donc’VnEZ, unSOetulzo‘




3°) Pour n au voisinage de +00 : u, = 55 + o(-3) en utilisant le 1°).

—1
Done { n ™ 2 S 0
> =5 est convergente

Alors, par la régle de 'équivalent pour les séries de signe constant, on a : | > u, est convergente.

4°) La fonction f est définie et dérivable sur [0,1] et Vo € [0,1] , fl(2) =1— ==L >0
(

1+x 1+ —
Donc f est croissante sur [0, 1] De plus, comme f(0) = 0, alors f est positive sur [0, 1] et on en déduit :
Veel0,1], z—In(l+x)>0

5°) Au voisinage de +oo: v, =1 — (L — L 4 o(L)) =L +o(L)~ ;5 >0

n
1
Up~ 55 >0
Donc ¢ = | 2"
>~ =5 est convergente
n

Alors, par la régle de ’équivalent pour les séries de signe constant, on a : | > v, est convergente.

6°) @ Pour n > 2 :
= (=4 2) — (2 + (1 - 1)
=—In(l1+21)—In(1-12)
— ln(n+1> ln(n 1)
=—In(n+1)+In(n) —In(n — 1)+ In(n)
=2In(n) —In(n —1) —In(n + 1)

vy —u; =1—1In(2) —1=—In(2)

On adonc: |VYn>2, v, —u, =2in(n) —In(n—1) —In(n+1) et v; —u; = —In(2)

e Pour N > 3, on en déduit :

= (o) + S5 [20n(a) ~ i — 1)~ In( 1)
:—ln(2)+21§2ln() Ng n(n) — Ni;ln(n)
~In(2) + 200(2) + X (o) + (V) = 0+ 0(2) + 3 ) = (3 () +In(N) + (0l + 1)
= —in(2) 4 2n(2) + 2n(N) — In(2) — In(N) — In(N + 1) :
ln(m) (NL)

N
On a donc : |[Pour N >3, Y (v, — up) = In(+25)
n=1




N N
7°) Posons : VN e N* | Uy = Y u, et Vy = > v,
n=1 n=1
Comme Vn > 2, u, <0 (2°)) alors (Uy) est décroissante.
Comme Vn > 2, vn >0 (4°)) alors (VN) est croissante.
D’aprés 6°) : UN — Vv =In(sf5) —

~>+oo

On en déduit que : [(Uy) et (Vy) sont adjacentes.

On sait d’apreés le cours que deux suites adjacentes ont méme limite donc : | > u, = > v,

8°) Vu l'adjacence des deux suites : Vn e N* | 1} <V, <~ < U, <U;
Comme V; =0 et U; =1 on en déduit bien : |y €]0,1]

9°) Soit k € N*. Comme ¢ — 1 est décroissante sur [k, k + 1], alors Vt € [k, k+ 1], -5 <1 <1
On intégre cette inégalité entre k et k + 1 pour obtenir :

k+1 k+1 ) k+1 \ k+1 ) )
[ wmdt < [ dt < [ gdt et done 7 < [ fdt < ¢
k k k k
) ) n L n k+1 ) n L
Si on somme de k=1 a k =n € N* on obtient : Zlk—gl{;{;dtgkzlz
n n+1 n
On utilise la relation de Chasles dans l'intégrale donc : 2 kL < 1f %dt < ];%

Ce qui donne : h,y1 —1<lIn(n+1) <h,
On a déja In(n + 1) < h, avec I'inégalité de droite.
En décalant les indices de 1 dans I'inégalité de gauche on obtient : h, — 1 < In(n)

En regroupant les deux inégalités on a : |Vn € N* | In(n+1) < h, <1+ In(n)

10°) fas1 — fa

= [hn+1 - ln(n + 1)] - [hn - ln(n)] = hn+1 - hn - (ln<n + 1) - ln(n)) = n_—i-l + ln<n+1) = n_—H + ln(l - n_—l-l)

Dans le 2°) on a montrer que x + In(1 — x) < 0 sur [0, 1, on Iapplique ici & 2 = 5 €]0,1]

On a donc f,11 — fn <0 et on en déduit que : |la suite (f,,)nens est décroissante.

) On a pour n > 2 :

11°
> U

o
—_

= (fu +In(n)) —in(n) = f,
+o0o
On a en déduit donc : | lim f, = > uy,
n——+00 n=1




12°) b) Soit A > a.

A
at —1  JA _ 1 1 1 .
f e [(T_l)tr—l]a = —Da T (-DA 1T Ajoo r—Da—1 puisque r > 1
On a donc démontrer la convergence de I(a) et montrer que : |Vr € N* | Va >0, I(a) = m
12°) ¢) i) Par définition de la limite n" (w41 — wy,) - 4
n—-+00

SVe>0,INeN, n>N=C—e<n"(Wyp1 —wp) <Ll+e¢

En prenant € > 0 tel que a < ¢ — e < {4 € < b (possible car a < ¢ < b) on a alors :

ANeN, [n>N=a<n (w11 —w,) <b

12°) ¢) ii) e Soit k > N. Alors, comme ¢ — = est décroissante sur [k, k + 1] on a
k1

1 1 1
VtE[l{k—i‘l] (k+1)T§tT§kT:>mgul[

#dt < .- en intégrant entre k et k + 1

k1
a f dt < % et avec 'inégalité du i) :

e L’inégalité de droite donne :

k+1

a f t%dt < Wgy1 — Wi
n k41 | n
wdt < k;\[(wk+1 — wy)

On somme maintenant pour k variant de N anavecn>N:a Y, [
k=N k

n+1
Par télescopage et relation de Chasles on obtient : «a f t%dt < Wpyq — WN
N
k+1
<b f
k

e [’inégalité de gauche donne : (k:+1
En décalant les indices de 1 'k =k+1"),ona: = <b f +dt et avec I'inégalité du i) : wps —wy, <b [ Ldt
s k-1
k
f Lt

On somme maintenant pour k variant de N & n avec n > N : Z (W1 —wg) < b
k=N

IIM:

Par télescopage et relation de Chasles on obtient : w1 —wy < b f L dt
N-1

n+1
e En regroupant les deux inégalités : |Vn > N, a [ %dt < Wy —wy <b [ ﬁdt
N N-1

n—-+o0o

—bI(N — 1) < wy < —al(N)

12°) ¢) iii) Par convergence des intégrales et puisque lim w, = 0, en passant & la limite dans la relation

1) et donc

du ii) on obtient : al(N) <0 —wy < bI(N —



12°) ¢) iv) En utilisant le résultat de 12°)b) et celui du iii) on a :

1 1 N—-1\r—1 r—1
—bméwzvé—awé b= (") < N lwy <

1
= Y

Soit € > 0. Si € est suffisamment petit, on peut choisira =¢ —ecet b=/{+¢

Et on a alors, en remarquant que la relation précédente est valable pour tout n > N :

—(f + 6) (ri

n—1.,_ T_
5 2y <, < (0 O pky
——

— 1
n——+oo

Onaalors: V¢ >0,INeN", [n >N = —-L —e<n"lw, < —-L +¢

On a donc par définition de la limite : | lim n"tw, = —_el
n—4o00 r—

13°) @ Recherche : on veut du ¢ donc r — 1 = 1, on prendra r = 2 ... on garde ¢

voulue et on passe & gauche le reste : h,, — In(n) —y = 2+o(2) ...
—_————

fn
e On est donc amené & poser : Vn € N* | w,, = f, —
Alors : n*(wpy1 — wy)
= n?(fni1 — fn) on utilise le calcul du 10°)
— 2(n+1 + ln(l — H—H))

— 2
- nz(nJrl (T 2(n+1)? +O((n+1) )
=N ( 2(7’L+1)2 + 0((n+1)2))
2(;-?1)2
—1
~ 2
w, — 0
On a donc : e .
(n‘wp,) — 5 <0
n——+0o0

2 a droite dans I'égalité

On peut donc appliquer le 12°) (r =2, ¢ = _71) (quitte a changer w,, en —w, pour régler le probléme de

signe de /) et obtenir n*'w, — =4t =1
n—+oo T

Donc w, = 5- + o(+) et en réutilisant la définition de w, = f, —~ = h, — In(n)

_f)/:



+00
EXERCICE 3 : Calcul de ) -5

n=1

1°) Lemme de Lebesgue (voir exercice)
Soit f une fonction de classe C'* sur [0, 7]. On intégre par partie, comme f est dérivable :

n t)2cos(2tLy), . n
ff sin(#EE)dt = [- f8)2cos(~ )]0 +2n%rloff’(t)cos(%t)dt

2n+1

On utilise que |cos(Z5H1)]

< 1 et quil existe M > 0 vérifiant V¢ € [0,7] , |f'(t)] < M puisque f’ est
continue sur le segment [0, 7] (th

éoréme des bornes atteintes).

. n 2|f(m)[+2[£(0 s
On a alors : bf )sin (2 Ht)dt’ - 2)7‘z+1|f( 1y 22711{1 njoo 0

On en déduit par encadrements : | lim f f(t)sin 2";1t)dt =0

n—-+o0o 0

2°) Soit t G]O 7] et n > 1. Alors
At =+ 3 cos(kt) = § + 3 Re(e™) = § + Re(3 ) =} + Re(32 (¢"))
somme des termes d’une suite geometrlque de raison th (e # 1 puisque 115 €]0, 7))
An(t) = § + Re(e 54"
=1 4 Re(e1= el

1—et
1 zt@bnt/2(67"n/2 eznt/?)
) + Re(e eit/2(e—it/2 _¢it/2) )

(
(

— % +Re( zt(1+n/2 1/2) zzsm(nt/Q))
(e

—2isin(t/2)
_ 1 it((n+1)/2) sin(nt/2)
= 1 + Re(e"(("+D/2) W)
1 sm(nt/2)cos("+1t)
2 sin(t/2)
Mais V(a,b) € R? , sin(a)cos(b) = 3[sin(a + b) + sin(a — b)]
1 sin((n+1)t)+sin(—t/2) 1 sin(2tly) 1
Donc Ap(t) = 7 + Sein(i/2) =51 ) 2
2n+1

On obtient donc : |Vt €]0,7] , Vn € N*, A, (1) = "3 20

23m( )

3°) Soit (a,b) € R?. Par intégration par partie :

™

[ (at? + bt)cos(nt)dt

o

= [(at® + bt)@]g — [(2at + b)””—y@dt mais sin(0) = sin(nr) =0

O—x

= — [(2at + b)smT(m)dt on refait une IPP
0

= —[(2at + ) 76‘:2("”]8 — IQa%(Qm)dt or cos(0) = 1 et cos(nm) = (—1)"

0
— (E)"C@ratb)=b Qa[Si’:fft)}g mais sin(0) = sin(nw) =0

2 b= b= -1
Pour avoir le résultat souhaité il faut : { Tt 0 = {
a

—b=1

On a donc : |Vn € N* | [(at® + bt)cos(nt)dt = 5 avec a = 3= et b= —1
0




4°) En sommant P'égalité du 3°) pour 'k = n/ variant de & = 1 jusqu’a n on obtient par linéarité de
'intégrale (somme finie) :

™

[ (at® + bt) Xn: cos(kt)dt = Xn: 1?12

0 k=1 k=1

Done [(at? + bt)(An(t) — L)dt = S,

Donc [(at? +bt)A,(t)dt = S, + (0% +bT) mais a = = et b= —1
0
Donc Of(at2 +O0t)A,(tdt =S, +3(E -T) =5, - T
On adonc: |Vn>1, Of(at2 + bt) A, (t)dt = S, — %2
g : [0,7] — R
5°) On pose alors : y - 2;15:;[/”;) sit#0

bsit=10
g est de classe C' sur |0, 7] comme quotient de fonctions C'. Etudions en 0.
Au voisinage de 0 : g(t) ~ % = b = g(0) donc g est continue en 0.
—>

Sur ]0,71'] : g/(t) _ (2at+b)2sin(t/2)—cos(t/2)(at>+bt)

4sin?(t/2)
Au voisinage de 0 ¢ /(1) = 2Tl — GOHER ~ o g

g est continue sur [0, 7]

g est dérivable sur |0,7]  on peut donc appliquer le théoréme de prolongement de la fonction dérivée et
lim ¢'(t) =a
t—0t g ( )

on en déduit que g est de classe C* sur [0, 7).

e Comme g est C* sur [0, 7] alors par le 1°) : lim [ g(¢)sin(2%2t)dt = 0

n—-+0o0o 0

Comme on a vu que : [ g(t)sin(25=t)dt = S, — %2 on en déduit liril Sy = %f
0 n—-+0oo

“+o00o

. _ 1 _ =2

On a donc montrer que : |A = > 1 S =T
n=




-1
6°) o (n) = n2 et Z est une série de Riemann convergente, donc B est absolument convergente.
1 oL
(2nt1)2  4n? la régle de léquival les séries A itif
| . _ , par la regle de I’équivalent pour les séries a termes positifs
> -5 est une série de Riemann convergente

on en déduit que C' est convergente.

e [in séparant les termes d’indice pair de ceux d’indice impair dans A on obtient :
+oo +00
A= Zlﬁ—l- Zom dOHCA:%A+C:>C:%A:_

° De méme, en séparant les termes d’indice pair de ceux d’indice impair dans B on obtient :

2n ( 1 2n+1 2 2

+o0o +o0o
=1 1 1 —14_ 1z  n2 _ —n?
B = Z Qn)Z Z 2n+1 4 Zl n2 ZO (2n+1)2 donc B = 4A ¢ = 46 8 12
n= n=

e Bilan : | B et C' sont convergentes et B = _1—7;2 C = %2




