PST* 2025-2026

Correction du devoir a la maison de Mathématiques n°3

EXERCICE 1

1) Voir cours.

J— (_l)n ) ~ ~
2) Comme u,, = R A 0 et que sin(u) o~ alors v, ~ u,
De méme In(1 4+ u) ~ w donne w, ~ u, et par transitivité de ’équivalent, on a : [Un ~ Up ~ W]

u=0

> u, est une série alternée

3) e |y | njoo 0 donc, par le théoréme spécial : > u, est convergente.

(|tn])nen+ est décroissante

e Par développement limité : v, = (%n — 3737 T 0(=73) = un + O(=7)

Comme — > 0 et ) — est une série de Riemann convergente (2 > 1), alors, par domination : Y O(—7)
est convergente.
1
UTL == UTL + O(TLB/Q)
On a donc : ¢ > u, convergente et donc Y v, convergente.

>~ O(=37) convergente

. TP (=™ 1 1
o Par développement limité : w, = = — 7= + o(;)
En posant a, = w, —u, on a: a, = —% + 0(%)
Ay ~ —% < 0, et comme Z% est une série de Riemann divergente, alors, par équivalent : > a,, divergente.
Wy, = Uy, + Ay,
On a donc : ¢ 3w, convergente et donc ) w, divergente.

> a, divergente

e BILAN :|> u, et Y v, sont convergentes et ) w,, est divergente.

EXERCICE 2

e On commence par comparer 2V" et b". On a : %—f = exp(In(2)y/n — nin(b))
Cas1:0<b<1
Alors In(b) < 0 et In(2)y/n —nin(b) — +oo

n—-+o00

Donc Qbiln = exp(In(2)y/n — nin(b)) o, T et on a 2V7 4 b" ~ 2VT
n—-+0o0
Cas2:0>1
Alors In(b) > 0 et In(2)y/n — nin(b) T (comparaison de puissances)
n—-—+0oo
Donc Qb—{f = exp(In(2)y/n — nin(b)) - 0 et on a2V +b" ~ b"
n—-+0o0



e Revenons a ¢, en gardant ces deux cas.

Cas1:0<b<1
Alorsan‘L;?—ﬁ‘fﬁNa”>0
Donc par la régle de I'équivalent on a : > ¢, et > a™ qui sont de méme nature.
Or > a™ convergente < 0 < a < 1 car on reconnait une série géométrique, donc, dans le cas b < 1 :

> ¢n convergente < 0 < a < 1

Cas2:b>1
Alors ¢, ~ “nfnﬁ

Cn 7é O dOHC czzl ~ an_;;?ﬁ anl;n\/ﬁ ~ %exp((1 /n _|_ _ \/ﬁ)ln(2>)

Mais v/n + —\/—:\/ﬁ((ljt%)% —1)=vn(l+5 +o0(z)—1) :#fr()(\%) Nﬁa

On en déduit exp((v/n + 1 — y/n)in(2)) _+> 1 et donc L —
n—-+0o0

. n—+00

Salls]

La régle de D’Alembert permet alors d’obtenir :
g <lsa<b= ) ¢, convergente
et $ > 1 a>b= ) c,divergente

Si a = b alors ¢, = 2V™ qui ne tend pas vers 0 et la série est grossiérement divergente.
Donc dans le cas 2 : ) ¢, convergente < a < b

([v<1
a <1

Bilan : | ) ¢, convergente < ¢ ou

b>1
\ a<b

EXERCICE 3

e Posons pour n € N* | w, = det(A,(x))

1+22 x 0o ... 0
T 1+2% =2 :
On a alors : u, 1o = 0 0
: . 1+ 22 T
0 0 r 14 2? (n42)

I'indice (n + 2) désignant la taille de la matrice



e On développe alors par rapport a la premiére ligne et on obtient :

1+ 22 x 0 0 r T 0 0
T 1+2% = 0 14+22 =
Uniz = (1+2%)| 0 0 - R 0
: 1+ 22 x : 0 1+ 22 x
0 0 r 1+ (nt1) 0 0 0 r 1+ (nt1)
1+2* =z 0 0 1+22 x 0 0
r  1+2* x r  1+2* =z
= Upsz = (L+2%) | 0 0 -2 0 0
: 1+22 x : o142
0 0 r 1+ 2? (nt1) 0 0 x 1+ 22 )

= Upt2 — (1 + 1‘2)Un+1 + I2un =0

e On remarque alors que (u,),en+ vérifie une relation de récurrence linéaire d’ordre 2 a coefficients constants
homogeéne d’équation caractéristique : R? — (1 + 2*)R + 22 =0
On résout : A = (1+2?)? —42®> =1 —22% + 21 = (1 — 2?)?

Casl:x#letax#—1
Deux racines distinctes : Ry

14a241—z2 =1 et R2 1422 —1+422 — 2
2 2

X

On sait alors, par le cours, qu’il existe (a, ) € R? tel que : Vn € N* | v, = a + S22 2

Maisu; =1+ 22 et up = (1+2?)? — 2?2 =1+2>+ 2!

=1 2 — 4
Donc atp e , & b 5”’2*11
a+a?f=1+2>+x a=—5
:ix%
k=0

1,27L+2_1
z2-1

Donc : Vn € N* | w,
Cas2:z=1ouz=-1
On a une racine double R = 1 et donc, par le cours, il existe (a, 3) € R? tel que :

VneN* | u, =a+ f(n—1)

Mais u; = 2 et uy = 3 (pour les deux valeurs de x)

pu— 2 pu—
Donc “ “ et doncu, =24+n—-1=n+1
a+p=3 b=1
On remarque que si z =1 oux = —1, alors : >, 2?* =n +1
k=0
e On a donc le bilan : |Vn € N* | det(A,(z)) = > o
k=0




EXERCICE 4

1) Soit (M,N) € M,(Ret A € R.
Alors : ¢(M + AN) = A(M + AN) = AM + AAN = ¢(M) + Ap(N)
¢ est donc linéaire, comme de plus ¢ va de M,(R) dans M, (R) alors ’ng est un endomorphisme.

2) G(M) = G(AM) = A(AM) = A*M
On montrerai, par récurrence que : |Vk € N | ¢F(M) = A*M

10 0 1
3) a) ¢(Ey) = =FE +3E; , ¢(Fy) = =k + 3k,
3 0 0 3
2 0 0 2
1 0 2 0
01 0 2
On a donc : | Mp(¢) = 50 4 0
0 3 0 4
3) b) e On a det(¢) = det(Mp(¢p))
1 0 O 0
01 0 0
On effectue C5 <+— C5 — 2C4 et Cy «— Cy — 2C5, on a donc det(¢) = 30 -2 0 =4
03 0 =2

o tr(p) =tr(Mp(¢p)) =1+14+4+4=10

On a donc : |tr(¢) = 10 et det(p) = 4

4) e Supposons A inversible.
M € ker(¢) <& AM =0 A7'AM =0 < M = 0 donc ker(¢) = {0} et donc ¢ est injective.
Comme ¢ est un endomorphisme alors ¢ est bijective et donc ¢ inversible.

e Réciproquement, supposons ¢ inversible.
Soit X € ker(A). On pose M = (X X ... X) et on a donc ¢p(M) = (AX AX ... AX) =0, ce qui donne
M € ker(¢) = {0} donc M =0 et donc X =0
On a alors ker(A) = {0} et donc A inversible.

Bilan : ’gb inversible < A inversible‘

5) Si A est une matrice de symétrie alors A> = I,, et donc ¢?*(M) = A2M = M donc ¢? = Id et donc ¢
est une symétrie.

6) Supposons que rg(A) > 1, alors A admet au moins une colonne non nulle. Soit donc i € [1;n] telle que
C;, la i-iéme colonne de A soit non nulle.
Soit j € [1;n]. On pose M, ; la matrice dont tous les termes sont nuls sauf le (7, j) iéme.
Alors ¢(M; ;) est la matrice dont les colonnes sont nulles sauf la j-iéme qui vaut C;.
La famille (¢(M; 1), ..., ¢(M,,)) étant clairement libre on a rg(¢) > n

Bilan : |rg(A) > 1 =rg(¢) > n




7) Comme n = 2, on écrit A = (Z Z) et comme & la question 3) on a :
a 0 b 0
0 a 0D
MB(¢) - c 0 d O
0 ¢c 0 d
On a rg(¢) = rg(Mp(9))
a 0 b 0
On effectue Ly «— Lz et on a : rg(¢) = rg( 8 2 g 2 )
0 ¢c 0 d
a b 00
c d 00 A 0
On effectue Cy <— C3 et on a : rg(¢) = rg( 00 a b )= (0 A)
0 0 c¢c d

Avec cette écriture on a : |rg(¢) = 2rg(A)

8) & Soit A € sp(¢)
Alors, il existe M € M, (R) telle que M # 0 et ¢(M) = AM
Comme M est non nulle, elle posséde (au moins) une colonne, notée C;, non nulle.
Alors ¢(M) = AM = AM = AM et sur la colonne C; on a : AC; = \C; ave C; # 0 et donc \ € sp(A)
On a donc sp(¢) C sp(A)

e Soit A € sp(A)
Alors, il existe X € M,, 1(R) telle que X # 0 et AX =X
Sion pose M = (X X ... X) alors ¢(M) =AM avec M # 0 et donc X € sp(9)
On a donc sp(A) C sp(¢)

e Comme on a les deux inclusions alors : | sp(¢) = sp(A)

9) a) Si A est diagonalisable alors il existe (C1,...,C,) une base de vecteurs propres de A avec C; associé
a la valeur propre \;
Si on note F; ; la matrice dont toutes les colonnes sont nulles sauf la j-iéme qui vaut C;
Alors By = (Fiq,.. ., Fip, o s Finy ooy Fipy ooy Bty oo By y) est une base de M, (R) et la matrice de ¢
relativement a cette base vaut : diag(M 1, ..., Nily, ..., A\uly)
On déduit : det(p) = A7 ... A2 = (A1... \p)" = det(A)"

9) b) On utilise le résultat A = Nhrf Apn avec les Ay diagonalisable, par continuité on a :
—+0c0
det(¢) = NliinOo det(An)" = (Nlirilm det(An))" = det(A)™



